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AVERTISSEMENT. 


Lb  succès  qu'obtient  dans  Penseignement  nn  onyrage 
ëlëmentaire ,  impose  à  son  auteur  Tobligation  de  chercher 
à  le  perfectionner,  en  profitant  des  conseils  que  veulent 
bien  lui  donner  des  professears  éclairés. 

Plusieurs  observations  m'ont  été  faites  sur  la  théorie  du 
plus  grand  commun  diviseur  ^  et  en  effet ,  quelque  soin 
tpe  )*eas8e  apporté  au  dévetoppement  de  cette  tbéorie ,  je 
De  me  dissimulais  pas  qne  certains  passages  offraient  des 
difficultés  que  je  n'avais  pu  lever  entièrement  ;  aussi  ai -je 
pr^nté  ,  dans  cette  édition  ,  une  nouvelle  théorie  que 
je  crois  exempte  de  tout  reproche,  sous  le  rapport  de 
1  exactitude  et  de  la  rigueur.  Toutefois  ,  comme  elle  se 
fonde  sur  un  principe  dont  la  démonstration  C^)  ne  laisse 
pas  d'être  fort  étendue ,  j'ai  pensé  qu'il  convenait  de  ren- 
voyer celle-ci  è  la  fin  de  l'ouvrage,  dans  une  note  où 
îexpose  en  même  temps  une  méthode  générale  pour  c2é- 
composer  un  pofynome  rationnel  et  entier  quelconque'  en 
fadeurs  premiers. 

Dana  Texposition  des  prineipes  sur  la  divisibilité  des 
fonctions  entières,  tout  en  substituant  cette  dernière  déno- 
mination è  celle  de  polynômes  relatifs^  qui  était  un  peu 
▼agne  ,  fai  rétabli,  d'après  Tavis  de  plusieurs  person*- 
nés,  la  dénomination  de  diviseur  relatif,  comme  expri- 


(*)  Snitant  les  renseîgnemeni  gne  )*aî  pn  recncîllir,  cette  clamons! ration 
•ertii  chie  i  un  <1e  mes  confrères ,  M.  LefclmTe  de  Fowcy. 
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mant  très  exactement  Fidëc  qu'on  doit  y  attacher.  J'ai 
même  fait  précéder  la  théorie  du  plus  grand  commun  di- 
viseur ordinaire  de  celle  du  plus  grand  commun  diviseur 
relatif ,  comme  étant  plus  simple  et  pouvant  ainsi  servir 
d'introduction  k  Vautre.  Je  compare  ensuite  les  deux 
théories ,  pour  faire  ressortir  leur  différence. 

A  Toccasion  des  principes  dont  je  viens  de  parler,  je 
crois  devoir  entrer  dans  quelques  explications^  Xi  paraî- 
trait que  cette  espèce  d'introducvion  à  la  théorie  générale 
des  équations,  serait  peu  goûtée  des  élèves  et  des  profes^ 
seurs  eux-mêmes,  non  à  raison  de  la  difficulté  qu^on 
éprouve  à  les  entendre  ,  pubqu*ils  sont  tout-à-fait  analo- 
gues &  ceux  qui  ont  été  établis,  en  Arithmétique,  sur  la 
divisibilité  des  nombres  ,  mais  parce  qu^on  ne  saisit  x^^ 
bien  la  liaison  qui  existe  entre  eux  et  les  propriétés  des 
équations.  Or,  voici  les  motifs  sur  lesquels  ye  me  suis 
fondé  en  suivant  cette  marche  : 

1®.  Pour  démontrer  que  si  une  expression  quelconque 
a  est  racine  éCune  équation,  le  premier  membre  est  di^ 
visible  par  x  — a  ,  on  suppose  ordinairement  qu'un  pro- 
duit de  la  forme  (x  -r-  a)  .  Q  ,  (Q  étant  une  fonction  en-- 
iière  de  x)  devient  nul ,  lorsqu'on  fait  x  =  a ,  parce  que, 
dit-on ,  Q  ne  saurait  devenir  infini,  puisque  ,  par  hypo- 
thèse, X  n'entre  pas  en  dénominateur.  Mais  ne  pour- 
rait-on pas  considérer  à  priori  une  équation  do|it  quel- 
ques-uns des  coefficiens  fussent  infinis?  Dans  ce  cas^  le 
polynôme  Q  aurait  aussi  des  coefficiens  infinis,  et  dès 
lors  le  principe  ci-dessus  serait  en  défaut*  Le  mode  de 
démonstration  que  j'ai  adopté  me  parait  exempt  de  cette 
objection. 

0,*",  Pour  démontrer  que  toute  équation  a  autant  de 
racines  quil  y  a  d'unités  dans  Vexposant  de  son  degré, 
et  ne  peut  en  a\^oir  davantage,  on  admet  également  ce 
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principe»  qu'un  produit  de  la  forme  (a>*-aX^c>-^)...(j>— 7) 
est  nul,  et  ne  peut  être  nul  qu'autant  que  Tun  des  fao* 
tenrsj:— a,  or  — £,•••  est  lui-même  égal  A  o.  Qr^  œ 
principe,  qui  petit  être  assez  facilement  admis  lorsqu'on 
raisonne  sur  des  quantités  réelles,  ne  saurait  Fétre  aussi 
légèrement,  lorsqu'il  s'agit  d'expressions  générales,  telles 
que  a,  6,  c,  d^...,  dont  la  forme  et  la  nature  nous 
sont  inconnues ,  et  qui  même  peuvent  être  fautes  ou 
eo  partie  imaginaires.  lie  mode  de  d^onstration  que 
j  emploie  ne  suppose  ce  principe  en  aucune  façon. 

An  contraire,  lorsqu'une , fois  la  proposition  générale 
est  établie ,  on  peut ,  en  se  fondant  sur  la  composition 
des  équations  (  n"*  257  ) ,  démontrer  de  la  manière  la 
pins  générale ,  i®.  quun  produit  est  nul,  toutes  les  fois 
(jue  Fuji  de  ses  facteurs  est  nul^  2'*.  qu^un  produit  ne 
saurait  être  nul  çu  autant  que  Tun  de  ses  facteurs  est 
nul  aussi.  Car  soit  un  produit  a  .b  .c.  d...,  l  d'expres- 
sions algébriques  de  nature  quelconque.  Regardons  ce 
produit  comme  le  dernier  terme  d'une  équation  dont  les 
radnes  seraient  a,  6,  c... 

Cela  posé,  1*.  si  l'on  admet  que  l'un  de  ces  facteurs 
soit  nul,  l'équation  a  alors  une  racine  égale  à  o  ,  ce  qui 
exige  que  le  dernier  terme  manque  dans  l'équation  ^  donc 
le  produit  a  .b  .c  .  d,...  l  est  égal'à  o  ;  a^.  réciproque- 
ment ,  si  l'on  suppose  ce  produit  égal  à  o  ,  l'équation 
renferme  x  comme  diviseur,  et  est  satisfaite  par  x=o^ 
donc  l'un  des  facteurs  a,  6,  c...»  est  égal  à  o. 

Cette  explication  suffira ,  je  le  pense ,  pour  justifier 
nu  persévérance  à  conserver  dans  le  septième  chapitre  les 
principes  sur  la  divisibilité  des  fonctions  entières. 

On  trouvera  également  dans  ce  chapitre,  qui  est  le 
seul  où  j'aie  fait  des  changemens  importans  ,  une  applica- 
tion de  la  théorie  du  copunun  diviseur  à  l'abaissement 
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d*uae  équation ,  dans  le  cas  où  Von  sait  J£ avance  que  deux 
des  racines  ont  entre  elles  une  relation  déterminée  et  ex-^ 
primée  par  une  équaden  du  premier  degré.  Le  prin- 
cipe iandamental  de  la  tbëorie  des  racines  égales  n'est , 
comme  )e  le  fais  voir  y  qu'un  cas  particulier  de  cette 
question. 

Parmi  les  personnes  qui  m'ont  honoré*  de  leurs  ob- 
servations et  de  leurs  consôls^  je  citerai  particulièrement 
M.  Vincent  y  Tnn  des  professeurs  les  plus  distingués  des 
collèges  de  Paris ,  auteur  d'une  nouvelle  Géométrie,  et 
M.  Miety  mon  ancien  élève,  professeur  au  collège  de 
Henri  IV,  qui  a  bien  voulu  me  seconder  dans  la  réim- 
pression de  mon  ouvrage. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 

1.  UAx»iBBB  est  la  partie  des  Mathématiques  oh  Von  emploie 
des  signes  propres  à  abréger  et  à  généraliser  les  raisonnemens 
<pie  comporte  la  résolotion  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 
Le  théorème^  qui  a  pour  but  de  démontrer  l'existence  de  cer- 
taines propriétés  par  rapport  à  des  nombres  connus  et  donnés  ; 
et  le  problème^  dont  PdiffeC  est  de  déterminer  certains  nombres 
d'après  la  connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  arec  les  pre- 
miers des  relations  indiquées  par  Fénoncé. 

2.  Les  élémens  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre  ^ 
pour  parvenir  à  ce  double  but,  sont  : 

I*.  Les  lettres  de  l'alpbabet;  qui  serrent  k  désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire^ 
soit  ponr  abr^er  les  r^isonnemens,  soit  pour  les  généraliser, 
en  ce  que  Pon  sent  mieux ,  par  l'emploi  de  ces  lettres ,  que  tdle 
on  telle  propriété  appartient  à  plusieurs  nombres  à  la  ibis  ;  on 
bien,  s'il  s'agit  d'un  problème ,  que  la  manière  de  satis&ire  k 
son  énoncé  est  indépendante  de  toute  yaleur  particulière  at- 
tribuée aux  nombres  compris  dans  cet  énoncé. 

a^  Le  signe  -f->  ^oi^t  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
deux  on  plnsienrs  nombres,  et  qui  dénonce  pluê. 

Ainsi ,  s5  +  36  s'énonce  aS  plus  36,  ou  aS  augmenté  dé  36. 
De  même ,  a  4-  &  s'énonce  a  plus  b^  ou  le  nombre  désigné  par 
a,  augmenté  du  nombre  désigné  par  b, 

S**.  Le  signe  — • ,  qui  s'énonce  moinsj  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l'autre. 
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Ainsi  45  —  a4  s'énonce  4^  moins  24  >  ou  45  diminué  de  n^^ 
ou  bien  encore  ^  la  différence  de  ^IS  k  ^^, 

a^-'h  fi'énonce  a  moins  bj  ou  a  diminué  de  b. 

4^  Le  signe  de  la  multiplication ,  qui  est  X  >  ou  un  point  que 
Ton  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi  36x  25,  ou  36.25,  s'énonce  36  multiplié  par  25,  ou 
le  produit  de  36  par  25. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres ,  on  cotivient  encore  de  les  écrire 
les  uns  k  1(X suite  des  autres,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signiGe  la  même  chose  que  aX,b  ou  a,b^  cAc  si-^ 
gniRe  la  même  chose  que  aX^Xcou  a, b.c. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation  aé  ou  abc^  qui  est  olus 
simple  que  celle  aX^ouaX^Xc,ne  peut  être  employée 
que  lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car  si 
Ton  voulait,  par  exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6> 
et  qu'on  écrivît,  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cettenota- 
tion  avec  le  nombre  cinquanU-six  écrit  dans  le  système  déci- 
mal. Cette  remarque  est  importante  pour  les  commençans. 

5**.  Le  signe  de  la  division,  qui  se  compose  de  deux  points  : 
que  Ton  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  on  bien  encore 
d'une  barre  — ,  au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place 
le  dividende  et  le  diviseur. 

24     , 
Ainsi  24  !  6,  ou  -g- ,  s'énonce  24  diçisé  par6j  ou  le  quotient 

de  24  par  6. 

-  ou  alb  s'énonce  a  dipisé  par  b.  On  dît  encore  :  a  sur  b; 

La  notation  ^  est  la  plus  usitée. 

6**.  Le  coefficient,  signe  qu'on  emploie  lorsqu'un  nombre^ 
désigné  par  une  lettre,  doit  être  ajouté  à  lui-même  plusieurs 
fois.  Ainsi,  au  lieu  d'écrire  a +  aHF'<>  +  ^+a>  qui  représente 
le  nombre  a  ajouté  à  lui-même  4  ^oia,  on  écrit  Sa.  De  même» 
i  la  représente  a  ajouté  k  lui-même  lo  fois;  i2ab  représente  le 
produit  a  par  &,  ajouté  1 1  fois  k  lui-même. 
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£tf  coefficient  est  le  nombre  particulier  écrit  à  la  gauche 
d'un  autre  désigné  par  une  ou  plusieurs  lettres,  qui  marque 
le  nombre  de  Jbisj  plus  un,  que  ce  second  nombre  est  ajouté  à 
lui~méme. 

7^  \J exposant^  signe  dont  on  se  sert  lorsqu'un  nombre ,  dé- 
signé par  une  lettre ,  est  multiplié  plusieurs  fois  par  lni*méme. 
Ainsi,  an  lieu  d'écrire  a'Ka'X^a'X^aX,  Oy  on  a.a.a.a.a^ 
on  écrit  plus  simplement  cf^  qui  signifie  :  a  élevé  à  la  5*  puis- 
sance, on  le  produit  de  a  multiplié  4  ^ois  par  lui* même. 
b^  est  la  même  chose  que  iX^XiX&XiXft,oule  pro- 
duit de  b  multiplié  5  fois  par  lui-même. 

Uexposant  est  un  nombre  écrit  à  la  droite  et  un  peu  au» 
dessus  d^une  lettre;  il  marque  combien  de  fois j  plus  tms,  le 
nombre  désigné  par  la  lettre  doit  être  multiplié  par  lui-même^ 
ou  combien  de  fois  cette  lettre  est  facteur  dans  un  produit 

On  appelle  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  d'un 
nombre  plusieurs  fois  par  lui-même  >  et  degré  de  la  puissance^ 
i'exposant,  c'est-à-dire  le  nombre  de  fois  plus  un  que  ce  nombre 
doit  être  mnltiplié  par  lui-même. 

Pour  faire  sentir  toute  l'importance  de  l'exposant  en  Algèbre , 
supposons  qu'on  yeuille  exprimer  qu'un  nombre  a  doit  être 
mnltiplié  3  fois  par  lui  -  même ,  qile  le  produit  résultant  doit 
être  mnltiplié  3  fois  de  suite  par  fr,  et  qu'enfin  le  nouTcau 
produit  doit  être  multiplié  2  fois  de  suite  par  c  ;  on  écrira 
simplement  o^&V. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être 
ajouté  6  fois  à  lui-même,  ou  doit  être  multiplié  par  7  ?  on 
écrira  'ja^l^c*.  Ceci  donne  une  idée  du  laconisme  de  la  langue 
algébrique. 

8*«  Le  signe  V^,  dont  on  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu'on 

veut  indiquer  que  l'on  a  à  extraire  de  ce  nombre  une  racine 

s 
d'un  certain  d^ré.  Ainsi,  y^a  s'énonce  racine  troisième  ou 

cubique  de  Uj  Ç^b  s'énonce  racine  quatrième  de  b.  . 

On  appelle  racine  2*,  3*,  4**  •  •  •  d'un  nombre,  un  second 
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nombre  qui ,  étant  éiefé  à  la  a*;  3*,  4*.  .  .  .  poisMiioe^  repro- 
duit le  premier  nombre. 

Nous  ne  ferona  usage  du  signe  ^Z  qu'à  partir  du  troisième 
chapitre. 

9°.  Le  signe  an  uMyen  duquel  on  exprime  qne  deux  quan- 
tités sont  égales.  X^  signe  est  as,  et  s'éuonoe  mai  égal  cU 

«4insi>  pour  exprimer  brièvement  que  la  différenoe  de  36  à 
aS  est  ég^e  à  ii ,  on  écrit  36 «^ iSztn ii. 

Ceetrà-dire,  36  moins  aS éit  égal  ^  ii ,  ou  igtUe  1 1. 

10^.  Le  signe  d'inégalité  ^^  dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu'une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi  y  a^  b  aignifie  a  plus  grand  que  b,  a^  b  signifie  a 
moindre  que  b;  c'est-i-dîre  que  l'ourerture  du  aigne  doit  être 
.tournée  du  oété  de  la  plus  grande  quantité. 

D'après  l'exposé  précédent^  on  ?oit  que  l'on  peut  r^arder 
l'Algèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  d'une 
suite  de  signes ,  k  l'aide  desquels  on  auit  avec  plus  de  facilité 
l'encbainement  des  idées,  dans  les  raisonnemena qu'on  est  obligé- 
de  faire  y  soit  pour  démontrer  l'existence  d'une  propriété ,  soit 
pour  trouTcr  la  solution  d'un  .problème. 

On  conceyra  mieux  encore  Futilité  des  signes  algébriques, 
par  les  questions  suÎTantes  : 

VRUttkttB  QtrSSTION. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  esi6'j,  leur  d^renœ  mt  ag; 
q^êsùi  sent  ces  deux  nombres? 

Solution, 

Tâchons  d'abord  d'établir ,  à  l'aide  des  signes  dont  ninis 
sommes  toonfemM',  «me  limison  entre  les  nombres  donnés  et 
les  nondires  inoamàs  de  fénencé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu ,  an 
aurait  le  plus  grand,  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé, 
désignons  le  plus  petit  nonAre  par  x;  le  plus^grand  peut  alors 
être  désigné  pw  »-f- 19;  leur  somme  est  donc  x  +  *  +  >9>  ou 
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2s  -f- 19.  Mais ,  d'après  Pénoncé,  cette  somme  doit  être  67.  On 
a  donc  Pégalité  ou  inéquation ....  2x  +  19  =  67* 

Qr^  si  2jr  augioenté  de  19  donne  67  ^[lour  résultat ,  2x  seul 
est  égal  k  67  moins  19,  011  a^rs  67  —  19,  on  ejfectaant  la 
soustraciioD»  3^:%4^ 

Dose  enfin,  x  e$l  égal  &  la  moitié  de  489  ç'eatnà-dM:e , 

ieplos  petit  nofldbre étant  24^  lie  plus  grand  «  + 19  est  94+>9 
0043. 
Eaaftt^ona    ^3^it/^9s6'],  et  43  — 24=*9- 

f^oiçi  tè  iable4iu  des  caUuh  algibriquêB. 

Soit  Xm . ..  le  plus  petit  nombre  y 
X  -4*  19  ^^  ^c  P^^^  girand. 
Êq..a* +19=67^  d'où  2*=67— 19=48^  donc  *=— 3E:a4, 

et  par  conséquent ,    ir  + 19  =;  24  +  <9^=  43* 
Eodfet,  43+24  =  67,    43^24  =  19. 

Autre  soluii^m. 

Soit  X  le  plus  grand  nombre , 
jr  — 19  est  le  plus  petit. 

Eq..  2» -^192=67,  d*oi  2dF=^67+ 19^86;  doncx^s  —  =  43> 

^  par  ooiiaéq«art ,  «  — >  19  ;»  43  —  19»:  24. 
On  foit  par  là  oemmeat,  à  Paide  des  signes  algâ^rîques,  on 
pirricni  à  cooifprendre,  dans  ipi  oadre  très  resserré  l  les  rai- 
ioansineBS  q«'on  est  obligé  de  liaire  pour  résoudre  nn  pro- 
^Ifaocj  nûsonnemens  qui  >  écrits  en  langage  ordinaire  ;  exigè- 
rent sonient  une  ou  gluaieuir^  pi^^s* 

soLunoN  aitiiauua  ns  cf  nosbàBou 

4-  La  êomme  de  ieum  nombres  est  a ,  leur  dijfirênce  eêt  b. 
On  demande  les  deux  nombres  ? 
Soit  X. . . .  le  pins  petit  nombre  y 

ff-f*  6  désigne  alors  le  pins  grand. 
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Éq..  2*+i=a,  d'où  sjvssa — b\  donc  *= ==-  —  -, 

^  2  2         2 

et  par  conséqaenti    *+  b  = -|-6  =  -  +  -. 

2         2  2         2 

G)mme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de 
toute  Taleur  particulière  attribuée  aux  lettres  a  et  b,  il  s'ensuit 
que ,  connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence^ 
on  obtiendra  le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demirsomms 
à  la  demi  ^différences  et  le  plus  petit  j,  en  retranchant  de  la 
demi'somme  la  dem^irdifférence. 

Ainsi,  que  la  «omme  donnée  soit  237,  et  la  différends  gg  ; 

leplusgrandest^  +  f ,  ou  2?l±^=P^=i68, 

et  le  plus  petit,   — 2  —  93^  ou =  69. 

Eneffet,  168+69  =  237,  168  —  69=99. 
On  conçoit,  d'dprës  la  question  précédente,  l'utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d'un  problème.  Comme  on  ne  peut 
qu'indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l'Arithmétique ,  le 
résultat  auquel  on  parvient  oonsenre  la  trace  des  opérations 
qu'il  faut  effectuer  sur  les  quantités  connues,  pour  obtenir  les 
-valeurs  des  quantités  que  l'on  cherche. 

Les  expressions  -4- -et ,  auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent,  s'appellent,  en  Algèbre ,  des yS>r- 
mules  j,  paro8  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  compre- 
nant les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature  que 
la  précédente ,  dans  l'énoncé  desquelles  on  fait  seulement  va- 
rier les  valeurs  numériques  des  données. 

DEirxubcB  Qussnoir.  —  THioaiMs. 

5.  La  somme  de  deux  nombres,  mutipliée  par  leur  diffé^ 
rencej  donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  «e- 
vendes  puissances  de  ces  deux  nombres. 

Ainsi,  soient  13  et  9  ces  deux  nombres;  leur  somme  est  31 , 
et  leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  X  3  ou 
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63,  est  égal  à  i44  qui  est  le  carré  de  12  ^  diminué  de  81  qui  est 
le  carré  de  9. 

Mais  y  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  que 
soient  les  deux  nombres,  représentons  ces  hombres  par  les 
lettres  a  et  ^.  La  somme  sera  exprimée  par  a  -«f:  1&  ^  et  la 
différence  par  a-^b. 

Poar  former  le  produit  de  fsea  deux  expressions ,  on  sup- 
posera d'abord  que  Fon  ait  à  multiplier  la  somme  a  -f"^ 
par  a,  et  le  produit  sera  aXa  +  ^Xa,ou  plus  simplemenf  > 
a^+ab\  car  il  faut  prendre  chacune  des  deux  parties  d<mt 
a  +  h  tsX  composé,  autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  a ,  et 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  ce  n'est  point  par  a  tout  entier 
qu'il  fallait  multiplier^  c'est  par  adiipinué deîfr  ;  ainsi,  le^pro<- 
duit  a*  +  ab  est  trop  fort  du  produit  de  a-|-  ^  par  b,  c'est-à- 
dire  de  ab  +  6*.  Il  faut  donc  retrancher  ah  +  6*  du  produit 
précédent  a^  +  a2»  ;  ce  qu'on  indiquera  algébriquement  de  cette 
manière  :  a^  -f-  ^6  —  a&  -^  b^>  G>mme  d'ailleurs  les  deux  pro- 
duits ^abf'^aè  se  détruisent  réciproquement,  il  vient  enfin 
a^—  &*  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a^  —  b^  ayant  été  obtenu  indépendamibent  de 
toQle  valeur  particulière  attribuée  à  a  et  &,  il  s'ensuit  que  Id 
théorème  énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconque^. 

TBOISiImS  question.   THioRiME; 

6.  Si^  aux  deus  termes,  d'une  fraction  proprement  dite,  ou 

d'un  nombre  plue  petit  que  l^uniti,  on  ajoVite  un  même  nombre, 

la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la 

première,, 

.5  .  ^      /■      » 

Soit  —  la  fraction  proposée  ;  ajoutons  3  à  ses  deux  ternies , 


8 
il  vient  —s.  Ces  deux  fractions ,  réduites  au  même  dénomina- 
•    10  .     ' 

teur,  deyienneut  -^,   •?-  ;  or,  la  2.*  fraction  est  évidemment 
too     180' 

plns'grande  que  la  .première.  ...»..;.. 

Pour  reconnaître  si  ce  théorème,  est  vrai ,  quelle  que  901 1 
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la  fraetion  proposée,  désignons  oette  fraction  par  -r ,  en  sup- 
posant a<6. 
Soit  m  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  oette  fractioa  ', 

elle  devient. .  •  ^-r — • 

Afin  de  comparer  ces  deux  fractions ,  il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
tenues  «  et  ^  de  la  première  fraction  par  fr  +  m,  et  lès  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.Ot,  multiplier  a  par  b  +  m^re^ 
Tient  à  {«endre  a  autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  b ,  plus 
autimt  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  m;  ce  qui  donne  ab'^am. 
On  prouTerait  de  même  que  lé  produit  de  b  par  b  +  m  ett 

l^  +bm,ce  qui  donne  i^it"   pour  la  première  fraction. 

De  même,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  7-- — 
'  '^  ô  +  m 

par  b,  comme  on  l'a  m  (n*  5)  ,  elle  devient  y  ^       ^    . 

I«s  deux  numérateurs  ab^^am^  ab^^  bm  ont  une  partie 
eommune  afc;  et  la  partie  btn  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  ai»  da  premier  nnmératenr ,  puisqu'on 
a  supposé  b'^a.  Dope  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande 
que  la  première;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voil  d'ailleurs,  par  le  raisonnement  précédent,  qu'il  faut 

c|ue  ?  soit  une  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème 

soit  Trai;  car  autrement,  il  le  serait  dans  un  ordre  inrerse^ 
'  puisqu'alors  on  aurait     ab+  bm<:^  ab-+  am. 

7.  En  réfléchissant  sur  les  solutions  qui  ont  été  données  des 
questions  précédentes,  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  al- 
gébriques doit  donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plu- 
sieurs questions.  Cest  ainsi ,  par  exemple ,  que  dans  la  seconde 
et  la  troisième  question ,  on  a  été  conduit  à  effectuer  la  multi- 
plication d'une  somme  a  +  b  par  un  nombre  a  ,  d'une  somme 
a •4'»  par  b,  d'un  nombre  a  par  une  somme  b  +  m.  D^oii 
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il  résulte  qu'en  établissant  des  préceptes  généraux  pour  trou- 
ver les  résultats  des  opérations  qu'on  peut  avoir  à  effectuer 
sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens  fixes  de 
résoudre  toutes  les  questions  relatives  aux  nombres  par  les 
symboles  algébriques. 

Cette  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  £<a  manière  d'effec- 
tuer les  opérations  de  i'jirithmélique  sur  les  quantités  algé" 
briques  ou  littérales,  c'estrà-dire  sur  les  nombres  représentés 
par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  eette  partie  ne  soit  un  peu  aride» 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commen(ans^  mais  il  est 
indispensable  de  la  bien  posséder,  si  l'on  veut  avancer  rapide- 
ment dans  le  champ  vaste  et  fécond  de  l'Algèbre. 


lO  D^FimTIONS   FltiLIMIHAIBBS. 

■^  !'■  ■      I  I  ■!  ■  ■    Il  ■  I  ■  iSS 

CHAPITRE  PREMIER. 
S  !•'.  Des  Opérations  algébriques. 


Définitions  préliminaires^, 

8.  TouTB  quantité  écrite  en  tangage  algébrique ,  c'est-i-dire 
à  Vaide  des  signes  de  PAlgèbre ,  s^aippelle  quantité  algébrique 
ou  quantité  littérale^  ou  bien,  V expression  algébrique  de  la 
quantité  proposée. 

Ainsi ,  3a  est  Texpression  algébrique  du  triple  du  nombre  a  ; 
5a*  est  i'expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a  ; 
'jc^b^  est  l'expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du 
cube  de  a ,  multiplié  par  le  carré  de  b. 

3a  —  Sb  est  l'expression  algébrique  de  la  différence  entre  le 
triple  de  a  et  le  quintuple  de  b, 

:ui*  -»  3ab  +  4^'  est  l'expression  algébrique  du  double  du 
carré  de  a ,  diminué  du  triple  produit  de  a  par  by  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  b. 

On  appelle  monôme  ^  on  quantité  à  un  seul  terme ,  ou  sim- 
plement terme j  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie,  à  au- 
cune autre  par  le  signe  de  l'addition  ou  de  la  soustraction; 
et  polynôme  j  ou  quantité  à  plusieurs  termes  >  une  expressiou 
algébrique  composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des 
autres  par  les  signes  +  ou  — w  Ainsi  3a,  5a%  ^ja^^  sont  des 
monômes  j  3a  —  Sb,  aa* —  iab  +  4^*  sont  des  polynômes.  La 
première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme^  parce 
qu'elle  est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un 
tri¥U>me^  comme  étant  composée  de  trois  termes. . . 

9.  La  valeur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu'on  obtiendrait ,  si ,  en  donnant  des  valeurs  parti- 
culières aux  lettres  qui  y  entrent ,  on  effectuait  toutes  les  opé- 
rations de  l'Arithmétique  que  comporte  cette  expression.  Cette 
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▼aiear  nûmériq[ue  dépend  éridemment  des  râleurs  partîcaliàres 
attribaées  aux  lettres,  et  doit  généralement  yarier  avec  elles. 
Ainsi  7,c?  a  pour  valeur  numérique  54 1  lorsque  l'on  fait  a =3; 
car  le  cube  de  3  est  37 ,  et  a  ibis  27  donne  54*  La  yaleur  nu- 
mérique de  cette  même  expression  est  a5o  y  lorsque  l'on  fait 
a  =  5;  car  le  cubp  de  5  est  ia5^  et  2  fois  laS  donne  25o. 

Je  db  généralement,  car^  dans  quelques  cas ,  la  valeur  numé-* 
rique  d'une  expression  algébrique  reste  constante  j  quoiqu'on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  j  entrent.  Ainsi ,  dans 
Feipression  a  — &,  tant  qu'on  donnera  k  a  et  b  des  valeurs 
croissantes  par  degrés  égaux ^  l'expression  ne  changera  pas. 

Soit  9  par  exemple ,  a  ;=  7, 3  =  4  ;  il  en  résulte  a  —  i  =  3 . 

Soit  maintenant  a  =  12  ou  7  +  5,  et  ^  =?s  9  ou  4  4"  ^>  ^1  ^^ 
résulte  a  —  6  =  12  —  9=3,  etc. 

La  valeur  numérique  d'un  poljnome  ne  <^nge  point  lors^ 
qo'on  intervertit  l'ordre  de  ses  termes ,  pourvu  que  l'on  ait  soin 
de  conserver  à  tous ,  leurs  signes  respectifs.  Ainsi ,  les  pol jnomes 
4a^  —  Zà'b  +  5ac*,  6a^  —  3a«6  +  fya^y  ^cu^  +  5ac*^  —  3a»4, 
ont  la  même  valeur  numérique.  Cest  une  conséquence  évidente 
de  la  nature  de  l'addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques* 
Hais  cette  observation  sera  très  utile  par  la  suite. 

10.  Des  difiei*ens  termes  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  uns  sont  précédés  du  signe  + ,  les  autres  du  signe  — .  Les 
premiers  portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s'ap- 
pellent termes  soustractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers,  termes 
posUifiC  et  les  autres ,  termes  négatifs,  dénominations  assez  im- 
propres,  que  l'usage  seul  a  consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinairement  précédé 
d'ancun  signe ^  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  +• 

11.  On  appelle  dimension  d'un  terme,  chacun  des  facteurs 
littéraux  qui  composent  ce  terme ,  et  degré  le  nombre  de  ces 
£icteurs  ou  dimensions.  Le  coefficient  ne  compte  pas  pour  une 
dimension.  Ainsi  Za  est  dit  un  terme  à  une  dimension  ou  du 
premier  d^ré.  5a&  est  dit  un  terme  à  deux  dimensions  pu  du 
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second  degré,  ja^èc^  étaat  la  même  chose  ^ue  ^aaabcc ,  est 
dit  à  six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général ,  le  degré  on  là  nombre  dss  fUmemUme  d*un  terme 
s'eedme  par  la  somme  dee  èatpoeana  de$  lettrée  qui  entrent  dam 
ce  terme,  A.  ce  s«jet|  nous  remarquerona  que,  d'afrès  la  dé- 
finition même  de  Pexposant  (u°  2);  une  lettre  qui  n^a  pas  d'ex- 
posant  y  est  censée  avoir  1  pour  exposant.  Ainsi,  le  degré  du  tenue 
8a*bcd^  est  a+i  +  i  +  S,  ott  7. 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont 
de  même  d^.  3a--a6+6,  ia^-^^  +  b*,  Sa*c^^+:ie*d 
sont  des  polynômes  homogènes.  Sa^-^^ab  +  c  n'est  pas  ho- 
mogène. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans. 

Ainsi  'jab  et  3ab  j  ^c?b*^  et  ic?b*y  sont  des  termes  semblablest 
8a*6  et  ^ab^  ne  sont  pas  de»  termes  semUaMes,  ear  ils  sont 
bien  oonapasés  des  mêmes  lettres ,  mais  les  mêmes  exposans 
n'afiecteait  pa«  lea  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme  y  dans  son  ex- 
pression y  plnsieors  termes  semblables^  et  alors  H  est  suscep- 
tible de  abnplifkatioii. 

Soit  le  polynôme  ^oHf  —  3a*c  +  gae* — 2a*i  -f-  7^0  —  6*'; 
on  peut  (  n"  9  )  l'écrire  ainsi  :  fyi^b  —  2a*6  +  70*0  —  3aV 
+  900'  —  6ft'  ;  or ,  4«*i  —  2a*i  se  réduit  évidemment  à  aa*è. 

74*0  —  3a*c  se  réduit  à  ^a^c  \  donc  le  polynôme  lui-même 
revient  à  aa*6  +  4«»c  4-  9»^  —  6i^. 

Que  l'on  ait  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  termes 

D'abord ,  la  somme  des  termes  additifs  +  2a^te*  +  fio'ôc* 
.4-  I  icfibe^  est  égale  à  +  190'^*  \  la  somme  des  termes soustrac- 
ti&  —  4^fc»  -r-  8a*6c»  est  égale  à  ^  laa^ic*.  Donc  l'ensemble 
des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à  +  1 90^*0*  —  latf^Ac*, 
ou  à  4*  ^<^bc\ 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  sonstractiis  soit 
plus  forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas,  on 
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soustrait  le  coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  Von  affecte 
le  résultat  do  signe  — .  Ainsi ,  que  f  on  ait  -f-  5a*b  pour  la  somme 
des  termes  positifs,  et  —  8a*6  pour  la  somme  des  termes  négpL- 
tifs;  comme  — 8a*&  revient  à  — 5a"6  —  3a* b,  il  s^ensuit  que 
+  5a»ô  —  8a*i  équÎTaut  k  +  5a*b  —  5a^b  —  3a%  ou  à  —  3a* b. 

D*oa  l'on  peut  conclure  cette  rëgle  :  Pour  opérer  la  riduc'-^ 
tion  den  ternies  semblables  j  formez  un  seul  terme  additif  de  loue 
les  termes  semblables  précédés  du  signe  -f"  î  ce  qui  se  fait  en 
ajoutant  les  coefficiens  de  ces  termes^  et  en  affectant  la  somme 
de  ces  coeffieiens^  de  la  partie  littérale  commune^  Formez^  par 
le  même  m^en^  un  seul  terme  soustractif  de  tous  les  termes 
afectés  du  signe  -<-  ;  retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme 
de  la  plus  grande^  et  donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus 
grande, 

(  II  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  coefficiens  et  jamais  sur  les  exposans.) 

On  trouvera ,  d'après  cette  rëgle ,  que 

6<^b  —  8a*ib  ^94^b  +  i&s^^^  ^  a^b    se  réduit  à  +  3a*b, 
^  ^  abe  —  j4dH^^  «a&cH-  4a^  se  réduit  À  —  5a^*. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d'opéra* 
tion,  tonte  particulière  h  P Algèbre,  qui  se  rencontre  dansP^uf- 
ditionj  la  soustraction^  la  multiplication  et  la  division  algébri^ 
piSj  opérations  que  nous  allons,  maintenant  développer* 

Kemarque.  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à  Pesprit  des 
élères  la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  PAritb- 
métique,  nous  nous  dispensons  d'en  réjpéter  ici  les  définitions, 
qui  doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu 
l'Arithmétique  avecsoin.  On  conçoit  toutefois  que  le  mode  de 
les  effectuer  ne  doit  plus  être  le  même ,  puisque  les  symboles 
»nt  différens.  Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  a  de  simples 
indications,  tantôt  il  y  a  lieu  réellement  à  les  effectuer^  et 
alors  il  faut  des  règles  correspondantes  aux  symboles  que  Pon 
emploie. 
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De  f  Addition  algébrique, 

là.  Soit  d^abord  à  ajouter  les  expressions  3a ,  5b ^  2c;  on 
a  pour  le  résultat  de  cette  addition  ^  3a  +  5&  -{-  ac  ^  expres- 
sion que  l'oD  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soient  encore  les  monômes  4û*i^,  2a*6^,  70*^^;  le  résultat 
est  4a*A»  +  2a«65  +  'ja^bP,  ou  réduisant  (n*»  12), . . .  iSa^é^. 

Proposons-nous  maintenant  les  polynômes 

.  3a»  —  fyab ,     aa»  —  3a A  4-  ** ,     206  —  56*. 

'  Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  de 

ceux-ci,  observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par 

3a»  —  ^ab ,  le  nombre  exprimé  par  2a»  —  iab  +  i*,  c'est  lui 
ajouter  la  différence  du  nombre  d'unités  exprimé  par  2a»-t-  b^^ 
au  nombre  d'unités  exprimé  par  Zah^  opération  que  l'on 
ferait  aisément,  si  l'on  attribuait  des  valeurs  particulières  à 
a  et  3;  mais  9  comme  elle  est  inexécutable  dans  l'état  actuel 
des  quantités ,  il  revient  au  même  d'ajouter  d'abord  20»  -f-  b^ 
à  3a* —  4^^>  ^^  ^^  retrancher  ensuite  Zab\  ce  qui  donne 
3a» —  4^  +^^*  +  ^* —  ^^*»  ^*"  changeant  l'ordre  des  tennes 
(n®  9) , ...  3a»  —  ^ab + 2a»  —  3ai  +  6».  De  même ,  pour  ajouter 

2a6  —  5i»  à  cette  dernière  expression ,  il  suffit  d'écrire ^ 

3a»—  ^ab  +  2a»  —  3ai  +  fc*+  2a6  —  ÔA»;  il  ne  s'agit  plus 
actuellement  que  de  foire  (n**  12)  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, et  il  vient  enfin  5a»  —  Sab  —  4^*  V^^^  le  résultat 
demandé. 

0>mme  des  raisonnemens  analogues  pourraient  s'appliqua*  à 
d'autres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  r^le  gé- 
nérale pour  l'addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  Ecri^ 
i^ez  les  polynômes  proposés  les  uns  à  la  suite  des  autres  ^  en 
conservant  aux  termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs, 
et  faites  la  réduction  des  termes  semblables,  s*  il  y  a  Ueu. 
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f^oici  quelques  exemples. 

i:  }fa* — 4^2* — ai»  a^  7a"* — 3aAc— 86»c— 9c'  +crf* 
+  5a»+aai-.  6»  +8a6c— 5a»&+3c3  — 46V+cd* 
+3a^-2i*— 3c*        +4a*i— Se»  +9fr*c— 3d^ 


8a*+  û6— 5&*— 3c»  6a»&+5aic— 3&*c— i4c'+2cd3-3rf3^ 

Dans  la  pratique ,  o/i  dispose  ordinairement  les  quanliUs  pro- 
posées les  unes  sous  les  autres^  comme  on  le  voit  dans  ces  deux 
exemples;  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables^  et  l'on 
écrit  avec  leurs  signes  respectifs  les  résultats  de  la  réduction. 
Ainsi 9  dans  le  premier  exemple,  en  considérant  le  terme  3a», 
comme  ce  terme  est  semblable  au  terme  5a»  qui  se  trouve  sur  la 
seconde  ligne ,  on  écrit  8a»  pour  le  résultat  de  la  réduction  de 
ces  deux  termes ,  qu'on  a  solo  de  barrer  légèrement  (comme  on 
le  Toit  pour  le  premier  lerm^.  Passant  ensuite  au  terme  —  ^àb^ 
(m  le  réduit  avec  les  termes  +2ab  et  3ai,  ce  qui  donne  +  ai, 
qu'on  écrit  k  la  droite  de  8a»,  et  l'on  barre  les  nouveaux  termes 
qu'on  vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l'opération  jusqu'il  ce 
que  tons  les  termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  l^er  trait  qu'on  passe  sur  les  termes  sert  k  prévenir  l'omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat  ;  les  termes  non  baiTés 
sont  encore  à  réduire. 

De  la  Soustraction  algébrique. 

i4*  Soit  k  retrancher  ^b  de  5a;  le  résultat  algébrique  est 
5fl — 4^.De  même,  la  différence  entre  'j(Pb  et  4a^i  est  ^cfb — 4^i, 
ou  Za^b. 

Soit  maintenant  nb — 3c  à  retrancher  de  4^;  on  peut  d'abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière ,  ^a  —  (jib — 3c),  en  met- 
tant la  quantité  à  soustraire  entre  deux  parenthèses,  et  l'écri- 
vant à  la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — .  Mais 
les  questions  exigent  souvent  que  l'on  forme  un  seul  polynôme 
de  cette  expression;  et  (f  est  en  cela  que  consiste  principalement 
la  règle  de  la  soustraction  algébrique. 

Pour  parvenir  à  ce  but,  on  observera  que  si  a,  6,  c  étaient 
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donnés  numériquement  «  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
2fr-^c ,  puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu ,  de  ^a;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  effectuée  dans  l'état  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  2b  de  4^  >  ce  qui  donne 
4a  —  2&  ;  mais  en  retranchant  26  unités ,  on  a  soustrait  un 
nombre  trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat 
en  lui  ajoutant  3c.  Ainsi,  Pou  a  4^ — 2b -^ic  pour  le  résultat 
de  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  5a* — 4^6  -f-3fcc— i*  à  soustraire  de  8a* —  aaft; 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a*  —  7.ab  —  (5a*  —  4a6  +  36c  —  6*). 

Maiay^pour  réduire  cette  expretsioa  A  un  seul  polynôme,  db- 
serrons  que  retrancher  5a*— 4^6  +  36c  —  A*  revient  k  retran- 
cher la  différence  antre  la  somme  5a*4-  3&c  des  termes  additi£i, 
et  la  somme  4^  +  ^*  des  termes  «oustractifs.  On  peut  d'abord 
retrancher  5a^  +  36c  ^  ce  qui  donne  8a*  —  206  —  5fl* — 34c  ; 
et  comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  ûiiUe  de  4^4+  6*> 
il  faut  lui  a)onter  cette  dernière  quantité,  et  il  vient 
8a*  —  2M*  —  5a*  —  36c  +  406  +  6*, 
ou  8a*  ~  aa6  —  5a*  4.  406  —  36c  +  ^S 

en  rétablissant  l'ordre  des  termes  ;  ou  bien  enfin ,  réduisant , 
3a*  4.  206  —  36c  +  6*. 

D'oil  l'on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Poi^r  8OUgtrcUr0  deux  pofynomeM  l^un  de  l'autre j  icrU^e^  la 
quantité  à  soustraire  à  la  suite  de  celle  dont  il  faut  aouetraire, 
aifec  des  signes  contraires ^  et  faites  la  réduction  du  polynôme 
résultant,  i'ily  a  lieu. 

On  trouvera ,  d'après  cette  règle  > 

i«.        So^  ~4<i*6  +  36*c     )  ,  .L  .       L. 

2».       4aA  ^   c£^  —  a6*4-3a*    \  ._^o.      ^.. 

-iZ-^icd  +36*+3a*)  |=-«*+3crf~5**. 

i5.  On  peut  aussi ,  d'après  cette  même  règle,  faire  subir  à  des 
polynômes  certaines  transformations. 
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Par  exemple 9      6a*  —  Zah  +  nb*    —  air, 
revient  à  6a*  —  (3ai  —  s^b^     4.  abc). 

De  même  7a'  —  8a»6  —  46»c  +  6ô^ 

revient  a  70^  —  (8a'6  +  46 V  —  66^) , 

ou  bien  encore,  à   70^  —  8a*6  —  (46'c —  66^). 

Ces  transformations,  qui  consistent  à  décomposer  an  poly- 
nôme en  deux  parties  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  —9 
sont  très  utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique^ 

16.  Nous  regarderons  comtoe  démontré  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique  {voyex 
pour  la  démonstration  y  mes  Élémena  d^AriiJimédque^  4*  é^>^  9 
n^  137) ,  c'est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste 
le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  le  cas  o&  l'on  a  un  mondme 
à  multiplier  par  un  monôme;  soît  ^a^b*  k  multiplier  par  ^€^b. 

L'expression  de  ce  produit  peut  d'abord  s'écrire  ainsi:... 
70^6*  X  ^c^b.  Mais  on  peut  la  simplifier,  en  obserrant  que, 
d'après  le  principe  précédent  et  la  signification  des  symboles 
algébriques  (n^  a) ,  elle  revient  à  *]X^'Xaaaaabbb,  Or,  comme  ^ 
les  coefficiens  sont  des  nombres  particuliers,  rien  n'empêche 
d'en  former  un  seul,  aot  les  multipliant  entre  eux;  ce  qui 
doone  28  pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres ,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à  a^,  et  le  produit  bbb ,  à  &^  ;  ainsi  l'pn 
obtient  pour  résultat  final,  aSa^i^. 

Soit  encore  iaa*Mc*  à  multiplier  par  8a^i*d*  ;  ce  produit  rc- 
Tienl  à  la  X  8  X  aaaaabbbbbbccdd ^  ou  c/ia^lfif^d^  D'où  Ton 
voit  que ,  pour  multiplier  deux  monômes  l'un  par  l'autre ,  il 
faut,  I®.  multiplier  les  deux  coefficiens  entre  eux;  2*.  éciiie  à  la 
tuile  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à  la  fois  dans 
^  multiplicande  et  le  multiplicateur j  en  affectant  chaque  lettre 
^nn  exposant  égal  à  la  somme  des  deux  exposons  dont  cette 
Biime  leUre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs;  3®.  si  une  lettre 
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v^ entre  que  dans  Vun  des  facteur$j  l'écrire  au  produit  at^ec 
y  exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur. 

La  rëgle  relatire  auiL  coeûiclens  n'offre  aiicane  cHlBcuIté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  cxposans ,  il  faut 
observer  qu'en  général  un  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit,  qu'il  l'est,  tant  dans  le  multipli- 
cande que  dans  le  multiplix^teur.  Or  (  n®  2  )  les  exposans  des 
lettres  marquent  le  nombre  de  fois  qu'elles  entrent  comme  fac- 
teur; donc  la  somme  des  deux  exposans  d'une  même  lettre 
marque  le  nombre  de  fois  qu'elle  doit  être  facteur  dans  le  pro- 
duit demandé. 

On  trouvera ,  d'après  la  règle  précédente  >  que 

8a*Ac»  X  ']abcd^=   ôôa'^AVd*, 
aïo^ivrf  X  Sabc^   =  i68a^b^c^d, 
^abc  X  ^d/      =    nQabcdf. 

17.  Passons  à  la  multiplicatioil  des  polynômes; 

Soient  d'abord  deux  polynômes  a  +  A-f-c  etrf+y*,  com- 
posés de  termes  tous  additifs;  on  peut  présenter  le  produit  sous 
la  forme  (a  +  ^  +  ^}  (^  "hf)*  ^^^'^  ^^  ^  souvent  besoin  de 
former  un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué,  et  c'est  en 
cela  que  consiste  la  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or.  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a  +  &4*^  P^^ 
d  ^ff  revient  k  prendre  a'{'b  +  c  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  d,  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  f, 
et  à  ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a-^b  +  c  par 
d ,  c'est  prendre  d  fois  chacune  des  parties  du  multiplicande, 
et  réunir  les  produits  partiels ,  ce  qui  donne  0^4- W  +  rrf. 
De  même,  mal tiplier  a  -|-  i  +  ^  ^^ft  c'c«l  prendre  /fois  cha- 
cune des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  par- 
liela.  Donc  enfin  {à+b+c){d+f)=::ad+bd+cd+qf+bf\'cf. 

AîiMi ,  pour  multiplier  deux  poljtwmes  composés  de  termes 
tous  additifs  j  il  faut  multiplier  successivement  cfiacun  des 
termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multi- 
plicateur et  ajouter  tous  les  produits. 

Si  les  termes  sent  affeeté)i  de  eoefficiens  et  d'exposans ,  oa 
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suitlef  règles  prescrites  (n^  16}  pour  la  multifilioAtion  dès  mo- 
nômes. Par  exemple  y  (3a*  -f~  4^^  +  ^*)  (^a  +  5b)  donne  pour 
prodail, 60^+80**4-206*+  i5û»6  +  20aA*+  5i\  ou  rédui* 
sant ,  6a^  +  23o"i  +  ^nab*  -+■  56'. 

Pour  nous  rendre  compte  du  cas  le  pins  général ,  commen- 
çons par  remarquer  que,  si  lemull  iplîcande  renferme  des  termes  . 
additifs  et  deslerifnes  soustractifs,  ce  facteur  exprime  une  dif- 
férence entre  le  nombre  d'unités  marqué  par  la  somme  des 
termes  additifs  et  le  nombre  d'unités  marqué  par  la  sgmme  des 
termes  soustractîfs.  Même  raisonnement  par  rapport  au  mul- 
tiplicateur. D'où  il  suit  que  la  multiplication  de  deux,  poly- 
nômes quelconques  est  ramenée  à  la  multiplication  de  deux 
binômes  tels  que  a  —  b,c  —  d^  a  désignant  la  somme  des  termes 
additifs,  et  — -6  la  somme  des  termes  soustractîfs  du  multipli- 
candeî  ^  ^^  ^^^  ^^  même  de  c  et  de  — ci,  par  rapport  au  multi- 
plicateur :  Tojons  donc  comment  on  peut  cfiectoer  la  multipli- 
cation ex  primée  par  (a  —  b)(c  —  d). 

Or,  multiplier  a— 6  par  o— rf  revient  éridem ment  9  prendre 
a—b  autant  de  fois  qu^l  y  a  d'unités  dans  c  ,  Tnoins  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  J,  ou  bien ,  à  multiplier  a  —  b  par  c , 
et  a  retrancher  du  produit  celui  de  a  —  b  par  d.  Mais  moltiplier 
a— 6  par  c ,  revient  à  multiplier  c  par  o  —  b  (en  vertu  du  prin- 
cipe énoncé  n*  16  )  ,  ce  qui  donne  ca  —  cb ,  ou  oc  —  bc.  De 
même,  le  produit  de  a — b  par  d  est  ad — bd;  et  comme  on  vient 
devoir  que  ce  dernier  produit  doit  être  retranche  du  précédent 
Qc  —  bc,  il  faut  (u®  i4)  cbanger  les  signes  de  adsr-  bd,  et 
1  écrire  à  la  cuite  de  oc  —  6c,  ce  qui  donne  enfin 

(o  -^  A)  (c  —  rf)  =  oc  — •  6c  —  cd  -t-  bd. 

Pour  peu  qu'on  rcflécbisse  sur  la  manière  dont  C8  produit 
vient  d'être  formé,  on  verra  que,  dans  louée  multiplication j  ai 
^071  considère  tous  les  termes  additifs  du  m,ultiplicateurj  il  faut 
multiplier  chacun  des  termes  du  multiplicande j  tant  additifs 
que  souslractîfsj  par  ces  termes j  et  affecter  les  produits  pat'* 
tUU  de  signes  semblables  à  ceux  dont  les  termes  du  multiplia 
(^aude  sont  affecté.^;  et  en  considérant  les  termes  soustraciiji  du 

2.. 
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muliiplicàtêurj  muitiplier  de  même  cliacun  des  termes  du  mul^ 
tiplicandcj  tant  additifs  que  soustractifs,  par  ces  termes^  mais 
affecter  les  produits  partiels  de  signes  contraires  à  ceux  dont  les 
termes  du  multiplicande  sont  affectés.  Quant  à  la  multipUcU" 
tion  partielle  d'un  terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  mul' 
tiplicateurj  on  suit  les  règles  établies  pour  les  monômes  (n^  l6). 
Soient,  par  exemple  ;  les  deux  polynômes 

4fl3_  s^aj    _  .gai*    4-a&3, 
et  aa^—   Zab     —   4i% 

8a*    —  loa^b  —  lôa^A*   4.  4a«fc3 
— I2a<6  +  i5a3&»4-24a*ft'  —  6aM 


«a*   —  2ao4fc  _  1  ^a^b^  +  Ifia^'lfi  +  H&ab^-^  «b\ 

Apr^s  ÂToir  disposé  les  polynômes  riin*au*des$oas  de  l'autre^ 
on  multiplie  cbacan  des  termes  du  premier  par  le  terme  2a*  du 
second,  ce  qui  donne  8a*— ïoa^è  —  i6a^A"  +  4^'3^,  polynôme 
dont  les  signes  sont  les  menées  que  ceux  du  multiplicande. 
Passant  ensuite  au  terme  3a&  du  multiplicateur  >  comme  ce 
teYmc  est  affecté  du  signe  -— ,  on  multiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme,  en  ayant  soin  d'afiecter  chaque 
produit  d'un  signe  contraire  à  celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicande,  ce  qui  donne  — ïaa^i+ï5a^6*+24a"A^^— 6fli^, 
produit  que  l'on  écrit  au'^essous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  4^%  qui  est 
aussi  soustractif ,  ce  qui  donne  —  i6a''i*+2oa*i^-f  32aM — 86*. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l'on  ob" 
tient  enfin  pour  l'expression  la  plus  simple  du  produit,  * 

8a*  —  22a4ft  —  l 'ja^b*  +  ifia^h^  +  2606^  —  8i*. 

La  règle  des  signés,  qui  est  la  plus  importante  à  retenir  dans 
la  multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Toutes  les  fois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du 
multiplicateur  sont  affectés  du  mém^  signe ^  le  produit  corres^ 
pondant  est  affecté  du  signe  +9  ^4  lorsque  les  deux  termes  sont 
affectés  de  signes  contraires j  le  produit  est  affecté  du  signe  —  • 
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On  dit  encore,  en  langage  algébrique ,  que  +  multiplié  par 
+,  oa  —  multiplié  par  ^y  donne  +;  —  multiplié  par  +, 
ou  +  multiplié  par  — ,  donne  — .  Mais  ce  dernier  énoncé» 
qui  nWre  aucun  sens  raisonnable  en  lui  -  même  (  puisqu'on 
Be  sait  ce  que  signifie:  multiplier  entre  eux  des  symboles, 
non  de  quantités,  mais  d*bpérattons  arithmétiques),  ce  der- 
aier énoncé,  dis- je,  doit  être  seulement  regardé  comme  une 
abrétiation  du  précédent. 

Ce  n'est  pas  la  seule  circonstance  oh  les  algébristes ,  pour 
abréger  le  discours ,  emploient  des  expressions  incorrectes, 
mais  qui  ont  Payantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la 
mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suiTans  :. 

i"  Exemple.  3a»— 5W+çf 
'  —  5a*-î-4fed— 8c/ 

Rpod.  8imp.--i5a^+3ja^bd^2ga^cf^Skob*d^+/^bcdf^8c'f^. 

a«  Exemple.      ^  4a»A«-5a«i*c4-8a*6c»— 3a»c5— ypJc^ 
aai* — /^abc  — aie*    +c^ 


i8a*^*  —  roa^i^c+aSc^ft^^— 34a5A*c« 
—  4a*&3c3— i6a4&'c+i2a'M+  7a*AV 
+  i4a*ic*  +i4ai'c5—  ia^(^  —  'jabc^ 

18.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement,  Si  les  polynômes  qu'on  se  propose  de  mul- 
tiplier l'un  par  l'autre  sont  homogènes  (n*  11),  (et  la  plupart 
des  questions  qu'on  cherche,  à  résoudre  par  le  secours  de  l'Al- 
gèbre, les  questions  de  Géométrie  principalement ,.  conduisent 
à  de  semblables  expressions^,  lé  produit  de  ces  deux  polynômes 
nt  aitssi  homogène;  c'est  une  conséquence  évidente  des  règles 
relatives  aux  lettres  et  aux  exposans  dans  la  multiplication  des 
^ttantités  monômes.  En  outre,  le  degré  de  chaque  terme  du 
produit  doit  être  égal  à  la  somme  des  degrés  de  deux  termes 
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quelconques^  du  miilUplicande  ft  du  mulliplicaleun  Ainsi >  dans 
le  premier  des  deuiL  exemples  pr^ociiensy  tous  les  termes  du 
multiplicande  étant  du  deuxième  degré ,  ainsi  que  ceux  du 
multiplicateur,  tous  les  termes  du  produit  sont  du  quatrième 
degré.  Dfins  le  second,  le  multiplicande  étant  du  cinquième 
degré  y  et  le  multiplicateur  du  troisième  degré,  le  produit  est 
du  huitième  degré.  Cette  remarque  sert ,  dans  la  pratique ,  à 
reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par  rapport  aux  exposans. 
Far  exemple,  si  l'on  U'oure  que,  dans  Vun  des  ternfes  d'un 
produit  qui  doit  être  homogène ,  la  somme  des  exposaus  eet 
égale  à  6,  tandis  qu'elle  est  égale  à  7  dans  tous  les  autres 
termes,  il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des  exposans  ; 
et  alors,  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes  qui  ont 
formé  ce  produit  partiel. 

Secondement,  Lorsque ,  dans  la  mullîpircalion  de  deux  poly- 
nômes, le  produit  n'offre  aucune  rédaction  de  termes  sem- 
blables ,  le  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au 
produit  du  nombre  des  termes  dû  multiplicande^' multiplié  par 
le  nombre  des  termes  du  multiplicateur;  c'est  une  conséquence 
de  la  règle  (n°  17).  Ainsi ,  que  l'on  ait  5  termes  dans  le  multi- 
plicande et  4  dans  le  multiplicateur,  il  j  en  a  5  X  4  ^^  ^^ 
dans  le  produit.  Ea. général,  si  le  mulliplicande  se  compose 
de  m  termes  et  le  multiplicateur  de  n  termes,  le  produit  en 
renferme  /»  X  /»» 

Troisièmement.  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables ,  le 
nombre  total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beau- 
coup moins  grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  difFé- 
rens  termes  du  prodilit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  induire 
avec  aucun  autre  f  c^  sont,  1^»  le  tenue  provenant  de  la  nhul* 
tjplication  du  terms  du  multiplicande  affecté  du  plus  haut 
exposant  de  l'une  des  lettres^  par  le  terme  du  mMlliplicaieur 
qffectè  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre;  %^,  le  terme 
provenant  de  la  multiplication  des  deux  termes  affectes  du 
plus  faible  eytposunt  de  la  même  lettre»  En  effet,  ces  deax 
produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre  avec  un  plus 
haut  ou  un  plus  faible  exposant  queichacuh  des  autres  pro- 
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dttili  parlîek  ;  par  cottséqvent ,  ils  ae  peurent  être  cemblalilcs 
aux  autres  produits.  Cette  remarque  j  dont  la  vérité  se  déduit 
de  la  règle  des  exposans ,  sera  d^une  tràs  grande  utilité  dans 
la  difision'. 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a  rapport  à  la  multiplication  algé- 
brique^ nous  ferons  connaître  différens  résultats  de  multiplica- 
tion ,  d'un  usage  fr'équent  en  Algèbre. 

1^.  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
(l'un  binôme  a-f-  &.  On  a^  d'après  les  principes  connus, 

(û  +  by  =  (a  +  fr)  (a  +  ft)  =  a»  +  aafr  +  b^\ 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quanlUéê  se 
compose  du  carré  de  la  première  quantité^  plus  du  carré  de 
la  secondej  plus  du  double  produit  de  la  première  par  la 
ieconde. 

Ainsi  y  soit  h  former  le  carré  de  5a^+  8a*ft;  en  a,  d'après 
«qui  vient  d'être  dit,  (5a^+8a''bys=:tiSa^+8oa^b  +  H<^l>\ 

2*.  Soit  à  former  I^^carré  d'une  différence  a-^b. 

Ona      (a  — i)*  =  (a  — ô)(a  — 6)=^»  — aai  +  i«; 

G^estrà-^ire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se 
compose  du  carré  de  la  première j  plus  du  carré  de  la  seconde^ 
moins  le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi    (7a*i»  —  i2fl65)*  =  49a<i*  —  1680^6*  +  i44a»i«. 

3°.  SoSt  proposé  de  multiplier  a  -4~  6  par  a  -—  6. 

On  a  (o  -f-  i)  (a  — i)=sa»-*  i».  Donc  la  son^me  de  deux 
quantités j  multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  produit 
la  différence  de  leurs  carrés.  (C'est  le  théorème  dénMAtré  n^  S.) 

Ainsi    (80^  +  7<?6*)  {9q?—  lab")  =  64©»  —  490*^. 

On  pent ,  en  combinant  ces  différens  résultats  ;  trouver  les 
pvodaita  de  œrtaîna  polynômes  plus  prdmptement  que  par  le 

procédé .  ordinaire*  Soit ,  par  exemple ,  Ji  multiplier 

5a*  —  ^ab  +  34*  par  5a*  —  ^ab  -^  34^;  si  Pou  remarque  que 
U  première  de  ees  deux  quantités  est  la  somme  de  deux 
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nombre^  5a*  -<-  ^ab  et  3^%  que  la  seconde  est  la  différence 
de  ces  fleax  mêmes  nombres  >  on  troave  de  suite  ^  pour  le 
produit^ 

(5a»  —  4a6)*  —  (36*)*  =  a5a*  —  4®a^*  +  ï6a*i»  —  96^. 

20.  En  réfléchissant  sar  les  résultats  de  multiplication  que 
l'on  Tient  d'obtenir ,  on  voit  que  )eur  composition,  ou  la  ma-* 
nière  dont  ils  se  forment  h  l'aide  du  multiplicande  et  du  multi- 
plicateur y  est  tout-^-fait  indépendante  des  yaleurs  particulières 
qu'on  peut  attribuer  aux  lettres  a  et  6  qui  entrent  dans  les  deux 
facteurs. 

En  principe j  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme 
à  Vaide  de  ces  deux  facteurs  j  é* appelle  la  loi  de  ce  produit  ^ 
et  cette  loi  reste  toujours  la  méme^  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs^ 

ai.  Enfin,  un  polynôme  étant  donnée  on  peut  quelquefois, 
d'après  son  inspection,  le  décomposer  en  acteurs ^^  ce  qui  est 
souvent  utile. 

Soit  le  polynôme  aSa^-^  3oa'^&  +  i5a»6*;  il  est  évident  que 
les  facteurs  5  et  a*  entrent  dans  chacun  de  ces  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5a»  (5a*— ^  6ab  +  36*)^. 
De  même ,  €4a^&^  —  ^5a*b^  se  transforme  en 

{6a^b^  +  Siab^)(Sa^b^  —  5ab^). 

En  effet,  64a<i®  et  a5a»ô»  éUnt  les  carrés  de  8a»&3  et  5ai^,  il 
si'ensuit  que  l'expression  proposée  est  la  différence  de  deux 
carrés,  et  qu'elle  est  (n®  19)  décomposable  dans  la  somme 
des  racines  de  ces  carrés ,  multipliée  par  la  différence  des 
même»  racines^ 

De  la  Dipision  aJgébriqbe. 

aa.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique, 
a  pour  but  ,  étant  donné  un  produit  et  If  un  de  ses  facteurs^ 
de  trouver  le  second  facteur. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  monômes* 
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Soît  i  dWiser  710^  par  Sa?,  ce  que  Ton  indique  ainsi  :  ^^3-. 

On  demande  une  troisième  quantité  monôme  qui^  multipliée 
par  la  seconde  j  reproduise  la  première.  Or ,  d'après  les  règles 
établies  pour  la  multiplication  des  monômes,  la  quantité  cher- 
chée doit  être  telle,  que  son  coefficient ,  multiplié  par  8 ,  donne 
poar  produit  7a  ^  et  que  l'exposant  de  la  lettre  a  y  dans  celte 
quantité,  ajouté  à  3^  exposant  de  la  lettre  a  dans  le  diviseur, 
donne  pour  somme îi,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  Ton  oL*- 

tiendra  cette  quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de 

5 
l'exposant  5  l'exposant  3,  ce  qui  donne  ^--^  ss  ga*;  et  en  effet 

on  a  SûPxga^ss'jiip^. 

On  a,  d'après  les  mêmes  remarques, 

— j-rsSa'-'t^-^csssSa^fcc-,  et  en  effet,  'jabx,5a''bc=3Sa^b*c'y 

d'où  l'on  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  Pun  par  l'autre, 
il  fant,  1°.  diviser  les  deux  coefficiens  Vun  par  Vautre;  7.^,  pour 
U%  lettres  communes  au  dividende  et  au  dit^iseur^  écrire  cho'- 
Cime  d^elles  à  la  suite  du  coefficient ^  en  V affectant  d'un  expo^ 
Mnt  égal  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur;  3^.  écrire  à  la  suite  et  avec  leurs  exposans  respectifs^ 
ies  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le 
diviseur* 
Oo  trouve,  d'après  cette  règle, 

±——^^a^bcd^     -^-sfj^^Sa^l^cd. 


iaao*c 


3oa^i*J» 


23.  Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  rao* 
oomes  est  impossible ,  premièrement^  si  les  coefficiens  ne  sont 
pas  divisibles  l'un  par  l'autre  ;  en  second  lieuj  si  certains  expo- 
nnssont  plus  forts  au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième 
lieu,  si  le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende*  Dès  qu'une  seule  de  ces  trois 
circonstances  se  rencontre,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un 
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monôme  fractionnairej  c^e5t*à-dire  d'une  expression  monôme, 
dans  laquelle  entre  nécessairement  le  sîgne  algébrique  de  la  di- 
vision, mais  qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  i^a^b^cd  à  diviser  par  8û^&c*. 
-   On  ne  peut  trouier  ici  pour  quotient  un  m>onome  entier j  c'est- 
i-dire  un  monôme  débarrassé  du  signe. dq  la  division,  parce 
que  13  n'est  pas  diyisible  exactement  par  8,  et  qu'en  outi^ 
l'e:c  posant  de  c  est  moins  grand  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Ainsi,  on  présentera  le  quotient  demandé  sous  la  forme    ^  9/  ^  \ 

mais  on  peut  simplifier  celte  expression,  en  remarquant  que 
les  fadeurs  4>  ^%  ^  ^^  ^  étant  communs  aux  deux  termes  de 
cette  fraction  >  rien  p'empéclie  de  les  supprimer,  et  l'on  «a  pour 

résultat,  — ; — . 

En  général ,  pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire ,  il 
f^ut,  I®.  supprimer  le  plus  gra/hd  facteur  commun  aux  deux 
coefficiens;  2".  retranclier  le  plus  petit  des  deux  exposans  d'une 
même  lettre j  du  plus  grand,  et  étrire  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  d'exposansj  dans  celui  des  deux  termes  de  la  frac 
tion  où  l'exposant  était  lé  plus  grand;  3^.  écrire  les  lettres  non 
comjnunesj  avec  leurs  exposans  respectifs,  dans  celui  des  deux 
termes  de  la  fraction  ou  ces  lettres  entraient. 
On  trouvera  d'après  cette  nouvelle  règle , 
£fi^b^^_^ad^     Z-jab^(?d _Z^b^c       'ja'h  _    i 
aeû'iVrfe^S^ce'    6a^bc^d^  ~  6a*d  '    i^a'b^~2Qb' 
Dans  le  dernier  exemple  ,  comme  tous  les  facteurs  du  divi- 
dende se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à  V unité j 
parce  que  cela  revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction 
par  le  numérateur. 

a4»  ïl  arrivé  souvent  que  les  exposans  de  certaines  lettres 
sont  les  mêmes  au  dividende  ^u*a(i  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  24^'^  par  8a*i*;  cotnme  h 
lettre  b  est  affectée  du  même  exposant,  le  quotient  ne  doit 

pas  la  renfermer,  et  l'on  a  J^^,^  =  3a,  Mais  on  remarque  que 
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tt  résultat  3a  peat  être  mis  sous  une  forme  propre  k  con- 
sener  la  trace  de  la  lettre  b  qui  a  disparu  par  Pefiet  de  la 

rcJuction. 

En  eïïety  si  Fou  applique ,  par  coni^entionj  à  l'expression  r; 

la  règle  des  exposans  (a*  22),  il  vient  —  ^=6*.  Ce  iMniveau 

spiix)le  6*  indique  (n**  a)  que  la  lettre  entre  o  fois  comme 

facteur  dans  le  quotient,  ou,  ce  qui  revient  au  raéme^  qu'elle 

Dc  doit  pas  j  entrer;  mais  il  indique  ea  même  temps  qu'elle 

entrait  dans  le  divr^ende  et  le  diviseur ,  et  qu'elle  a  disparu 

par  Teffet  de  l'opération.  Ce  sjmbole  a  l'avantage  de  conserver 

la  trace  d*un  nombre  qui  faisait  partie  de  la  question  que  Ton 

arait  en  vue  de  résoudre ,  sans  changer  pour  cela  en  rien  le 

b* 
résultat  ;  car ,  puisque  i**  provient  de  t;  ,  qui ,  d'ailleurs  est 

égal  à  I ,  il  s'ensuit  que  3ab^  équivaut  à  3a  X  i  ou  3a.  De 
même 

Comme  il  importe  d'avoir  des  notions  exactes  sur  l'origine 
et  la  ssgniGcation  des  symboles  emp]oyés  en  Algèbre ,,  nous 
nous  proposerons  de  faire  voir  quVw  général,  toute  quantité  a^ 
affectée  de  l^ exposant  Oj  équivaut  à  ij  cUst-à-dire  que  Von  a 

a»=i. 

En  effist,  cette  expression  provient,  comme  m>ns  venons  de 

le  dire  «  de  ce  que  a  est  affecté  du  même  exposant  au  dividende 

^  a** 

et  au  diviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  a"  =  ^^r- 

a'" 

(«Ti  désignant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert 

d'exposant  à  o).  Mais  le  quotient  de  t<Mile  quantité  divisée  par 

elle-même  est  i  ;  donc  -—  =  i  ;  donc  aussi  l'on  a  a°  =  i . 
û. 

Le  symbole  4°  a'est,  nous  le  répétons  ^  cmploj«  par  convcn- 
lion,  qve  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  lettre 
qui  entrait  dans  l'énoncé  d'une  question,  mais  qui  doit  dispSH 


raître  par  l'eiFet  d'une  diyislon;  et  il  est  souvent  nécessaire  de 


oonserrer  cette  tracé/ 
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a5.  Soît  à  diviser  Sia^b^  +  loa*  —  /^8aP6  —  i5M  +  J^ab^ 
par  ^ab  —  Sa*  +  36'. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs^  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

5ia*i*  +  loa^  —  /^Sc^b  —  i564  +  ^ab'  i     4g&  — Sa» +  3&* 
+  8c^b  —  I  oa^  4-  6a*i»  |—  aa'  +  Sab  —  5b^ 

—  32a»i*  +  4oa^6  —  2406^ 

aSa»**—  i5M  — ;2oa&5 
+  2oa*3  _25a*5*+  iSM 


Le  but  de  cette  opération  est|  comme  nous  l'avons  déjà  dît 
(n®  22),  de  trouver  un  troisième  polynôme  quij  multiplié  par 
le  secondj  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n**  i'])y 
pour  la  multiplication  des  polynômes  ^  que  le  dividende  est 
Tassemblage  9  />ar  addition  et  après  réduction^  des  produits  par- 
tiels de  chacun  des  termes  du  diviseur ,  multipliés  par  chacun 
des  termes  du  quotient  cherché.  Gela  posé,  si  Pbn  pouvait  dé- 
couvrir dans  le  dividende  un  terme  qui  fàt  provenu ,  sans  ré-- 
ductionj  de  la  multiplication  de  l'un  des  termes  du  diviseur 
par  un  des  termes  du  quotient,  alors,  en  divisant  l'un  par 
l'autre  ces  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  on  serait 
certain  d'obtenir  un  terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n®  18,  le  terme  loa^ 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a ,  provient  sans  ré- 
duction, de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et 
du  quotient,  affectés  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisant  le  terme  loo*  par  le  terme  ^-^Sa^  du  divi- 
seur, on  âera  certain  d'avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais 
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il  se  présente  ici  une  difficulté  »  c'est  de  déterminer  le  signe  dont 
le  terme  du  quotient  doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrêté 
(lorénaTant  à  ce  sujet,  nous  allons  établir  une  r^le  qui  sera 
la  règle  des  signes  de  la  diifision. 

Comme ,  dans  la  multiplication ,  le  produit  de  deux  termes  de 
même  signe  est  affecté  du  signe  -H  9  et  que  le  produit  de  deux 
termes  de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  -— ,  on  peut  con- 
clure ,  i*'.  que  si  le  terme  dû  dividende  a  le  signe  +  >  et  celui  du 
diiiseur  le  signe  4*>  ^^  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  +> 
2^  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  +  et  le  terme  du 
diviseur  le  signe  "^yle  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  — , 
parce  qu'il  n'y  a  que  le  signe  —  qui ,  combiné  par  multiplica- 
tion avec  le  signe  —  4^  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  4* 
du  dividende  ;  3^  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  — 
et  le  tenue  du  diviseur  le  signe  +9  le  quotient  doit  avoir  le 
signe  —  -,  ^.  enfin ,  si  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  diviseur 
le  signe  — ,  le  quotient  doit  avoir  ie  signe  +. 
En  résumant  ;  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 
Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même 
iignej  te  quotient  doit  être  affecté  du  signe  +>  ^t  s'ils  sont  af- 
ftcUs  de  signes  contraires j  le  quotient  doit  être  affecté  du 
iigne  — •  On  dit  encore ,  par  abréviation  , 

+  divisé  par  +  et  —  divisé  par  —  donnent  +, 
—  divisé  par  +  et  +  divisé  par  —  donnent  — . 

Revenons  à  notre  objet. 

Dans  l'exemple  proposé,  loa^  et  —  5a*  étant  affectés  de 
signes  contraires ,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  d'ailleurs 
10a*  divisé  par  5a*  donne  2a*  (n®  aa)  j  donc  ^— 2a*  est  un  terme 
da  quotient  cberché.  Après  l'avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur, 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  puis 
on  soustrait  le  produit  —  Bc^b  +  ioa+  —  6a*i*,  du  dividende, 
ce  qui  se  fait  en  l'écrivant,  avec  des  signes  contraires,  au-des« 
sous  du  dividende,  et  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi  pour 
résaltatde  la  première  opération  partielle. 
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Ce  résultat  se  ootûpose  des  produits  partids  de  chacun  des 
termes  du  diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restent  à  déter- 
miner au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nou» 
yeau  dividende ,  et  raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende 
proposé.  On  est  ainsi  conduit  a  prendre  y  dans  ce  résultat^  le 
terme  ^^oc^b,  affûté  du  plus  haut  exposant  de  a,  et  à  le 
diviser  par  le  même  terme  —  5a*  du  diTÎseun  Or ,  d'après  les 
principes  précédcns,  —  ^o(Ph  divisé  par  —5a',  donne  pour 
quotient  +  8ab ,  nouveau  terme  qu'on  écrit  à  la  droite  du 
premier.  Multipliaol  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce 
terme,  et  écrivant  ces  produits  avec  des  signes  contraires^  au- 
dessous  du  second  dividende,  puis  faisant  la  réduction,  on 
ti'ouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

a5û*6*  —  i5i*  —  aoûi*^; 

divisant  encore  25a*&*  par  —  Ba^,  on  a  pour  quotient  —  5i% 
qui  forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  divi- 
seur par  ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit  au-dessous 
du  troisième  dividende,  puis  faisant  la  réduction,  on  obtient 
pour  résultat  o.  Donc  —  aa*+  8ab  —  5i%  ou  6ab  —  aa* — 5i* , 
est  le  quotient  demandé;  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier,  en 
multipliant  le  diviseur  par  ce  poljnome  ;  le  produit  effectué 
dojt  être  égal  au  dividende. 

£n  réfléchissant  sur  les  râisonuemcns  précéc1en$,on  voit  que, 
comme,  dans  cliaquc  opération  partielle,  on  est  obligé  de  re- 
chercher le  terme  du  dividende  aifeclé  du  plus  haut  exposant 
de  l'une  des  lettres,  et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur 
alTecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre ,  on  éviterait 
cettp  recherche,  si  l'on  avait  le  soin  à* écrire  a  priori  les  Urmes 
du  dwidende  et  du  dU'iseurj  de  Tnanière  que  les  exposant  d'une 
mérhe  lettre  allassent  en  diminuant  de  gaifche  à  droite.  Cest  ce 
qu'on  appelle  ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport 
à  une  même  lettre.  Au  moyen  de  cette  préj)aration,  le  premier 
terme  a  gauche  du  divîdeade ,  et  le  premier  terme  k  gauche 
du  diviseur ,  sont  toujours  les  deux  termes  qu'il  faut  diviser 
l'un  par  l'autre,  pour  avoir  un  des  termes  du  quotient;  et  il  en 
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est  (ta  même  dans  toutes  ks.  opérations  saWantos,  parce  qtsie  les 
qootiens  partiels  et  ^es  proda!t$  du  diTiaeur  par  ces  quoliens 
sont  continaelieraeiit  ordonnis. 

Voici  le  tableau  des  calculs  de  l'exemple  précédent ,  après 
que  l'on  a  ordonaé  les  deux  poljnoraesi 


}=i 


-ioa<+  6a'b+  6a^b^  f  —  2a*  +  8ab — 5A* 

-^400^* +570*6'+  4ai3— ,5i^ 

+ 25a*ô*— 20ûA^—  1 5i* 
.^25a»A«+2Daft''+i5*t 

o. 

26.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suiTante  pour  ditiser 
deux  poljnomes  Vun  par  Vautre:  Après  avoir  ordonné  le  di-^ 
^'dfude  et  le  diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre ^  divisez  le 
prtnier  terme  à  gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à 
gauche  du  diviseur j  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du 
quotient;  multipliez  le  diviseur  par  ce  terme^  et  retrancliez  le 
fToduit  du  dividende  proposé.  Divisez  ensuite  le  premier  terme 
au  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur^  vous  obtenez  ainsi 
U  second  terme  du  quotient;  multipliez  le  diviseur  par  ce  se^ 
cond  terme^  et  retranchez  le  produit,  du  résultat  de  la  première 
fipération.  Continuez  ainsi  les  opérations,  Jusqu^à  ce  qu^enfin 
vous  obteniez  pour  résultat  o\  auquel  cas,  la  Divisjoir  zst  diti 
ixacte. 

Lorsque  le  premier  terme  du  ditidende  ordonné  n'est  pas  exac- 
'lenienl  dÎTlsib'e  (n°  28)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonne,  c^est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible , 
ccsl-à-dire'  qu'il  n'y  a  pas  de  poljnome  qui,  multiplié  par  le 
(livîseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on 
reconnaît  qu'im«  division  est  impossible ,  lorsque  le  premier 
itrme  de  l'un  des  dividendes  partiels  ri^ est  pas  divisible  par  le 
premier  terme  du  diviseur. 

27.  Nous  rcmarcfucrons,  en  passant,  que,  s'il  y  a  quelque 


analogie  entre  la  diTtsion  arithmétique  et  la  dÎTisîon  algébrique, 
par  rapport  à  la  manière  dont  les  calcals  sont  disposés  et  effec 
tués  y  elles  ont  entre  elles  cette  différence  essentielle ,  que  dans  la 
division  arithmétique ,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par 
tâtonnement,  tandis  que  dans  la  division  algébrique,  le  quotient 
que  l'on  obtient,  en  diyisant  le  premier  terme  d'un  dividende 
partiel  par  le  ]premier  terme  du  diviseur ,  est  toujours  un  des 
termes  du  quotient  cherché.  Si  ces  deux  termes  ne  sont  pas  di- 
visibles l'un  par  l'autre,  on  peut  conclure  tout  de  suite  que  la 
division  totale  est  impossible.  Sous  ce  rapport ,  la  division  algé- 
brique est  plus  simple  que  la  division  arithmétique. 
•  En  outre,  rien  n'empêcherait  de  commencer  l'opération  par 
la  droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche ,  puisqu'alors 
ce  serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  ezposans 
de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique ,  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu'en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l'indépendance  des  opérations  partielles  que 
comporte  le  procédé,  qu'après  a,voir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient, 
soustraction  indispensable j  on  peut  •,  à  la  seconde  opération ,  di- 
viser l'un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et 
du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d'une  lettre  diffé- 
rente de  celle  que  l'on  avait  considérée  d'abord,  et  l'on  obtiendra 
encore  un  des  termes  du  quotient,  qui  restent  à  déterminer.  Si 
l'on  considère  la  même  lettre ,  c'est  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  rai- 
son  pour  en  changer  y  et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  or- 
donnés par  rapport  à  la  première  lettre,  les  premiers  termes  à 
gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à  donner 
un  terme  du  quotient,  tandis  que  si  l'on  changeait  de  lettre,  il 
faudrait  chercher  de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut 
exposant  de  cette  lettre. 

Second  exemple, 

28.  Diviser  2ïxy -faSxy +68xy4_4oy— SOr^— i8iHy 
par  5y*  —  Sx*  — 6xy. 
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Voici 'le  tableau  des  calcals^  en  ordotmant  par  rapport  kj^ 

I  "  re$te.^oxy* — Sg  r^ +2  î  x^—  i  Sjc^j^ — 56x* 

agreste — i5xyH-53a?3y-^,ar*y— 56x^ 

+ 1 5apy  —  1  8jc^* — aJ^x^y 

3«  resee/. . .  * SSx^jr»— 4ax*y— Ô&c^ 

— 35xy+43x*y+56i:* 

- 

Teste  finaK  •  •  •  o 

Comme  il  importe  aux  commenÇans  de  së  familltfr!ser  arèc 
les  opérations  algébriques  ^  et  surtout  de  calculer  prompte- 
ment,  nous  allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple  ^  en 
indiquant  les  simplifications  qu'il  est  â' propos  dTntroduire. 

Elles  consistent  9  comme  en  Arithmétique ,  à  sonstraire  du 
dividende  chaque  produit  partiel ,  immédiatement  après  avoir 
formé  ce  produit. 

-4oy*+68xy4+25xy +2ia:y — i8x*jf-.S6x*  ^         5y— 6j?)'— 8x* 

2*  reste, .  •  —  i5x»/+S3x'y— a8x<jr— 56x5 
3«  reste . . .  35x3jf*— 4ax<^— 56r* 

o 

Si  Ton  divise  d'aUdrd  —  ^oy^  par  5jf*,  il  vient  pour  quotient , 

—  8y^.  Multipliant  Sy*  par  — 8y^,  on  a  —  4?>'*>  fl"»^  changé 
de  signe»  donne  +  4^>  terme  qui  détruit  le  premier  terme 
da  dividende. 

De  même  i  —  6xy  X  —  .8y'  donne  +  el  pour  la  soustraction  f 

—  l^Tj^y  qnî,  réduit  avec  +68xy^,  donne  pour  reste  ixoxy^ 
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Enfin ,  —  Sjf  X  —  8y*  donne  -f-  et  pour  la  soustraction , 
— 6/^^y^  qui,  réduit  ayec  +  25j?*y',  donne  —  Sgx'y*.  Le  ré- 
sultat de  la  première  opératiqn  est  donc  aory*— Sgiy  suivi 
des  autres  termes  du  dîtidende  qui  n'ont  pas  été  réduits  atec 
les  produits  partiels  déjà  obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  le 
dividende  primitif  et  ainsi  de  suite. 

Troiêième  êXêmpIe. 

Soit  à  diviser    gSû  —  780*  -f-  56a*  —  a5  —  690^ 
pav  -^Zd^  +  S'^iia'^'jt^* 

56fl4^S9a«— 73d»+95a  — aSpg"— 3fl*— iig+S 
i^'reste...— 350^+ x5a»  +  55a— .a5j8a  — 5 
2*  reste...  o 

29.  Il  peut  arriver  que  l'un  des  poljinomes  proposés >  ou  toos 
•  les  deux  y  renferment  plusieurs  termes  affectés  d^une  même  pui»- 
janoe  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

G>mment  doit-'on ,  dans  ce  cas ,  disposer  les  polynômes  et 
effisctuer  la  division  ? 

Soit  à  diviser 

iia^b —  igaic'-f-  «oû^  —  i5ii*c4-  3ai*  +  i5ic* — BftV 
par  5a*  -f-  3afi  —  5bc. 

On  remarque  que  les  deux  termes  iiu^b —  iSa'c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme 


(11 A — i5c)a%    ou    .^ 


en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a%  et  plaçant  k  gauche, 
dans  une  même  coloîme  verticale ,  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance  ;  ce  polynôme  multiplicateur  s'ap^ 
pelle  alors  le  coefficient  de  a*.     • 
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[Cette  seconde  manière  de  réiuiîr  kt  termes  affeetétr  d'une 
même  paissanoe,  est  préférable  à  la  première ,  sons  denx  rap^ 
ports  :  i^.  parce  qne^  s^il  j  a  beanconp  de  termes  dans  le  èhi- 
dende  et  le  divisenri  on  a  de  la  peine  à  les  £sire  tons  tenir  sur 
la  même  ligne  horisontale  ;  a',  parce  que,  comme  le  obefficieDt 
dé  chaqne  puissance  doit  être  Ini-méme  ordonni  par  rapport  4 
ane  seconde  lettre ,  on  est  obligé,  si  le  premiék*  terme  est  sons- 
tractif ,  de  faire  ^éprouTer  aux  termes  une  modification  qui 
peut  induire  en  erreur,  lorsqu'on  emploie  la  première  manière. 
Soit,  par  exemple,  l'expression  —  i5AVi*-+-  7600*— *€**^^  la 
modification  consiste  à  mettre  cette  expression  sons  la  forme  . 

—  (i56»  —  76c  +  &•)  a\  . . .  (n«  i5)  ; 

au  lien  que  par  la  seconde,  on  l'écrit  ainsi  :  —  i5fc*ja*;  et  de 

+  lhc\ 
-8c»  I 

cette  manière  1  on  a  TaranUge  de  conserver  i  chaque  terme  le 
signe  dont  il  était  d'abord  aCEeoté.] 

Pareillement,  —  igoic  +3a6*  s^écrira:  +  3i»J  eu 

Gela  posé,  Totci  comment  on  effectuera  l'opération  : 

ioa»-*-iifc  I  ^+  31^  )  fl--6ft^c4-i5Ac»  \  Sa*4r3ia^>^Ar 
— i5c  I*    — igic.l  >  j»4-  b  -*.ac 

i"  reste...  56 

— i5c 


a*4.  36»  I  <i.^6*c+i56c* 
—  9*^ 


a*  reste*. •  o 


Siyisant  d'abord  loa^  par  5a%  bn  a  aa  pour  qudtieilt. 

Retranchant,  lé  produit  du  diviseur  par  aa,  on  obtient  un 
premier. reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a»  dans  ce  jreste 
par  5af ,  il  Vv&ki  «poar  quotient  b  —  3c.  Multipliant  successive* 
ment  chaque  partie  du  diviseur  par  6  —  3c  ,  et  retranchant 

3.. 
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DANT  de  cttte  lettrej  il  Jhut  quê-  cliacun  dêè  côêffhiêks  des 
diverses  puissances  du  premier  polynôme  soit  exacttment  di-^ 
ffisible  par  le  second*  Les  eoefficiens  des  diverses  puissances 
de  la  lettre  dans  le  quotients  ne  sont  autre  cliose  que  les  quo- 
tiens  successifs  de  la  division  des  ooefficiens  du  polynôme  di^ 
i/idende  par  le  poljrnome  diviseur,  * 
Soit  k  dÎTisei*  le  polynôme 

Le  diTidenile  ordonné  par  rapport  à  a,  peut  être  mis  sous  la 
forme(3ft«+i*c— 3Ac»— c>*+(36'o-3Jc*)a+fr^— afrV+6c+; 
effectaant  les  trois  diyisions  partielles  marquées  par 

363+tV,^3&c«^c3     3Pc—3bc^    b^—7LPc^+bc^ 

oh  trouve  pour  quotîens,3i4-c,  3ôc,  6'— &c*;  ainsi  l'on. a 
pour  le  quotient  total,  (3i'+-c)a*+3ica  -|-i'— ^^c*. 

Les  deux  derniers  quotiens3&c  et  &^— &c*  peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire ,  si  Pon  observe, 
i^  que  363c— 3Ac3  équivaut  (n'ai)  à  3Ac(6»— c»)^  a**,  que 
6*— 263c*+ 6c*  équivaut  «  i(M— 2iV+c4),  ou  6(6»— c')*, 

(»•  19)-  . 

Mous  observeronSi  à  ce  sujet ,  que  s'il  existe  des  i^Ies  gé« 
nérates  pour  effectuer  toutes  les  opérations,  ces  règles  peuvent 
souvent  être  simplifiées,  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'em* 
ployer  ces  simplifications,  lorsque  l'occasion  s'en  présente.  On 
,ne  s'en  conforme  que  mieux  à  l'esprit  du  langage  algébrique. 

3i.  Parmi  les  différens  exemples  de  division  algébrique,  îl 
en  est  un  remarquable  par  ses  applications,  et  qui  se  rencontre  si 
souvent  dans  la  résolution  des  questions ,  que  les  Algcbristes 
en  ont  fait  une  espëcé  'lAet/téorème»  On  a  vu  (n®'  5  et  19)  que 
(a-f-6)(a— 6)  donne  pour  produit  d'— 6*;  donc,  réciproque- 
ment à^- — 6', .divise  par  a — 6,  donne  0+6  peut  quotient. 

En  divisant  Calcinent  (fi — 6' par  a — 6,  on  trouve  un  quo- 
tient exact  et  égal  à  a'+  a6  -f-  6*,     ^ 
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De  mème,a^'^M  dWisé  para-— 6^  donne  p6iir  quotient 

Cesootdes  résultats  qaon  peut  obtenir  en  suiTant  le  procédé 
ordiaaîre  de  la  division;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que,  quel- 
que grand  que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  actby 
Ja  division  se  fait  encore  exactement  ;  mai/,  l'analogie  n'est  pa$ 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude  ^  dési* 
gnons  par  Tnl'ex  posant  y  et  essayons  ladîvision  dea"'-*-£"'para — b, 

a».^b"*]    g-w  b 
1*  reste '^a»-'A— A*»j    a"'*     ' 

ou  bien ,  b{a^^^ —  i"*-*). 

Divisant  d'abord  «"par  <z,  on  a  pour  quotient  a^^^d'aprës  la 
règle  des  exposans  (n**  22).  Le  produit  de  a  —  b  par  a"*""'  étant 
soustrait  du  dividende,  on  a  pour  premier  reste  a"""* fr  —  fc"*, 
expression  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  fc(a"*-'-— 6****). 
Fou  Ton  voit  que,  si  l'on  suppose  a""" — i**""'  divisible  exac- 
tement par  û— i,îl  en  est  de  même  de  c" — i";  ce  qui  veut 
dire  que,  si  la  différence  des  puissances  semblables  d*un  cer^ 
tain  degré  de  deux  quantités,  est  divisible  exactement  parla 
différence  de  ces  mêmes  quantités ,  la  différence  des  puissances 
d*un  degré  plus  grand  d'une  unité,  est  aussi  divisible.  Or, 

û'-^*  ,       '                .                      \    ,  ,           r    .        i^  —  P 
'■ i  donne  un  quotient  exact  et  égal  a  a  +0;donc r- 


ou. 


donne  unjquotient  exact  et  égal  à  a^+b  ^ — — r^> 

a*+  i(a  +b),    ou  bien  encore ,     a*+  ab + b*. 
Pareillement,  — 7-77    donne  un  quotient  exact  et  égal  à 
a'+  b  ^^~^\  ou  a'-f. i(a*-fa&+&») ,  pua^+a*b+ab^+b^ ; 
et  en  général ,    rj-  donne  un  quotient   exact  et  égal  à 

L'exactitude  de  cette  proposition  se  vérifie  à  posterwrij  en 
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effectiMnt  la  mliIUpliçatioa  ' 

On  reconDaît  que  les  produits  partiels  a"*  et —  b^  sont  les  seuls 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en 
multipliant  û"*"^i  para,  on  trouve  potir  produit  a^'^^b  ;  mais  si 
l'on  multiplie  a"*""*  par  — b,  il  vient  pour  produit  —  a"*""'J, 
terme  qui  détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres 
termes.     , 

Nous  engageons  les  commençans  à  réflécliir  sur  le  moyen 
de  démonstration  précédent^  qui  est  assez  souyent  employé  en 
Algèbre. 

32.  Nous  avons  donné  (n^*  23 ,26) ,  les  cafactères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  monômes 
ou  polynômes  n'est  pas  exacte /.c'est-à-dire,  les  cas  dans  les- 
quels il  n'existe  pas  de  troisième  quantité  algébrique  entière 
qui 9  multipliée  par  la  seconde > reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons 9 quant  aux  polynômes,  que.  couvent  onre^ 
connaîtra  leur  inspection  seule,  qu'ils  ne  peuvent  être  divisibles 
l'un  par  l'autre.  Lorsque  ces  polynômes  repferment  deux  ou 
plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d'ordonner  par  rapport  k  l'une 
d'elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  du  plus  baut  exposant  de 
cbacune  des  lettres.  Si ,  pour  une  de  ces  lettres ,  les  termes  du 
plus  baut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'autre ,  on 
peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible.  Cette  re- 
marque doit  se  répéter  dans  cbacune  des  opérations  que  com- 
porte le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  120^  —  5a^b  +iab*f^  iiè^  à  diviser 
yar  4û*— 8a6+  3A*.  Si  l'on  a  égard  à  la  letti'ea,  la  division 
parait  possible  ;  mais  eu  égard  à  la  lettre  b,  la  d^Tistaii  est  im- 
possible, puisque  — itb^  n'est  pas  divisible  par.Sfr*^ 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes: 

i^.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le 
dividende;  car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité, 
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maltipliée  par  une  seoonde ,  dépendante  d*am  lettre,  doime  «n 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

2^  Un  monôme  n'est  jamais  dÎTisîble  par  un  polynôme , 
parce  qne  (n^  i8)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre,  donne 
aa  produit  au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

3*.  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme,  qu'au- 
tant que  celui  -ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  divi- 
dende, et  le  quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
commun  à  tous  les  termes. 

§  n.  Des  Fractions  algébriques  ou  littérales. 

Du  phu  grand  commun  diffiwur. 

33.  Le^ractions  algébriques  doivent  offrir  k  l'esprit  la  mèlue 

3     11 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  -?,  — . . .  ; 

c^est4-dlre  qu'il  faut  concevoir  qu'on  ait  divisé  l'unité  en*  au- 
taqt  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  Je  dénomina- 
tear  (le  dénominateur  pouvant  d'ailleurs  être  un  monôme  ou 
nn  polynôme  ) ,  et  qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  numérateur.  Dès  lors,  l'addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division,  doivent  s'ef- 
fectuer suivant  les  règles  établies  en  Arithmétique  pour  le 
calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit  se  confi>rœer,  dans  les 
applications  de  ces  règles,  aux  procédés  indiqués  précédem- 
loeat  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques  entières ,  mo- 
lioiaes  ou  polynômes.  Ainsi,  il  serait  superflu  de  4 y  arrêter; 
iu>a8  aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  familia- 
^  avec  ces  règles. 

La  réduoiwn  dgs  fiaetiona  atgébriques  à  kur  plus  simple 
pression,  mérite  néanmoins  quelques  développemens  parti-* 
cdiera. 

l^>nqii^uiie  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'ef- 

f^ner  exactement,  on  l'indique  k  l'aide  du  signe  connu ,  et 

!  «anscc  cas,  le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d'une  frac- 
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tM«i^«e»neii8  ayons  déjà  appria  à  simplifier  (n^^23}.  Quant 
aux  expressions  fractionnaires  polynômes  ,  voici  quelques  cas 
dans  lesquels  il  est  aisé  de  les  réduire. 

Soit, pour  premier  exemple,  lexpression  -; TIîIX»' 

On  remarque  que  cette  fraction  peut  (n**  ig)  être  mise  sans 

la  forme  ^ — -. t-- — -  ;  supprimant  le  facteur  a^b  commun 

aux  deux  termes ,  on  obtient  pour  résultat. . . . j. 

Doit  encore  rexpression        "q  3,1,8  «a  — ' 
Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

5a(a*-p2aA  +  ft»)  ,.         5aCa  —  by 

supprimant  le  facteur  commun  a  (a  —  b),  on  trouve  pour  rd- 

,           6(a~b) 
sultat.  ...  ^ .  , 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux 
oii  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le 
produit  de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités» 
danê  le  carré  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quan- 
tités; et  l'habitude  du  calcul  apprend  a  opérer  ces  décomposi- 
tions ,  lorsqu'elles  sont  possibles.  . 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  poly- 
nômes plus  compliqués ,  et  alors  leur  décomposition  en  fac- 
teurs n'étant  plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

Cette  théorie ,  intimement  liée  à  celle  des  équations  ,  ne 
laisse  pas  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  iaten- 
tion  est-elle  de  n'en  donner  ici  qu'une  partie ,  sauf  à  j  re- 
venir plus  loin,  et  lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux 
nécessaires  pour  l'établir  d'uuc  manière  complète:  et  rigou- 
rouso.  .    • 
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Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  Diuiseur 
algébrique* 

34.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  denx')poly nomes  §st 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  au^  exposans  et  aux  coef^ 
ficiensj  qui  divise  exactement  les  de»xpo.lynome§  proposés  m 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  dÎTÎ- 
senr  est  que,  si  l'on  divise  les'  deux  {lolynomes  proposés  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  quoliens'qui  en  ré* 
saltenl  sont  premiers  entre  j^ujp^c'est-à'<dtre;  ne  renferment  plus 
aucun  facteur  commun. 

Cette  proposition  est  évidente;  car  soient  A  et  B  les  poly- 
nômes donnés ,  Dleur  plus  gràpd  commun jdlyise^ri;A'  et  B' 
les  quotîens,  oa  a  néçes^iteme^^t        -, 

A=iA'xD    et    B  =  B'XD. 

Or,  si  A^  et  B'  avaient  encore  un  facteur  CjCtaimun  d^  il  s'en*' 
suîrraif  que^/'XB  serait  un  diviseur  commun  aux  deux  poly- 
nômes et  plus  grand  que  D ,  soit  par  rapport  au3&  evposans, 
soit  par  rapport  aux  eoefficienaj  ce  qui  seriiit  contre  ladéii** 
uition  de  D.  :  —         . 

35.  On  a  vu  en  Arithmétique ,  i**.  (^ue  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  iwmhres  entiers  contient  comme  facteurs  tous 
les  diviseurs  particuliers  communs  aux  deux  nombres  j  et'  ne 
f eut  pas  renfermer  d^ autres  facteurs;  '  '   ' 

2*.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  déiix  nombres 
entiers  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit 
nombre  et  le   reste  de  leur  division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algcbHqiic  repose 
tgalemcnt  sur  ce^detix  principes^  pour  la  démonstration  des- 
quels nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  ileux  polynômes 

a3  ^  a»A  +  Jat'  —  3*^     et    a'  -^Sab  +  4*^  . 
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Première  opération. 


}a^ — Sab 
a+46. 


+  4a*6—   ûA*-—  3*3 
ou  bien,  19^(0  —  *) 


Deuxième  opération, 
—  4a* +  46*  J  a— 46 


ce  qui  donne,  o-^fr  pour  le  plus  grand  commun  dÎTisenr. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  de  plus  baut  degH 
.  par  le  polynôme  de  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme 
on  le  Toit  dans  le  tableau  ci-dessus ,  a +4^;  et  Pon  obtient 
pour  reste. . . .   xg^*  —  196^. 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  comman  di« 
viseur  cbercbé  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reiU 
et  le  polynôme  qui  a  servi  de  diviseur. 

Mais  igab* — 19*^  pouvant  être  mis  sous  la  forme  igfi*{p — b\ 
on  "voit  que  le  facteur  19*'  divise  ce  reste  sans  diviser. ..^ 
£jft_5a6r|-4**;  donc,  en  vertu  du  premier  principe,   ce  fac^ 
teur  ne  peut  entrer  dans  leur  plus  grand  commun  divisai 
ainsi  l'on  peut,  sans  inconvénient,  le  supprimer,  et  la  qui 
tion  est  ramenée  à  cberqber  le  plus  grand  commun  div 
entre  a*  — 5ai  +  6*  et  a — i. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  p 
le  second  ,  on  a  pour  quotient  exact,  a — 4^>  donc  a  — 
est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent,  c'i 
aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  pi^ 
posés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  poli 
nomes  par  rapport  à  A, 

r^W  +  3ab^^a*b  +  c?    et    ^b^  u^^àb  J^  t^. 
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Premièn  opération, 

17,V+  \%ab^—   ^a*b+   ^a^   1     4&*  — Sai  +  tf* 
ir"3a6»  —     a^b  +    40^  J  — 36      ,  —  3a 
—  laai»—  4a*i+i6a^ 

ou  bien,       190*  ( — i  +  a) 

Deuxième  opération» 

4ft«_5flfr-f,a»   I  ^   6  +  g 
—   ûft  +  a'  /  — 4*+a 


ee  qui  donne  «—6  + a  ou  a — b  pour  le  plus  grand  commun 
dirisear.  • 

Au  premier  abord ,  on  est*  embarrassé  pour  faire  la  division 
des  deux  polynômes  ^  parce  que  le  premier  terme  — 3^  .du 
dividende  n*est  pas  dîvisîUe  par  le  premier  terme  4^*  du 
dirisear.  Mais  si  l'on  obserye  que  le , coefficient  4  ^^  pelut*ci 
n'est  pas  facteur  de  tous  les  termes  de  4^*  ""*  Soi  +  a%  et 
qa  ainsi ,  en  yertu  du  premier  principe  y  4  ^^  saurait  faire 
partie  du  plus  grand  commun  diriseur ,  on  peut ,  sans  aucun 
îsconTénient  y  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende ,  ce  qui 
donne  —  X26^+I2aft*  —  4^*i  +  4^^;  et  alors  la  diyision  des 
deux  premiers  termes  derient  possible. 

Effectuant  cette  division^  on  trouve  pour  quotient  — Sb,  et 
pour  reste ,  —  3ai* —  a*b  +  4^- 

Comme  dans  ce  reste,  Pexposant  de  b  est  encore  ^al  k 
celui  du  diviseur I  rien  n'empêche  de  continuer  la  division^ 
en  multipliant  de  nouveau  ce  reste  par  4>  afin  de.rendre  pos- 
sible la  division  des  deux  premiers  terihes. 

Cette  préparation  faite,  il  vient  —  i2aA*- — 4^*i+- iSa''^ 
qwî,  divisé  par  4^*  —  5a6+a%  donne  pour  quotient  —  3i 
>^qu'on  séparera  du  premier  par  une  virgule ,  comme  n'ayant 
aocnne  liaison  areo  lui)^  et  pour  reste,  -^^  vyfb  -f- 1^^ 
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Ce  dernier  reste  pouyant  se  mettre  sous  la  forme. .«... 
ï9a*(— i  +  û),  on  suprîme  le  facteur  ïga*,  comme  ne  fai- 
sant pas ,  partie  du  plus  grand  commun  diyîseur;  et  la  qucs- 
tion-cçt  ramcnée^,à^j:lwrcher  le  plus  grand  commun  dWi- 
seur  entre  4^*  •"  5ai  •+■  ô?  et   — i+'a. 

Diyîsant  ces  deux  polynômes  Tun  par  l'autre ,  on  trouve 
pour  quotient  exact,  — /^b^-a]  donc  -^i— i  +  a  ou  a— 4  est 
le  plus  grand  commuti  diviseur  chex^hé.  ' 

36.  Dans  ce  même  exemple  y  çomipe  dans  tous  ceux  oii  l'ex- 
posant  de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  4e  diyiseur,  on  peut  abréger  l'opé- 
ration en  multipliant  tout  de  suite  le  dnidende  par  le  carré 
du  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit  en 
effet  que,  par  ce  moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu'on 
obtfetit,  doit  renrfermer  ce  coefficient  a  la  première  puissance. 
Multipliant  le  diviseur  par  le  quotfbnt ,  et  faisant  la  réduction 
aTec  le  dividende  afnsi  préparé,  on  a  un  résultat  qui  ddit  encore 
contenir  le  coefiicient  comme  facteur,  et  la  division  pent  se 
continuer  j^s^u'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible 
degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à  la  lettre  principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations: 

Première  opération. 

Multiplication  par  î6,  ou  par  le  carré  de  4« 

—  466^  4.  48ai»  —  1  fr/'i  -h  1 6a^    ]   46*  —  5a&  +  a\ 

—  i2ai*—    ^a'^b+iGa^    )    ^\2b  —  3a 

'1  *.i  ■'  ■  ■ 

i^resle....  — ^  iga^A -|- igo' 
•     ou  bien,         r9a'(— 6-f-A) 

Deuxième  opérai  ion  4 

4Z;»  — 5fl&  +  a»  V—   b+'a 
-i-   ab  +  a*  J   —.4^^  a 

o' 

N.  D*  Sa  l^sposant  de  la  lollre  principale  dans  le  di  videncl 
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surpayait  de  deux,  trois  unîtes  l'exposant  de  la  mémo  lettre' 
^ra  le  divisenr  ^  il  faudrait  multiplier  le  dÎTidendc  par  la  troi- 
sième oa  la  quatrième  puissance  du  coeQicient  du  premier  terme 
da  diviseur.  Cda  est  aisé  à  oonceyoir. 
37.  Soient I  pour  second  exemple. 

Ayant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes ,  com^^ 
fflençons  par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  &cteur 
commun  dans  tous  ses  termes^  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  fai- 
sant pas  partie  du  commun  diyiseur. 

Par  la  même  raison ,  le  factetir  a&*  commun  à  tous  les  termes 
(la  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier ,  peut  çtre 
supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  rechercher  le  plus 
grand  commun  diriseur  entre  les  polynômes 

iSo^  +  loû'i  +  4a»&*  +  6flA3  _  3^4 
et  6a^  +  19a**  +  8aA*  —  5^. 

Première  Opération. 

^>]5à'b^^2a'b'+3^ab'—  66*  J  5a,     —266 
— i5oa%—  64a»i»+  'j^ab^—mb^ 

-f  41  ia*6*+274a6^— 137M  ; 
oa  bien ,  '  1  d'jb^Za^+iiab—b*). 

Deuxième  Opération, 

6q3  +  i9a«&  +  8gfe*  —  5^  \  3a'  +  2gfe  — ft» 
+  i5a*À  -h  loai*  —  56^  J  2a  +56 
o 
Donc  3a*  -f-  ^ab  •—  b^  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  méthode  que  dans  l'exemple  précédent, 
il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  6^  du 
premier  terme  du  diviseur,  ou  plutôt  par  le  carré  de  6;  mais 
comme  i5  et  6  ont  un  facteur  commun  3,  il  suiBt  évidemment 

4 
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de  multiplier  tout  le  diTidende  par  2 ,  facteur  de  6^  qui  n'entre 
pas  dans  i5. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d'abord  un  reste  dont  le  i*''  terme  est  —  'jSa^b.  G)mme  76  con- 
tient encore  le  facteur  3  qui  entre  dans  6,  il  suffît  de  multiplier 
ce  reste  par  2,  pour  continuer  la  division  qui ,  étant  effectaée, 
donne  pour  i^'  reste  principal^  4'  la^b^  -f-  vt'j^ab^  —  137M. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe 
un  facteur  commun  137&*;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme ,  on  peut  le  supprimer ,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur;  et  la  question  est  ra- 
menée k  rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
polynômes 

6a»  +  19a**  +  8ai»  —  Sb^ 

et  3a»  +   aai   —  ft». 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes ,  on  trouve  pour 
quotient  exact ,  aa  +  5A  j  ainsi  le  reste  3a*  +  aai  —  i*  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque,  Oti  pourrait  demander  si  les  suppressions 
•qu'on  opère  dans  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  à 
tous  les  termes  de  l'un  des  restes ,  n'ont  pour  objet  que  de  sim- 
plifier les  calculs,  ou  bien,  si  ce  sont  des  opérations  indUpeu'^ 
sables.  Or,  on  peut  aisément  reconnaître  que  ces  suppressions 
sont  nécessaires;  car  si ,  dans  l'exemple  précédent ,  on  ne  sup- 
primait pas  le  facteur  1376%  il  faudrait,  pour  rendre  possible 
là  division  du  premier  terme  du  nouveau  dividende  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur,  multiplier  tout  le  dividende  par  137Â»  ; 
mais  alors ,  on  introduirait  dans  le  dividende  un  facteur  qui  se 
trouverait  aussi  dans  le  diviseur;  d'où  il  résulterait  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché  se  compliquerait  du  facteur 
1376*  qui  ne  devait  pas  d'abord  en  faire  partie. 

L'exemple  suivant  est  propre  k  confirmer  ce  qui  vient 
d'être  dit. 

39.  Soit  à  trouver  le  plus  grand  commun  divi^ur  entre  les 
deux  polynômes 


et 
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ab  +  2a*  —  3i*  —  ^bc  —  ac  —  c* 
gac  +  2a'  —  5ab+  4^*  +  Sic  —  i^A*, 


ou  bien , 


2a"  +  b 
—  c 

Première  Opération. 

a  —  36*  \2a*  —  56 

—  46c  j         -h  9c 

—  c*   ( 

1          1 

a  —  126* 
+     8ftc 

fib     a  +    96* 

—  toc      ,  —  126c 
-     5c*; 
i,                  (36  — 5c)  (2a +  36 -f 

Ifeuxième  Opération, 

2a*  —  56     a  —  126*  1   2a  4- 
+  9c         +    86c  ( 

c). 

Zb  +  c 

■  46 
Se 

+ 

86 
8c 

a  —  126' 
+    86c 
+    4^ 

Donc  2a  +  36  +  c  est  ]e  plus  grand  coumun  di?iseur. 

Apres  aTOÎr  ordonné  les  deux  polynômes ,  on  peut,  sans  au- 
cane  préparation,  efiPectuer  leur  division^  ce  qui  donne  pour 
premier  reste , 

66  I  a  +    96* 

—  loc  I       —  126c 
—     5c*. 

Pour  continuer  l'opération  y  il  faudrait ,  en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  resté  pour  diviseur,  multiplier 
le  nouveau  ditidende  par  66— i  oc ,  ou  simplement ,  par  36— 5r, 

4- 
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parce  que  le  facteur  2  entre  déjà  clans  le  i*''  terme  du  dividende; 
mais  avant  d'effectuer  cette  multiplication,  voyons  si  ce  facteur 
3b  —  5c,  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste,  savoir: 
,96*  —  i^bc  —  5c".  Or,  celle  division  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient c^act,  3b +c)  d'où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous 

la  formc^ ...     {3b  —  5c)  (2«  +  3fr  +  c). 

Comme  le  facteur  3b  —  5c  se  trouve  dans  ce  reste,  et  n'entre 
pas  dans  le  nouteau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  înâc- 
pendant  de  Ta  lettre  a,  devrait  (fi?  3o)  se  trouver  entre  les  coef- 
ficicns  des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  ce  qui  .n'est  pas], 
on  peut,  sans  aucun  inconvénient  »  supprimer  ce  facteur. 

Cette  suppression  e!»t  d'ailleurs  indîs|i^n5able ,  parce  qu'au- 
trement, on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et 
alors,  les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils 
n'avaient  pas  auparavaut,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait 
changé;  il  se  compliquerait  du  facteur  3b  —  5c,  qui  ne  devait 
pas  en  faire  partie. 

La  suppression  faite,  on  effectue  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  (juotient  exact;  donc  aa-f-  3i  +  c,  est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

40.  Nous  proposerons,  pour  dernier  exemple,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a^  +  3a^b  +  ^a*b*  —  6a6'  +  2M 
et  ^a*b  +  aab*  —!ib\ 

ou  simplement,  2a*+  ab  —  i',  puisque  le  facteur  2&  pcutctrc 
supprimé  dans  le  secoud  polynoiue. 


Première  Opération, 

^^aoa'^'^c<>a■/?''— 48a//^+i66*  J   4a^+ioQ^-f>i36'^ 
""  +7!6a*b'*—3Qab^+\&b^ 


ou  bien  — 6^(5ir. — 296). 
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Deuxième  Opération» 

Multiplication  par  2601  y  carré  de  S^u 

5205ia*+26oiaè — 26016*    )     5ia —  296 
— 62020*4-295806  /   10204-1096 

+555906 — 260 1 6' 
—5559064-31616* 
2*  reste.. .  +  56o6* 

L'exposant  de  U  lettre  a  dans  le  dividende,  surpassant  do 
c&ttv  unités  celui^de  la  même  lettre  dans  le  diftseur ,  on  mul- 
tiplie tout  le  dividende  par  lé  cube  d&  2  y  c'est-à-dire  par  8. 
Cette  préparation  faite,  on  eficclue  trois  divisions  consécutives, 
et  l'on  obtient  pour  premier  reste  principal ,  —  5 106^  +  ^9^*- 
Sopprimant  le  facteur  6^  dans  ce  reste,  on  a  pour  nouveau 
diviseur,  — 510*7296,  ou  changeant  les  signes,  ce  qui  est  per- 
mis, 5ia — 296;  le  nouveau  dividende  est  d'ailleuri  2o*4-o6-*6*. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i ,  ou  par  2601 , 
puis  effectuant  la  division ,  on  obtient  pour  2*  reste  principal , 
+  56o6*^  ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  pi^oposés 
lont  premiers  entre  euxj  c'est-à-dire  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun. En  effet,  il  résulte  du  second  principe  (n*  35),  que  ïe 
plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur 
dans  le  reste  de  chaque  opération^  ainsi,  ildevrait  diviser  le 
reste  56o6*;  mais  ce  reste  est  indépendant  dé  la  lettre  principale 
a\  donc,  si  les  deux  polynômes  pouvaient  avoir  un  commun  ai" 
viseur ,  il  devrait  être  indépendant  de  a ,  et  par  conséquent 
(q^  3o)y  se  trouver  comme  facteur  dans  les  coelDciens  des  di- 
verses puissances  de  cette  lettre,  que  renferme  chacun  des  deux 
polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évidemment^ pas  lieu. 

Ces  eienlples  suffisent  pour  mettre  les  coaunençans  au  fait 
de  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  com- 
moQ  diviseur  de  deux  polynômes. 

4i*  RioLB  oéNiRALE*  On  eommence  par  supprimer  .dans  les 
deuxpçfynomes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  Us  termes 
de  citacun  d'eux.  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur, 
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aient  eux-knèmes  un  diviseur  commun;  dans  ce  cas^  on  le  met 
a  part  comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cher- 
ché. )   Cette  suppression  faite  ^   on  prépare  le  dividende  de 
manière  à  rendre  possible  la  dipision  de  son  premier  terme 
par  celui   du   dipiseur    (  Voyez    n**  35    et    36  )  ;  puis  on 
effectue  la  diuisionj   ce  qui  donne  un  certain  reste  de  de^ 
gré  moindre  que  le  diçiseur^  dans   lequel  on  supprime   les 
fiicteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer   les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  dipiseurj  le  second  polynôme  pour 
dividende,  et  Von  opère  sur  ces  deux  polynômes  comme  sur  les 
précédens.  On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu^ à  ce  qu'on 
obtienne  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent;  au^ 
quel  cas  le  reste  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur j  ou 
hxen  y  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  indépendant  de  la  lettre 
principale,  ce  qui  indique  (n°  4^)  que  les  deux  polynômes  pro- 
posés sont  FBXMiSRS  EhTBE  EUX,  à  moins  qu'ils  n'aient  un  fac- 
teur commun  indépendant  de  la  lettre,  lequel  facteur  n'aurait/ 
pas  été  découvert  dès  le  commencement  de  l'opération. 

i>r.  B.  11  existe  des  cas  oi  ce  procédé  n'est  pas  suffisant;  mai» 
nous  y  reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le 
procédé  tel  que  nous  venons  de  l'indiquer , 

1  **.  qnjfi  +  3np*q*  —  nnpq^  —  a/z^*,        ) 

et  amp*q*  —  ^mp^  —  rnp^q  +  Zmpq^,    V 

Le  p.  g.  c.  d.  est  /)  — y;  ) 

2«.  36a6  —  1 8a*  —  270*  +  90^,  ) 

et  27û*6*  —  1 80^6*  —  9a  V.  \ 

Le  p.  g.  c.  d.  est  9a'  (a  —  1).  ) 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l'Algèbre  et 
celle  du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution 
d'un  très  grand  nombre  de  questions.  NouB  nous  réservons  d'éta- 
blir plus  loin  de  nouvelles  règles ,  à  mesure  que  nous  en  senti- 
rons la  nécessité,  et  nous  allons  passer  de  suite  à  la  résolution 
des  problèmes  du  prQmier  degré. 
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CHAPITRE  II. 

Des  Pmblèmes  du  premier  degré. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 

.42.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
Uëmes^ont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à  des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème 
(n^  3)  y  on  peut  Toîr  que  cette  résolution  se  compose  de  deux 
parties  distinctes.  Dans  la  première,  <m  écrit  algébriquement 
les  relations  que  Pénoncé  de  la  question  établit  entre  les  quan- 
tités connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à 
l'expression  de  deux  quantités  égales ,  que  l'on  appelle  .^igrua- 
tioR.  Telle  est  (  n®  3  )  Fexpression  ax  +  &  =  a.  Dans  la  se- 
ooade  partie ,  on  déduit  de  l'équation  du  problème  une  suite 
d'autres  équations,  dont  la  dernière  donne  enfin  la  Talenr  de 
Tinoonnue  au  mojen  des  quantités  connues.  Tel  est  le  résultat 

X  = ,  auquel  on  est  parvenu  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  r«- 

soudre  l'équation. 

Gomme  les  règles  à  suirre  pour  mettre  un  problème  en  équa- 
tion sont  un  peu  vagues,  nous  commencerons  par  nous  occuper 
de  la  seconde  partie ,  qui  est  soumise  à  des  règles  fixes  et  inya- 
rilibles. 

D'après  la  définition  d'une  équation,  toute  équation  se  com- 
pose de  deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  =. 
l-A  partie  à  gauche  se  nomme  le  premier  membre ,  et  la  partie  à 
^v^\\&  fie  second  memhre. 
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Oa  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 
.  i**.  L'égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donois  à 
priori^  mais  représentés  par  des  lettres  ;  telles  sont  les  ^alités 

CL  C 

G'—b^c  —  dj  T=^f  qui  se  yérifieraient  immédiatement , 

si  l'on  mettait  à  la  place  dea,bfC,d,le$  bombres  particuliers 
pour  lesquels  on  suppose  que  ces  égalités  existent.  Elles  conser- 
yent  le  nom  légalités. 

2^  L'égalité  évidente  d'elle-même^  celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel  \  telles  sont  les  égalités  : 

25  =  12  +  i3,    3a  — 5i==a —  A  +  aa  —  4^. 

On  les  appelle  ideniitéé  ou  égalilés  vérifiées. 

3**.  Enfin,  l'égalité  qui  ne  se  vérifie  qu'après  qu'on  y  a* sub- 
stitué à  la  place  d'une  ou  de  quelques- uues  des  lettres  dési* 
gnant  des  inconnues,  certains  nombres  dont  les  valeurs  dé- 
pendent des  nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans 
l'égalité. 

Pour  la  distinguer  des  antres  égalités,  on  la  nomme  ^quattok, 
et  c'est  celle  dont  nous  avons  a  nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d'égalité  dont  nous  parlerons 
plus  loin ,  c'est  Yéquation  identique. 

On  partage  les  équations  en  différentes  classes  :  celles  ou 
l'inconnue  n'entre  qu'à  la  première  puissance,  s'ont  dites  du 
premier  degré j  telles  sont  les  équations  3jc  4-  5  =  1 7  —  5x  , 
ax  +  6  =  ex  +  ^• 

L'équation  2x' —  3x  =  5  —  2X*,  est  dite  du  a**  degré. 

L'équation  43^--  Sr^^  x=2x*  -f-  1 1,  est  dite  du  3*  degré. 
En  général ,  le  degré  d'une  équation  est  le  plus  grand  des  cxpo- 
sans  dont  l'inconnue  est  aficetce  dans  l'équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques 
et  en  équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  ren- 
ferment que  des  nombres  particuliers,  à  l'exception  de  l'incon- 
nue, qui  efit  toujours  désignée  par  une  lettre.  Aiiui 

4x  —  3  =  2X-f-5,   3x* — x  =  8,  sont  des  équations  numé- 
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riqucs.  Elles  sont  b  traduction  algébrique  de  problèmes  dont  les 
(lonnces  sont  des  nombres  particuliers. 

Les  équations  ax-^^b=cx  +  d,a  r*+  bx  =  c,  «ont  des  équa- 
tloos  liltérales.  Les  données  du  problème  sont  représentées  par 
des  lettres.  Il  est  d'usage^  pour  distinguer  dans  une  équation  les 
quantités  connues  des  i  nconnues ,  de  désigner  celles  -  ci  par  les 
dernières  lettres  de  Talpbabet,  x,  y,  z,  etc. 

Ces  notions  établies^  voyons  comment  une  équation  du  pre* 
inier  degré  à  une  seule  inconnue  étant  donnée  ^  on  peut  partenir 
à  la  résoudre^  c'est-à-dire  à  trouver  pour  l^ inconnue  un  nombre 
quij  iubstUui  à  la  place  de  cette  inconnue  dans  V équation j  jr 
satisfasse j  ou  bien  rende  le  premier  membre  identiquement 
égal  au  second, 

§1  Équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue. 

j3.  On  doi^  regarder  comme  un  principe  commun  à  toutes  les 
éqtiations,  qu'on  peut^  sans  troubler  une  équation  ;  i°.  ajouter  à 
ses  deux  membres^  ou  en  retranc7ier^\xa  même  nombre  -,  2®,  mul^ 
tiplier  ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre  \  ce 
qui  ^eut  dire  que,  s'il  y  a  d'abord  égalité  entre  les  deux  mem- 
bres, il  y  aura  encore  égalité,  après  les  opérations  dont  on  vient 
de  parler. 

;  Gela  posé,  voici  deux  transformations  d*un  usage  continuel 
dans  la  résolution  des  équations. 

Première  transformation.  Lorsque  les  deux  membres  d'une 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire 
de  transposer  certains  termes  d'un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l'équation  5r— -6  =  8  -4-2  r.  Pour  dégager  a:  dp  cette 
^«lation,  il  feiut  tâcber  de  l'avoir  seule  dans  le  premier  membre. 
Or,  si  l'on  retrancbe,  en  premier  lieu,  2X'  des  deux  membres» 
^fcgalité  n'est  pas  troublée  (  d'après  le  principe  précédent)  ,  et 
fou  a  5x  —  6  —  2x  =37  8,  D'où  l'on  voit  que  le  terme  ar ,  qui 
était  additif  dans  le  second  membre ,  devient  soustractif  dans 
^^  premier. 
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£n  secoDcl  lieu ,  êi  l'on  ajoute  6  aux  deux  membres ,  VégaAilî 
n'est  pas  troublée,  et  Ton  a 

5x  —  6  —  ax  +  6  =  8  +  6, 

ou,  comme  les  deux  termes  —6,  +6.8e  détruisent,  , 

I 
Donc  le  terme  ^ui  était  soustractif  dans  le  premier  membre, 
passe  dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Soit  encore  l'équation  ax  +  &=:ci  — esc.  Si  Pou  ajoute  aux 
4eux  membres  ex ,  et  qu  on  en  retranche  6,  il  Tient 

ar  +  ^  +  cx  — i  =  rf— cr +CX  — 6, 
ou  réduisant ,  ax  -{-  cr  =  d-^b. 

Donc  en  général ,  loroqu* on  Jiiit  passer  un  terme  dfun  membre 
dans  un  autre j  il  faut  changer  son  signe  ^ 

44*  Deuxième  transformation*  Souvent  eucore,  les  termies 
d'une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à  une 
autre  qui  n'ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 

AX       3  .X 

T-4="  +  S- 

Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  à  un  mènie  dénomina- 

Aox      L5  iix 

teur,  d  après  le  procédé  connu  ;  il  vient  -V-  —  g-  =t  i+  -g—  ; 

et ,  puisqu'on  peut  (n®  4^)  multiplier  les  deux  menibres^par  un 
même  nombre,  multiplions-les  par  6o,  ce  qui  revient  évidem- 
ment 2i  supprimer  le  dénominateur  6o  dans  les  termes  fraction- 
naires, et  à. multiplier  chaque  terme  entier  par  6o  *,  on  obtient 

^ox  —  45  =  66o  +  I2X. 

RemarqnoQS,  pour  la  pratique  de  cette  opération,  qu'on  peul 
passer  immédiatement  de    TéquatioD  proposée  à  celle  qu'on 
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Tient  d'obtenir,  en  se  dispensant  d'écrire  le  dénomÎDftteur  oom- 
man,  et  ayant  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes 
entiers  par  ce  dénominateur. 
Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

____,3=g ^. 

L€s  dénominateurs  ont  éridemment  des  facteurs  communs ,  et 
le  plus  petit  nombre,  multiple  de  ces  dénominateurs^  est  ^4* 
[Voy,  Ar^tb.,  4*  édition,  n**  \5%.)  C'est  donc  à  ce  dénominateur 
qu'il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération ,  et  omettant  le  dénominateur 
commun  24 >  ^^  trouve      1  ox  —  3xr — 812:^21—  52jc. 
(On  a  eu  soin  de  multiplier  le  terme  entier,  — 13,  par  24.) 

Cette  équation  est  exacte,  puisqu'aprës  airoîr  réduit  les  frac- 
tions au  même  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux  membres 
par  le  même  nombre  24 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  r^Ie  générale  :  Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  dfune  équation j  commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénomina^' 
tturs,  (Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs , 
s'Os  n'ont  pas  de  facteurs  communs.)  Multiplies  ensuite  chaque 
Unruj  s* il  est  entier j  par  ce  multiple ^  etj  s'il  est  fractionnaire^ 
par  le  quotient  de  ce  multiple  dii^isi  par  le  dénominateur  du 
^rme  sur  lequel  vous  opérez  j  et  oïnettez  le  dénominateur  de  ce 
ferme. 

Nous  engageons  les  commençans  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d'établir,  parce  quelle  donne  l'équation  la  plus 
simple  possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application ,  l'équation  littérale 

ax       2c'j:   •     -         Abc*x       5a^    .    2r*        •, 

^  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évi* 
Gemment  a^ôV   Ainsi,  multiplions  cbaque  terme  entier  par 
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(^b^y  et  chaque  terme  fractionnaire  pav  le  quotient  de  a^b*^ 
divisé  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  Il  vieut  ^  après  c^es 
opérations^ 

45.  Appliquons  les  principes  précédens  à  la  résolution  de 
l'équation  4  ^  —  3  =  2X  -f-  5. 

Elle  devient  d'abord,  par  la  transposition  des  termes,  —  3  et  ar , 

4^  —  ax  =  6  +  3 ,     ou  réduisant ,  '2x^=1  8. 

8 
Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  x  =  -  =  4. 

Et  en  effet,  si  l'on  subtituc  4  &  !&  place  de  x  dans  réqualioii^ 

il  vient    4x4— 3=ax4  +  5>  ou  i3=  i3. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation  traitée  (n**  44)  > 

5x       4x         o 1       ï3x 

On  obtient  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

iox^32r  —  3i2  =  2i — 52X. 

Transposons  les  termes  en  x  dans  le  premier  membre,  et  les 
termes  connus  dans  le  second ,  l'équation  devient 

1  ox —  32X  +  52X=  2 1  +  3 1 2  ,     ou  réduisant ,     3ox  =  333. 

Q  O  D 

Divisant  les  deux  membres  par  3o ,  on  obtient  x  =  -rr-  = ; 

'  3o        xo   ' 

.  résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  celte  valeur  dans 
l'équation  proposée.  j 

Soit  encore  l'équation  (3a — x)  (a  —  6)  +  2ax  =  4i(x-+-  a); 
il  faut  d'abord  effectuer  les  multiplications  indiquées ,  a£n 
de  réduire  les  deux  membres  à  deux  polynômes  et  «de  pou- 
voir ainsi  dégager  Pinconnue  x.  Or,  si  l'on  applique  la  règle 
établie  (n**  17)  pour  la  multiplication  des  polynômes,  il  vient 
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3ff'— ûr  —  3a A  4-  *J?  +  ^^^  =  4*-^  +  4'^^  î  transposant  et 
réduisant,  ax  —  36x  =  ^ah  —  3a'.  Obserirons  maintenant  que 
ûx  — 36x  est  la  même  chose  que  (a— 3i)x,  ce  qui  donne 
(fl  —  3i)x  =^aè  —  3a*.  Divisant  enfm  les  deux  membres  par 
û— 3i,on  trouve 

^ab  —  3a* 

£n  généi*al,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré, 
Tjuelquc  compliquée  qu'elle  soit,  il  faut,  i^  commencer  par 
chasser  les  dénominateurs  ^  s^ily  ^n  n^  et  effectuer j  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  j  toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent;  on  parvient  ainsi  à  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  ;  a**,  transposer  dans 
un  même  membre  (  c^est  ordinairement  le  premier  )  tous  les 
^rmes  affectés  de  l* inconnue  j  et  dans  Vautre  membre,  les  termes 
connus;  3®.  réduire  à  un  seul  terme  tous  les  termes  affectés  de  x^ 
ii  l'équation  est  numérique;  et  si  l'équation  est  algébrique j 
former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deux  foc» 
ieuTSj  dont  fun  soit  Xj  et  l'autre  l'ensemble  des  quantités  qui 
ïïiuUiplient  z.  y  réunis  iB-'tfc  leurs  signes  respectifs  ;  4*«  enfin  ^ 
diviser  les  deux  membres  de  V équation  par  le  nombre  ou  le  po^ 
fynome  qui  niultiplie  l'inconnue ^  et  effectuer  la  diçision^  s'il  est 
possible. 

Voici  nn  exemple  asse^ompltqué,  où  la  rogle  précédente  doit 
être  apjtiiquée  dans  toutes  ses  parties  :  Résoudre  l'équation 

ia  +  b)(x^b)       ^^_iab-b'       ^^  .  a'-bx 
ÏTZl, '^''-    a+b    — ^^-t— 5       • 

£n  faisant  d'abord  disparaître  les  dénominateurs ,  /)n  a 
Kû+A)'(x— ft)— 3a6(a*— i*)=i(a— i)(4a6— i*)— 2i(a*-6*)x 

cfouant  les  multiplications  indiquées  ^ 

a'bx+ 2a6*x+ft3x— a*i*— aafr'— M— 3a*i+3a*3 
^a'b*^ab^-^^ab^+b^^7ia*bx+2b^x+a^—a*b'—a*bx+b^x] 
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transposant  et  réduisant, 

réunissant  en  un  seul  tous  les  ternies  affectés  de  jt,  ! 

&(4a*  +  aoi  —  aA»)  -»  =  4a***  —  ^ai^  +  aM  +  3a?b  +  a^;     ! 

donc  enfin,  a;  = -^^^^^^—-- ,       , 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme  entier  (n®  32). 

46.  Si  l'on  avait  une  éqfuation  telle  que  3x^  2= 4^  —  7»  ^ 
résoudre,  en  transposant  les  termes  affectés  de  x  dans  le  pre- 
mier membre ,  et  les  termes  connus  dans  le  second,  on  trouTerait 
3x  —  4^  =  ^  —  7  >  ou  réduisant,  —  a?  =  — 5.  Pour  interpréter 
ce  résultat,  il  suffît  d'observer  qu'on  peut  intervertir  Pordre 
de  la'  transposition ,  c'est-à-dire  faire  passer  au  contraire  les 
termes  affectés  xle  x  dans  le  second  membre;  ce  qui  donne 
j — a  =  4x  —  3x,  d'où  5  =  0? ,  ou  bien  enfin ,  a:  =  5j  c'esl- 
à-direque,  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  un  résultat  tel 
que  — j;=— 5,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux 
membres. 

Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  de 
Pinconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier  membre,  puis  à  écrire  le  second  membre  le  premier,  et 
réciproquement. . 

Nous  pouvons  maintenant  passer  à  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 

47»  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  réso- 
lution algébrique  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle 
bien  fixe.  Tantôt  l'énoncé  du  problème  fournit  sur-le*cbamp 
l'équation ,  tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énoncé  les 
conditions  qui  sont  de  nature  à  former  l'équation;  tantôt  en- 
fin, ce  ne  sont  pas  les  conditions  elles-mêmes  de  Pénoncé  qu'il 
faut  traduire  algébriquement,  mais  bien  des  conditions  que 
Ton  peut  regarder  comme  conséquences  des  premières.  On  ap- 
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elle  alors  oelies-ci,  conditions  explicites  ^  et  celles  qu'on  en 
éduit,  conditions  impUcitee.  Cependant  nons  donnerons,  ayec 
[.Lacroix y  nn  précepte  dont  l'application  bien  entendue  con- 
oit  toujours  ^  l'équation.  En  voici  Pénoncé  :  Regarder  le  pro^ 
lème  comme  résolu^  et  indiquer^  à  Vaide  des  signes  algébriques, 
ir  Us  quantités  connues ^  représentéesj  soit  par  des  nombres, 
^itpar  des  lettres,  et  sur  li* inconnue  toufours  représentée  par 
yte  lettre,  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mérnes  opérations  qu*il 
hidrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur  de  l'inconnue,  si  cette 
valeur  était  donnée. 

On  obtient ,  par  ce  moyen ,  deux  expressions  algébriques 
lifférentes  d'une  même  quantité ,  qui  renferment  le  caractère 
le  nnconnue^  on  les  égale  entre  elles,  et  Pon  a  V équation  du 
problème. 
Appliquons  ce  précepte  aA^  problèmes  suWans: 
Premier  problème.  Troupfir  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
^rs^le  quart,  augmentés  de  ^5,  dorment  pour  somme  44^^ 

*r*        J?        ÛC 

Soit  X  le  nombre  chercbé^  ">  ô»  "7  désigneront  la  moitié,  le 

tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or ,  il  faut ,  d'après  l'énoncé,  que 
ces  trois  parties,  augmentées  de  4^,  donnent  en  somme  44^9  ^i^ 
)  donc,  pour  l'équation  du  problème , 

1  +  1  +  ^+45=448; 

<^)  retranchant  45  des  deux  membres, 

f  +  î  +  ^  =  4o3; 
^sant  les  dénominateurs ,  6x  +  4^  +  3x = 4636 , 
i  réduisant ,       i  Sx  =s  4836^       donc       x  =  i— -  =  3^2. 

Eu  effet. 
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Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui  >  en  Arithmétique ,  le 
résolvent  par  Is^règU  de  fausse  positon;  et  l'on  Toit  avec  quelle^ 
facilité  PAIgëbre  fait  connaître  la  réponse  à  la  question* 

Second  problème.  Quelque  un  engage  unouprier  pour  /^8joun. 
Chaque  jour  qu'il  travaille j  il  reçois  24  solsj  et  à  chaque  jour 
d'oisiveté j  on  kd  retient  l%  sols  (pour  sa  nourriture)^  au  boutée 
^8  jours  il  reçoit,  pour  solde  de  son  compte^  25^  4'^-»  ^^  ^^4  ^^* 
On  demande  le  nqmbre  de  jours  de  travail  et  le  nombre  de  fours 
d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres ,  en  les  multipliant 
respectivement  par  24  et  12,  puis  retranchant  ce  dernier  produit 
du  premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces 
opérations  à  l'aide  des  signes  algébriques. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail;  48  —  a:  représente  alors 
le  nombre  de  jours  d'oisiveté  ;  24|ft  x  ou  24^  désigne  la  somme 
que  l'ouvrier  gagne ,  et  12  (48— j^  la  somme  qu'on  doit  lui  re- 
tenir ;  on  a  donc  pour  l'équation  du  problème , 

24x  —  12  (48  —  or)  =s  5o4  ; 
effectuant  les  calculs,     24  r  —  676  +  1 2x  =  5o4 ; 
donc  36r  =  5o4  +  576  =  1 080  ; 

et  a:=-^  =  3o, 

d'oi  48  — x=48— 3o=i8. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant  3o  jours,  et  s'est  reposé  pen- 
dant 18  jours.  En  effet,  pour  3o  jours  de  travail,  il  aurait  dû' 
recevoir  24  X  3o,  ou  720  sols;  mais  il  s'est  reposé  18  jours, 
pour  lesquels  on  a  dû  lui  retenir  12  X  18,  ou  216  sols;  or 
on  a 

720  —  216  =  504. 

On  peut  généraliser  ce  problème,  en  désignant  par  n  le 
nombre  total  des  jours  de  travail  et  d'oisiveté,  par  a  la  somme 
que  l'ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail,  par  b  U 


A  VHB  BEITLS  fMCOKNUK.  65 

9Diiime  qu'on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oUitetS,  en- 
fin par  c  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x  le  nombre  de 
jours  de  travail,  n— -x  exprime  alors  le  nombre  de  jours 
d'oisiveté.  Donc  ax  et  b^n^^x)  désignent  la  somttie  que  Fou^- 
Trter  doit  recevoir  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi,  on  a  pour 
l'équation  du  problème,  >  .        .. 

ax—b(n  —  x)  =c, 
d'où  ax— ftn  -^bx^isCy 

c  +  bn 
donc  *==^^;Ï"' 

.         ^                          U'\-bn)     an+bn — c^bn 
etparconséquentjTi  — x=n— ^ —      .^= -jrr > 

an  —  c 
ou  bien ,  u  —  x  =  ^     '.  . 

Troisième  problème.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a 
60  sauU  <Papance.  Il  en  fait  9  pendant  que  le  lêf^rier  n'en /ait 
que  6y  mais  3  scutta  du  lévrier  en  valent  7  du  renard*  Combien  le 
lévrier  fent-il  de  saute  pour  atteindre  le  renard  ?  !    / .   .  r.  • 

11  est  clair,  d'après  Fénoncé,  que  le  chemin  à  parcourllk^^ 
par  le  lévrier  se  compose  des  60  saub  d'avance  du  renard, 
plus  du  chemin  que  celui-ci  parbourt,  à  partir  du  moment 
où  le  lévrier  se  met  à  sa  poursuite.  Donc ,  si  l'on  ^pouvaft 
trouver  les  expressions  de  ces  deux  chemins  au  mojeh  d'une 
même  inconnue,  il  serait  facile  de  former  l'équation  du  pro- 
blème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  re- 
nard fait  g  sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fiiit  6,  il  s'ensuit 

que  le  renard  fait  g,  ou  -  sauts,  pendant  que  le  lévrier  en 

fait  I  )  et  par  conséquent,  qu'il  en  iait  un  nombre  exprimé 

3x 
par  — ,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  un  nombre  marqué 

5 
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par  X. On  pourrait  eroire que,  pour  obtenir  l'équalfon.  Il  suffi- 

3 
rait  d'égaler  x  à  60  +  ^  ^;  m^is  en  agissant  ainsi ,  on  commet- 
trait une  erreur  manifeste;  car  les  sauts  du  lerrier  sont 
-plus  grands  que  ceux  du  renard ,  et  l'on  égalerait  alors  des 
nombres  hétérogènes,  c'est->à-dire  des  nombres  rapportés  a 
une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté, 
exprimer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier ,  ou  récipro- 
quement. Or,  suivant  Ténoncé,  3  sauts  du  lévrier  valent  7 

sauts  du  renard;  donc  x  saut  du  lévrier  vaut  ^  sauts  du  re- 
nard, et  par  conséquent,  x  saub  du  lévrier  en  valent  ^  da 
renard. 

Donc  enfin ,  on  a  l'équation  ^  =  60  +  -*  x  ; 

ou  chassant  les  dénominateurs,. ...  lip:  =  36o  -{-gv, 

d'oh  $x  =  36o  et  X1R  ^a. 

Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard;  pen- 

3 
dant  ce  temps,  le  renard  en  fera  7s  X  -  ou  108. 

Vérification* 

.—.  y-.^^— , —  , ^  *  y  OU  168  sauts  du  re- 
nard ,  et  l'on  a  évidemment  168  =  60  +  io8* 

Les  deux  problèmes  suivans  méritent  toute  l'attention  des 
élèves,  en  ce  qu'ils  offrent  d'eiceilens  exercices  de  calcuU 

48!  Quatrième  problème.  Un  père  qui  a  trois  enfana^  or- 
donne par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  mar^ 
nière  suwante  :  le  premier  doit  avoir  une  somme  a^  pku 
la  »''"*'  partie  de  ee  qvi  reste;  le  second  une  somme-  aa>  plus 
la  i»''"'  partie  de  ce  qui  reste,  après  qu'on  a  soustrait  la  V*  part 
et  aa;  le  troisième  enfin  doit  atfoir  une  somme  Zà^plue  la  n'^*^ 
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par^  d9  et  qui  reste j  après  qu'on  a  soustrait  Us  deit»  premières 
parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  parûagé;  on  demande  la  «a- 
leur  du  Bien  ? 

DésîgnoDS  par  x  le  bien  du  père*  Si ,  à  Faide  de  cette  quan- 
tité, nous  pouyions  former  le»  expressions  algAriqaes  des  trois 
parts ^  noua  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  a?,  et  le 
reste  égalé  à  séro^  donnerait  l'équation  du  problème.  Tichons 
donc  de  déterminer  successivement  ces  trois  {«rts. 

Faisque  x  désigne  le  bien  du  père^x— a  est  ce  qui  reste  après 
qu'on  a  retranché  a;  ainsi  l'on  a  pour  la  part  du  premier  enfant. 


a-f- ,  ou  réduisant  en  fraction. H— II. . . .  i'*  part 

Pour  former  la  seconde  part ,  il  faut  retrancher  de  x,  cette 

.  »                             (a7»4*a:— a) 
première  part  et  aa,  ce  qui  donne  *— ^ao  —  ^ i , 

ou,  réduisant  les  entiers  en  fraction  et  e&c tuant  la  soustrac- 
tion, 

: s — i«  reste. 

n 

Or,  la.  seconde  part  se  compose  de  aa,  plus  Wnf*'^  partie  de  ce 

reste-,  onadonc  pour  cette  seconde  part,  2a+ ^ i 

ou,  réduisant  Fentier  en  fraction ,  - 

2a/i*  +  nx  —  Sa;»  —  x  +  a  ' 


.a*  part. 


Si  PoQ  retranche  de  je;  ,  les  deux  premières  parts  et  3a ,  il  Tient 

^         {an + x  —  a)       (acn*  +  nx  ""  3a»— « +a) 
n  »'  * 

<Hi,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 

5.. 
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La  3*  part  est.  donc  3a -f- 3 — > 

ou,  réduisant  l'entier  en  fraction, 
«5 JTL 3«parL 

Mais,  d'âpres  renoncé,  le  bien  du  përe  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  différence  entre  x  et  la  sommedes  trois  parU, 
doit  être  égale  à  xéro;  ce  qui  donne  l'équation 

«p  Mim  -     ■*«•  ■  ■  ■■ 

I»  ***  _ 

(3fl/i^  +  n*a?  —  6a;i*  —  27»jr+  ^an  +  x — à)\ 
\  '-p  J 

Chassant  les  dénominateurs  >  effectuant  les  soustractions  et  ré'- 
duisant , 

r?x-^&aTJ?  —  3fi*x  +  loan^  +  3/»x  —  5a/»  — x+a=30',  ' 
-,  ,  6a»' — ioan^4-5aii*— a     a(6;»' — io»*  +  5/» — i) 

d'où   X=. 5 o    a    .    o =-^-3 o    >   ,    o ^• 

»^ — 3/>*  +  3» — I  n^— 3n*+3/> — i 

On  peut  obtenir  une  éouation  et  un  résultat  plus  simples, 
d'après  la  remarque  suivante  :  Dire  que  la  part  du  troisième  en- 
fant se  compose  de  3a ,  plus  la  n^^*  partie  de  ce  qui  reste ,  rt 
que  le  bien  est  alors  entièrement  partagé,  c'est  dire  que  le  troi- 
sième enfant  n'a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient 
de  parler  est  nuL 

Or,  on  a  obtenu  pour  l'expression  de  ce  reste, 

n^j*-"  6an*—  inx  +  ^an  +  x^a 

En  l'^alant  à  séro  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 
n*x  — 6a»*—  anx'^^n  +  X'^a  =  o; 

d'oà         X = ^^'~4g^+«  c=  q(6»"-4^+») 


Pour  prouTer  Videntité  numérique  de  celle  expression  avec 
la  précédente^  il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient 
cle  la  première  y  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  sup- 
primé un  Êicteur  commun.  Or>  si  Ton  applique  aux  deux  poly- 
uomes. . .  û(6;i'  —  iO0*+5n — i)  et  n^ — ln*+Zn — i,  le  pro- 
cédé du  plus  grand  commun  diviseur  {p?  ^i)^fm  reconnatt.que 
n—  I  est  facteur  commun,  et  en  divisant  les  deux  termes  de 
la  première  expression  par  ce  facteur  commun ,  on  retreure  la 
Jeoonde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commençans  l'im- 
portance qu'ils  doivent  attacher  à  saisir  dans  l'énoncé  d'une 
question  ^  tqutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  for- 
mation de  l'équation^  autrement ,  ils  Courent  le  risque  de  par* 
7enir  à  des  résultats  plus  compliqués  que  ne  le  comporte  la 
question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  ex- 
pressions des  trois  parts,  sont  les  conditiom  explicite»  du  pro- 
blème proposé;  et  la  condition  qui  a  servi  à  déterminer  l'équa* 
tion  la  plus  simple  du  problème,  est  une  condition  implicite^ 
qu'an  peu  d'attention  a  suffi  pour  faire  reconnaître  comme 
comprise  dans  l'énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  paris,  il  suffirait  de  mettre 
pour  X  sa  valeur  dans  les  expressions  que  l'on  a  obtenues  ci- 
dessus. 

Appliquons  la  formule  x  =  -^-- -  à  un  exemple. 

Soit  a=:=ioooo,'  /}  =  5j 

il  vient 

ïoooo(6xi5— 4x5+1)     iooooX>3i     i3ioooo    o  o  «r 

Xzz i— j -'     = ^ = > =51075. 

a5— lo-J-i                        iD               .10 
Vérifions  l'énoncé  sur  cet  exemple. 
Le  premier  enfant  doit  avoir  loooo  -f s — g ,    ou 

^^375. 
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Il  reste  âoiic8i875— 24^75,  ou  67600  à  partagei:  entre  les 

deux  antres  en£ans» 

»              1  j  •.        .                 I  57600  —  20000  g 

Le  second  doit  aroir  20000  +  -^ ■= ,  ou  27500. 

n  reste  donc  67600  —  27600 ,  on  3oooo  ponr  le  troisième     j 
en&nt  Or  3oooo  est  le  triple  de  lôooo;  donc  le  problème  est 
▼érifié. 

On  pent  donner  de  ce  même  problème  nne  solution  moins 
directe,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée 
snr  cette  remarque,  qu'après  avoir  soustrait  3a  des  deux  pre- 
mières parts,  il  ne  doit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  /,  r',  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
Ténonoé;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 

a+^,      20  +  -,      *<'+T- 
n  n  n 

Or^  i^  d'après  Fénoncé,  on  a  érideniment  r*  =  o. 
Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

a*.  Ce  qni  reste,  lorsqu'on  a  donné  an  second  enfant,  2a + -  9 

peut  être  représenté  par  / ,  ou  . 

'ly ailleurs,  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  Ton  a 

ÇfLZ=JLV«3a;    d'oi    /  =  -?^. 
n  n —  I 

Donc,Iapartdu  second  est  2a+ :n=2a^ (*), 

ou,  réduisant  l'entier  en  fraction  et  simplifiant ,  — — — . 
3^  Ce  qni  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  premier,a  +  -»  peut  être 


C')  Les  deux  pomu  ;  eniplojrës  ici ,  marqiitni  la  diriMOn  de  •^~-  par  n 
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exprimé  nar  r -^  -  ou  ^"  .  D'aUleur» ,  ce  rt«U  doH  fbrmsr 

'^         '  n  p     • 

les  àcïTL  autres  parts  ^  ou  3a  -4*  ■        — • 
*  »—  I 

Ainsi  ron  a  ^ -^=  Za  + = --. 

n  n — 1  I»— I 

>^                   San  —  2a           »           5an^  —  20» 
Donc     r  =? X ==  — ; ^r"  > 

et  par  coDfléqiieBtj  on  obtient  pour  la  première  pstrt> 

San*  —  2<77»  .  ,    &2»  —  90 

+  5ai*  —  sa  a»*  +  Sa?»  —  a 
— —  ss=  . • 
»*  —  a»+i         »•  — 2W+I 

Le  bien  total  ^  donc  enfia 

ùan  +  a      an*  +  3an  —  ô 
^''  +  -^=T"+   ««-an  +  i   » 

OQ,  réduisant  l'entier  et  les  fractions  au  même  dénominateur^ 

3fl(;t*'^an+  i)4-(aan  +  fl)  (» —  i)4-fln*4-3g»-^a 

OU)  effectuant  les  catcala  et  réduisant, 

6a7>*  —  ^an  «j-  o a  (6a'  —  ^n  +  f  ) 

résultat  obtenu  eî^dessus. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  plus  complète  que  la  précédente^ 
puisque  l'on  a  obtenu  en  même  temps  et  le  bien  du  père  et  les 

expressions  iea  trois  parts. 

i 
49.  Cinquième  problème.  Un  père  ordonne  par  son  testament^, 

que  Faîne  de  ses  enfana  aura  une  somme  a  sur  son  hienj  plus 

la  nf*'**  partis  du  reste  j  que  le  second  aura.  Une  sowane  aa^ 

IP^m  la  »"'  partie  de  ce  qui  restera^  après\u^on  aura  retranché- 
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la  première  part  et  aay  que  le  troisième  aura  une  sonuné  3a  ^ 
plus  la  71*''"'  partie  (ht  nouveau  reste;  et  ainsi  de  suite ,  On  sup- 
pose cfaiUéurs  que  tous  les  enjans  soient  également  partagés.  On 
demande  le  bien  du  pèré^j  la  part  de  chacun  des  enjans j  et  U 
nombre  des  enfans  ?  ^ 

Ce  problème  a  œla  de  'remarquable,  que  soq  énoncé  ren- 
ferme plus  de  conditions  qu'il  n'en  faut  pour  trouTer  les  valeurs 
des  inconnues»  t 

Soit  X  le  bien  du  père;  x^^a  exprime  ce  qui  reste  après 
qu'on  a  prélevé  la  somme  a»  Ainsi  la  part  dis  l'ainé  est 

X — a        an  +  x^a  ,. 

a  •+• ou . ...  l'f  part 

n  n  ^ 

Betrancbant  cette  première  part  et  sa  de  «i  on  obtient 

ion •+- X  —  a)  nx^^ San ^^x^  a 

X  —  aa  — ^ ^y  on "  » 

n  n  "^ 

dont  la  »***•  partie  est ;; • — • 

l>onc>  la  part  du  second  enfant  est 

,  n*— San— 4P+a         . .       aa/i*+iMp— 3an^— «+a 
afl-|  \'  '        ^  ou  bien ,  ^ ...  a*  part. 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts  ; 
mais,  puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égates,  il  suffît^  pour 
former  l'équation  du  problème  >  d'égaler  les  deux  premières 
parts  y  ce  qui  donne  Féquation 

gn  +  0^  —  a aa»*  +  nx  —  3an  —  jc  +  a 

d'où  Pon  tire  x  =  an*  —  aan  +  a. 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  première 

an  4-  an*  —  aa»  +  c  —  a 
part ,  on  trouve  ■  ■  —  ; 


û»'  ^-  an 


ou  réduisant;  — r——  =c;i— a  =  a(n— i);    ^ 
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et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales^  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première  ^  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre 

des  enfans;  ainsi.  ,  ou  n— i ,  désigne  le  nombre 

an  —  a  '         o 

îles  enfans. 

Bien  da  père- . .  an*  —  sa/»  +  a  on  a  («  —  !)•; 
Partie  Faîne  et  de  cbaque  enfant.. .  a  (n -^  i) ; 
Nombre  total  des  enfans n  —  i. 

11  reste  maintenant  à  savoir  si  les  autres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites;  c'est-4i*Hlirej  si,  lorsqu'on  donne  au  se- 
cond 2ay  plus  la  z^'^"'  partie  de  oe  qui  reste,  au  troisième  Za^ 

plus  la  7»'^"'  partie  de  oe  qui  rest& ,  la  part  de  chaque  en- 

&nt  est  en  effet  a{n  —  i). 

Qr,  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part 
étant  a  (n  — «  i)*  —  a  (/»  —  i) ,  la  part  du  second  doit  être 

,  g(/^— !)*'—<?(;»— i) — 2a      aig(/>— i)+a(n — i)^*— a(;»— »i) 
n  n  ^ 

ott  réduisant,  -^ LJL^ L,^  ou  bien  |  -^ '-^^-^ = 

\   on  bien  enfin,  a(»— i). 

De  même ,  la  différence  entre  a(n— i  )^  et  les  d  eux  premières 

I    parts,  étant  a  {n — x  )  *— aa(7i—  i  ) ,  la  part  du  troisième  doit  être 

I    ^    ,  a(»— i)*--2a(i» — i)+3a  .  •    x.    *    a 

oa-f.— i i_i 1 ,  expression  qui,  étant  ré- 

dttlte ,  devient  encore  éridemment  -^ -^ ^,  et  par 

conséquent,  a{n —  i). 
On  obtiendrait  de  même  pour  la  quatrième  part, 

I    ijff  I  fl(>>— 0*— 3a(y>— 0-^4a    ^^    a(i»  — i)-f  a(/^  — 0*  . 

I  n  n 

j    €l  ainsi  de  suite.  Donc  enfin,  toutes  les  conditions  de  Ténonoc 
I    sont  satisfaites* 
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§  n.  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré  à 
deux  ou  plusieurs  inconnues. 

So.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d'une  inconnue^  nous  sommes 
parTenus  à  leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  à  ce  que,  d'aprcs  les  conditions  de  l'énoncé,  nous  pouvions 
facilement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  oii  il 
j  a  plus  d'une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre  ces 
sortes  de  problèmes,  reprenons  d'abord  que1ques--uns  de  ceai 
déjà  résolus  k  l'aide  d'un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont^on  cormatt  la  somme  sl  et  la  dif- 
férence h  ?  (C'est  le  problème  n^  40 

Désignons  les  deux  nombres  cberohés  par  x  et  /;  on  a,  d'après 

^ ,' 

Or,  en  principe,  si ,  à  deux  nombres  égaux  À  et  B,  on  ajoute 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  G  et  D,  les  résultats 
A  +  C  et  B + D  sont  égaux  ;  c'est-à-dire  que ,  si  l'on  a  les  équa- 
tions A=B  et  C=D,nen  résulte  A  +  C  =  B  +  D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux ,  les  restes  sont  encore  égaux  ;  c'est  -  à  -  dire 
que  des  deux  équations  A=B  et  C  =  D,  on  déduit  encore 
A  — C  =  B— D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème 
proposé. 

On  trouve ,  en  les  ajoutant ,  2X  s=  a  +  &, 
et  en  les  retranchant,.  ...••••  ajr  =  a  —  6, 

Chi^cune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
inconnue ,  on  tire  de  la  première,  x = ^^ —  > 
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et  de  la  seconde,  jr=  — . 

Eneffet,ona— ^  H =— =so,et--î- i i=— =6. 

.  .  a  a         a  a  a  a 

SoU  encore  repris  le  problème  de  Fourrier  (a*  Sg),  en  ne 
considérant  que  Fénoncé  général. 

Soient  oc  le  nombre  de  jours  de  trayail ,  et  ^le  nombre  de  jours 
d'oisÎTeté;  axeiby  expriment  la  somme  que  l'ouvrier  doit  re- 
cevoir pour  les  jours  de  travail;  et  celle  qu'on  doit  lui  retenii^ 
pour  les  jours  d^oisireté. 

{se    f       V  *^  n 
ax  —  bjr=ic. 

Or,  nous  avons  déjà  vu  qu'on  peut  multiplier  les  deux 
membres  d'une  même  équation  par  un  même  nombre  >  sans 
troubler  l'égalité  ^  ainsi,  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres 
delà  première  équation  par  b,  coefficient  deydans  la  seconde; 

et  il  vient • • . .  bx+  èy  =  bn, 

équation  qui, combinée  avec  la  seconde  ox  —  2;y  =  c , 

donne  par  addition ,  ix  +  ex  =  fc»  +  c  j  d'oi  x  =  — — r-  - 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefficient 
de  X  dans  la  seconde,  on  a ax  +  ay  =  an, 

équation  qui ,  combinée  avec  la  seconde  ax  —  ^  =  c, 

donne  par  soustraction ,  (a+i)y=«:an— c  j  d'oi^=s         a-  . 

L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  cbacune  des 
inconnues  dans  les  deux  problèmes  précédens,  oifre  sur  la 
solution  qui  a  été  donnée  précédemment,  l'avantage  de  faire 
connaitre  les  4enx  nombres  chercbçs,  indépendamment  l'un  de 
l'autre. 

KLIlflKÀTIOir. 

5i.  Soient  maintenant  les  deux  équations  I  ^  ^  ^^  •  ^^  _  g^' 
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qu'on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  Ténonc^^ 
d'un  problème  à  deux  inconnues. 

Si  y  dans  ces  deux  équations ,  l'une  des  inconnues  était  affectée 
d'un  même  coefficient,  on  pourrait ,  par  une  simple  souAtrac- 
t!on  i  former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus 
que  l'autre  inconnue^  et  de  laquelle  oa  tirerait  la  valeur  de 
cette  inconnue. 

Or,  si  Pon  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  9,  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  de  y  dans  la  prenûère,  on 

{LSx  «f*  6?y— 38*7 
-i-63  -^iî83 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  y  est  affecté  du  même  coefficient. 

Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  se- 
conde ;  il  vient  Z^x  =  g6 ,  d'où  x  =  3. 

Pareillement»  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  II,  coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  5 ,  coefficient  de  x  dans  la  première, 

on  forme  les  deux  nouvelles  équations  |  ^-   X/2/— ^2^' 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  x  est  le  même. 

Retranchant  donc  «la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve  3ay  =  128 ,    d'oi    ^  =  4* 

Ainsi,  :c=3  et  ^^=4  aont  les  deux  valeurs  de  j?  et  de  ^ 
propres  à  vérifier  l'énoncé  de  la  question.  En  effet,  l'on  a 

i«.  5x3+7X4=15+28=43;  2^  11X3+9X4=33+36=69. 

L'opération  qui  vient  d'être  exécutée ,  et  au  moyen  de  laquelle 
on  obtient  les  valeurs  des  inconnues  propres  à  satisfaire  à  des 
équations  données,  est  connue  sous  le  nom  ^élimination , 
perce  qu'en  effet  elle  consiste  à  c/uisber  TiiQe  des  iaconnues 
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^&r  des  transformations  permises  et  exécutées  sar  hi  équations 
proposées. 

La, méthode  i^récédente  a  beancoup  d'analogie  ayec  la  ré- 
daction des  fractions  au  même  dénominateur  *,  aussi  est-elle , 
comme  cette  dernière  opér^ktion  >  susceptible  de  quelques  sim- 
plifications. .  V 

Soient,  peur  nouvel  exemple  ;  les  deux  équations 

8j?  —  2iy  =   33  ^ 
6x-h35y  =  i77» 

Pour  rendre  les  deux  coefiQciens  de  ^  égaux ,  remarquons  que  2t 
et  35  ont  le  facteur  common  7;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5  et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les 

denx  nouYellea  équations  |     0      ,        5  H.  go  ^. 

équations  qui,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58r=:6g6,     doit    a;s=i2. 

Pareillement,  les  deux  coeffîciens  de  x  renferment  le  facteur 
commun  2^  ainsi,  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficiens 
^aax,  de  multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4)  ce 

quidonue  rflf-^''"^' 

^  (  a4*  +  i4oy  =3708. 

Retranchant  la  première  de  la  deuxième;  on  trouve 
2o3jf  =  609 ,     d'où    j'  =s  3. 

N..  B.  11  est  très  important  de  reconnaître  si  les  coefficiens 
ootdes  facteurs  communs,  puisqu'alors  on  a  des  calculs  plus 
simples  à  effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple ,  les  équations 

3       ^  *   a  4       *^ 

y      ^  t  ^  ta  '  •-        * 
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II  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs,  d'après  U 
règle  (n®  44)  «  ^^  ^*^^  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8r  —  48  +  6y  +  i2x  =  96  —  97  +  I , 

ou  réduisante  ^-^+«5y^,45,  ,,^.,^  f  4r  +  3y=^9. 

Multipliant  la  seconde,  équation  par  3,  et  retranchant  la  pre- 
mière de  la  seconde,  on  trouve  23x  =  4^>  ^'^^  x  =  a;  mais 
on  a  d'ailleurs  j^  =  aS  —  gr  ;  donc  jf  =  25  —  9x2  =  7. 

52,  Cousidéromi  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à  trois, 
inconnues.  ' 

Î5x  —  6j>r  +  4«  =  i5, 
70:  +  4j^  "~  3s  =  19, 
2X  +    y  •+-6z=:  46; 

Pour  éliminer  z  entre  les  deux  premières  équations,  il  faut 
multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4»  puis  ajoater 
les  deux  résultats  (puisque  les  coeffîciens  de  z  sont  de  signes 
contraires  ),  ce  qui  donne  pour  nouvelle 

équation, i 4^^  —  2j^  =  121 

Multipliant  la  seconde  équation  par  a, 
l'un  des  facteurs  du  coefficient  de  z  dans 
la  troisième,  et  ajoutant,  on  a 16x4*9^=   ^4 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  les  valeurs  de  x  et  de 
y,  propres  à  satisfaire  à  ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  Ton  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  a,  et 
qu'on  ajoute  les  deux  résultats ,  on  trouve 

4 1 9X=  1 257 ,     d'où  l'on  tire    x  s=  J. 

On  pourrait,  à  l'aide  des  deux  équations  en  x  et j^ ,  déterminer 
y  comme  on  a  déterminé  X]  mais  on  parvient  pliis  simplepaent  à 
la  valeur  de^,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient,  lorsqu'on  7  met  pour  x  sa  valeur, 


48+9y=84,  d'oiPoDtire  jr  =  ?i^=^=4. 

De  méme^  la  première  des  trois  équations  proposées  deyienti 
u'oQ  j  remplace  x  tiy  par  leurs  yaleursy 

i5  — 24  +  4£=i5,  d'où  2  =  ^  =  6. 

En  géaéral ,  soit  un  nombre  m  d'équations  à  pareil  nombre 
d^inconnues.  Pour  trouver  les  râleurs  des  inconnues^  combinez 
successiffemeni  l'une  quelconque  des  équations  ai^ec  chacune 
dis  m^^\  autres  j  afin  et  éliminer  la  même  inconnue;  voue  oIh 
tenez  ainsi  m  —  i  noupelles  équations  renfermant  m  •—  i  i/i- 
cormues^  sur  lesquelles  vous  opérer  comme  sur  les  équaiixyns 
proposées;  c'est  ^  à -'dire  que  vous  élimines  une  nouvelle  in^^ 
connue^  en  combinant  J^Une  de  ces  nout^elles  équations  avec 
les  m  —  2  autres^  ce  qui  donne  m  -—  a  équations  renfermant 
m  —  2  inconnues.  Continuez  cette  suite  d^ opérations  jusqu'à, 
ce  qu'enfin  vous  parveniez  à  une  seule  équation  qui  ne  ren^ 
firme  plue  qu'une  inconnue^  et  de  laquelle  vous  tirez  faci-' 
Utnent  là  valeur  de  cette  inconnue»  Après  quoi^  remontant 
de  proche  en  proche  Jusqu'à  l'une  des  équations  proposées^ 
vous  déterminez  successivement  les  vedeurs  des  autres  inr' 
connues* 

53.  La  métbode  d'élimination  que  nous  venons  d'ex)>oser  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  soustraction, 
parce  qu'en  effet  on  parvient  à  chasser  les  inconnues  par  des 
additions  et  soustractions,  après  les  avoir  toutefois  préparées  de 
manière  qu'une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans 
deux  équations. 

llexbte  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimina- 
tion. La  première,  appelée  méthode  par  substitutix)fi j  con* 
sirte  à  tirer  la  valeur  de  l'inconnue  de  l'une  des  équations, 
comme  si  les  autres  inconnues  étaient  déjà  déterminée» ,  et  à 
substituer  cette  valeur  dans  les  antres  équations,  ce  qui  donne 
lieu  k  de  nouvelles  équations,  qui  renferment  une  incenaue 


8o  .  ATTTBS8  uAtHODES   h^tuUlÉA,tlO^^ 

de  moins,  el  sur  lesquelles  ou  opère  oomme  sur  les  équations 
proposées. 

La  seconde,  appelée  méthode  par  comparaison^  consiste  à 
tirer  la  valeur  d^une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations, 
et  à  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux;  ce  qui  donne  aocèssaîre- 
ment  lieu  à  de  nouvelles  équations  renfermant  une  ijsconDue 
de  moins,  sur  lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations 
proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas 
la  mtéthode  par  addition  et  souêtraotion^  c'est  de  donner  lieu  à 
de  nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu'il  iaut 
ensuite  faire  disparaître*  On  emploie  toolefoi^avec  avantage  U 
méthode  par  substitution^  toutes  les  fois  que  Pane  des  inoonaoes 
a  un  coefficient  égal  è  l'unité  dans  l'une  des  équations,  parce 
qu*alors  Tinconvénient  dont  nous  venoqs  de  parler  n'a  plus  lieu. 
Nous  aurons  quelquefois  occasion  de  l'employer.  Mais,' en  gêné- 
rai ,  la  méthode  par  addition  etsouàtraction  est  préférable;  elle 
présente  d'ailleurs  cet  autre  avantage,  c'est  que,  si  les  coeificiens 
ne  sont  pas  trop  grands,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustraction 
en  même  temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les  coef- 
ficiens  égaux. 

54.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renfer- 
ment pas  toutes  les  inconnues  à  la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  pe« 
d'adresse,  l'élimination  se  fait  très  promptement. 

Soient  les  quatre  équations  è  quatre  inconnues, 

2*  —  3jf  -f  aa  =  i3 (1), 

^  '^  ax  =s  3o -C^), 

4y  +  aa  =3  i4 (3), 

5y  +  3«=32 (4), 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations,  on  voit  qne  l'élimina 
tion  de  £  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équatio] 
en  xeiy»  et  si  l'on  élimine  u  entre  les  équations  (a)  et  (4) 
on  obtiendra  une  seconde  équation  en  »  et  ^  ;  ces  deux  dei 
nières  inconnues  peuvent  donc  être  déterminées  aisément 


> 
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D'abord I l'élîmioation  de  «entre  (i)  et  (3)  donne 

Tjr— 2X=s    I  ; 
celle  de  Uy  entre  (2)  et  (4) ,  donne aoy  4-*6^=  38. 

HnitîpUons  la  première  de  ees  deux  équations  par  3;  et 

ajontona;  il  Tient. 4'y  =4* 

d*où yss  I 

Sabslitiiant  eette  valeur  dans  7y-— •  axss  i , 
OD  trouve jp  =  3 

Reportons  la  valeur  de  xjdans  Téquation  (2)  ; 
ilenréfliilte4^~**^=3o9d'où usss  g 

Enfin,  la  substitution  de  la  Yaleur  de jr  dans 
l'équation  (3)  donne* 2=5 

Noua  proposerons,  pour  exercice >  les  cinq  équations  sut"- 
Tantes 

'}x  '^  ^z  '^Su^rzi'j   ,         qui  donnent  pour  râleurs  des 
4y—  a»+   1  =  11  f  inconnues, 

5y  — Sx — aiis=  8y  x=a,  y—^f  «=3,   m=3,  /=i. 
4j^  — 3a+  a*=  9 
3z  -f-  Buss:  33 

55.  Dans  tout  œ  qui  précède ,  nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour 
désigner  les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème 
a  plusieurs  inconnues,  pour  qu'il  soit  cl^/en?un^^  c'est-à-dire 
pour  qu'il  n'admette  pas  une  infinité  de  solutions. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu'un  problème  à  deux 
inconnues  x  et  y,  conduise  à  l'équation  unique  5x-^3y=:i2  ; 

on  en  déduit  X  ss: ^      ■.  Or,  si  l'on   fait  successivement 

j=i,     2,     3,     4»     5,     6 , 

•1         r    1*  o      '8     21     24     ^7      r: 

lien  resuite  X  =5  3,    -^,   -=-,  -~,   -~,    o. . . . .  ;    . 
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il  y  a  7  onces  d'argent  sur  one  livre  ou  i6<  onces ,  il  s'en- 
suit que  ^  sur  ionoe,ily  a  -^  d'onoe  d^argent,  et  par  con* 
séquenty  sur  un  nombre  d'onoes  marqué  par  x,  il  doit  y  avoir 
2^  d'onces  d'argent.  On  trouverait  de  même  que    -^ ,    -ç  , 

expriment  les  nombres  d'onces  d'argent  pris  sur  le  second  et 
le  troisième;  lorsque  le  quatrièn^e  est  formé;  mab,  d'après 
l'éaoncé^ce  quatrième  lingot  doit  contenir  8  onces  d'argent  ; 

on  a  donc  pour  première  équation ,  2r  ^  J^  -|-  î-  =t    8 , 

ou ,  chassant  les  dénominateurs 'JX'^  ioy-^^z=st2S  j 

On  trouverait  par  rapport  an  cuivre,  3a:  +  3y  +  «72=:  60  > 
et  par  rapports  à  l'étain, ^^  ^t"     y  +  5zs=:  68  ) 

Comme  dans  ces  trois  équations,  les  coefUcîens  de  y  sont  les 
plus  simples^il  oonjvient  d'éliminer  dfabord  cette  inconnue. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  4  et  retranchons  la 
première  équation,  du  produit;  il  vient    Sx+2^^117. 

Multipliant  la  troisième  équation  par  3, 
et  retranchant, la  deuxième ,  du  produit ^ 
on  trouve ,.  .  ; •> i5x-f-    82=:::  i44 

Multipliant  cette  d^nièçe  équation,  par  3  et  retranchant  la 
précédente»  du  produit  »  on  obtient  4oa;^32o,  d*oii  a:=:8. 
Reportons  cette  valedr  de  x  dans  l'équation  i  Sx +82=1 44; 

elle  devient  i:4o+8a=i44,     d'où  2=33. 

Enfin  ;  les  deux,  valeurs  ass;8,ft=s3v  étant  substituées  dans 
l'équation  6vc+j'-lr5«n;s68,  donnent  48+y  +  i5-==68,  d'où 

Ainsi»  pour,  former  une  livre. du^  quatrième  lingot,  on  doit 
prendre  8  onc^^diu  premier,  5  onces  du  second  et  3  onces  du 
troisième.  En  effet,  si  sur  16  once»  du  premier  lingot,  ii  y  a 
7  QnQesd'arg^t9^ur)8onoes,ildoityenavoiruti  nombre  exprimé 

par  ''    ^-.  Pareillement,  — g—  et  î— g—  représentent  les  quan- 
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tités  i'aigent  oonteDiies  dans  5  cubes  éa  sê^né  Im^t  et  3 

j   *    -  -3.       r.  7x8  .    laxS  ,  4x3       128       ^ 

onces  (tD  troisième.  Or  on  a  •^— ^  +  — ^—  +  '^-^~  =  — ^-  =  o: 

16  10      '      16  16  ' 

aiml  le  quatrième  lingot  contient  8  onoes  d'argent,  ciiipuDe 

l'exige  l'énoncé.  On  vérifierait  de  mène  les  conditiens  relatiUM 

au  cuivre  et  à  l'étain. 

57.  Voici  (es  énoncés  de  nouveaux  problèmes  k  me  et  à  pla- 
sîeurs  inoonnues,  sur  lesquels  nous  ei^ageonsles  commençans 
à  «^eiercer. 

Huitième  problème*  Un  ouvrier  peut  fidre  un  certain  aur 
vra^  ^xpnmè  par  a^  dans  un  temps' exprimé  par  h;  un  second 
ouvrier^  Pomwige  c  dans  un  temps  à;  un  ùwsièmêj  Vom^rage  e 
dans  un  temps  f .  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois 
fiUinrierSj  travaiUant  ensemble j  pour  fhire  V ouvrage  g?    • 

(  Ou  peut  prendre^  pour  fixer  les  idées,  la  toise  pour  unité 
d'ouf^rtige,  et  le  jour  pour  unité  de  temps»  ) 

Réponse,       ^  =  _^^^. 
Application,  *  .  ; 

on  doit  trower  x  =:  la. 

Neuvième  problème.  On  a  de  teau  de  nher  qui;;  sur  3^»  UiH^s 
poids  ,  contient  i  lii^re  de  seL  Combien  faat4l  ajouter  d^eau 
douce  à  ces  3a  livres ,  pour  que ,  sur  3â  Upres  au  nouveau 
mélange  j  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à  2  onees  y  ou  }^  de 
/«w*?(Rép.a24'.) 

Dixième  probité.  Une  montre  marque  midi.  On  demande 
combien  de  foie  les  aiguilles  se  rencontreront  depuis  midi 
jusqu'à  minuit,  ei  à  quelle  heure  se  fera  chaque  rencontre? 
(Rép.  Nombre  des  rencontres,  11  y  i**  rencontre,  à  l'S'.-^y 
a«  rencontre,  à  a*  10'  |^;  3%  d  3»  16'  -jt. ) 

Onzième  problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres  ; 
/a  somme  des  chiffres  est  11;  le  chiffre  des  unités  est  doiihle 
de  celui  des  centaines  ;  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre. 
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on  obtient  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé*  Quel  est  le 
nombre  qui  Jouit  de  cette  propriété  ?  (Rép.  326.) 

Douzième  problème.  Une  personne  qui  possède  100,000 /r.  | 
les  fait  valoir,  une  partie  à  5  pour  |  et  l'autre  partie  à  4  pour  |  ;  \ 
elle  retire  pour  le  tout  4640  fr.  d'intérêt.  On  demande  les  deux  ! 
parties?  (Rép.  64|000  et  36,ooo.) 

Treizième  problème.  Une  personne  possède  un  certain  ca- 
pital  qu'elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne 
qui  possède  I0|000  fr,  de  plus  que  la  première  j  et  qui  fait 
valoir  son  bien  de  i  pour  |  plus.aifantageusement  qu'elle  j 
a  un  reçenu  plus  grand  de  800  fr.  Une  troisième  personne  qui 
possède  1 5^000  fr,  de  plus  que  la  première,  et  quifai^t  valoir 
son  bien  de  a  pour  |  plus  apantageusement  qu*eUe,  a  unre' 
venu  plus  grand  de  i5oo  fr.  On  demande  les  biens  des  trois 
personnes  et  les  trois  taux  df  intérêt? 

(Sommes  placées    Sb^ooo^     ^ofioo^    4^>^^^* 
Taux  d'intérêt,  4,  5,  6.) 

§  m.  Problèmes  qui  donnent  lieu  à  des  résultats 
négatifs.  Théorie  des  quantités  négatives* 

58.  L'emploi  des  «ignés  algébriques,  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes I  donne  souyent  lieu  à  des  circonstanoes  singulières  qui 
embarrassent  au  premier  abord;  mais  en  y  réfléchissant  1  on 
parvient  à  les  expliquer ,  et  même  à  en  tirer  parti;  pour  géné- 
raliser encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  TVout^er  un  nombre 
quij  clouté  au  nombre  b^  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution,  Soit  x  le  nombre  cherché ,  on  a  évidemment  pour 
équation , 

.    i  4-^=0,     d'oi    xsisa  —  b. 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé. 

Soit; par  exemple /a=47 9  ^=^9>  iï  vient  07=47—^9=  *8- 


SottenGorea=:249&=3i;  ilTientx=:24""3^- 

Comme  3i  est  égal  II  24  +  7  >  cette  expression  de  r  peut  se 
mettre  sous  là  ibrme  j:=  24""^4"'  7>  o*^  réduisant  x=  —  qi. 
Cette  Taleur  obtenue  poinr  a::  ^  est  ce  qu'on  appelle  une  solution 
nêgadpe.  Mais  comment  l'interpréter? 

Si  l'on  remonte  à  Ténoncé  du  problëme^  on  Toit  qu'il  est  im« 
possible  que  3i  augmenté  d'un  nombre,  donne  pour  somme ^ 
24,  nombre  plus  petit  que  3i*  Ainsi ^  aucmi  nombre  ne  peu( 
térifier  Pénonoé,  dans  ce  cas  particulier.  Cependant ,  si,  dans 
l'équation  du  problème,  3i  -f^  je=24y  on  met  à  la  place  du 
terme  -^jp,  fat  valeur  négative  —  7,  il  vient  3i  —  7  =a4  ^ 
équation  exacte  qui  veut  dire  que  le  nombre  3i  diminué  de  7>. 
donne  pour  différence  24' 

La  solution  n^a^£ve^x=^-7,  indique  donc  l'impossibilité 
de  satisfaire  à  l'énoncé  du  problbne  dans  le  sens  où  il  a  été  éta- 
Ui  ;  mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son 
signe,  c'est-À-dire,  07=7 ,  on  voit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé  mo- 
difié ainsi  :  Trouper  un  nombre  qui,  retranché  de  Zi,  donne 
pour  différence  24^  énoncé  qui  ne  diffère  du  premier  :  Trouper 
un  nombre  qui,  ajouté  d  3i^  donne  pour  somme  24^  qu'en- ce 
qae  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mot  retrancher^  et 
le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  l'on  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement ,  il  n'y 
a  qu'à  poser  l'équation 

3i— a:  =  24;  d'où  3i  —  24  =  x,  ou  jc£s=7. 

Soit  encore  proposé  ce  proUëme  :  Un  père  a  un  nomire  a 
d'années;  sonjlls  en  a  un  nombre  h.  On  demande  dans  oombieih 
tannées  Vâge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père  ? 

SiAitiom, 

Désignons  par x  le  nombre  d'années  cbercbé; a+xeib^x 
représentent  les  âges  du  père  et  du  fils,  au  bout  de  ce  nombre 

d'aonées;  ainsi ,  l'on  a  l'équation i  +  x= ^i^id'oùx=^î^. 

4^  '  3 
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Supposons  a =54,  *  =  9  ;  il  vient  x  =  lîZI^Ë  —  i^— fi. 

ô  3 

En  effet,  le  pire  ayant  actnellemènt  54  ans  et  le  fils  9 ,  dans 

6  ans  le  père  aura  6ô  ans  et  son  fils  i5;  or  i5  est  égal  au  quart 

de  60  ;  donc  a? = 6  satisfait  à  Fénoncé.  /  ,<^ 

Actuellement  >  supposons  0=45»  6=1 5 j  il.TJent  x  =  ^""    ■ . 

\  Cette  expression  peut  être  réduite  à  x  =  —  5 ,  en  effectuant , 
autant  que  possible,  la  soustraction  indiquée  par  45  —  60 ,  ce 
qui  donne  —  1 5,  et  divisant  —  1 5  par  3 ,  d'après  la  règle  établie 
(n^  ^)  dans  la  division  algébrique.  Mais  comment  interpréter 
la  soluHon  négative  j:  =  —  S? 

Remontons  k  l'équation  du  problème,  qui,  dans  le  cas  parti- 
ca}îerquenouscofDsidéroBSiesti54-a7=f:i-*-7^.    Elle  ren- 

ferme  une  contradiction  manifeste;  car  le  second  membi«re- 

45       ^ 
Tient  ^  "T  +  7  i  ^*  chacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite 

que  chacune  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  Ton 
rerapIdcedansI'équation,-f~^par — 5,îlvient  i5— 5=âlZIÏ^ 

4o  4    ' 

ou  10  =£  ^ ,  équation  exacte ,  qui  veut  dire  que  si,  au  lieu  d'a- 
jouter un  certain  nombre  d'années  aux  deux  Ages^  on  en  re- 
tranche 5  ans ,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi , 
la  solution  que  Ton  vient  de  trouver,  étant  considérée  indépen- 
damment de  sou  signe,  satisfait  è  ce  nouvel  énoncé.  Unpèrm  a 
45  ansj  sonJUa  sn  a  i5;  on  demandé  à  quêUe  époque  l^âge  du 
fils  a  été  le  quart  de  celui  du  père'> 

L'équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5—  x  =  ?    ~^'  ^ 

tfoà  l'on  tirerait  60  —  4^  =:  4^  — -c  et  x  =  5. 

On  voit,  en  effet,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'énonce 
du  problème,  que  le  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père 
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l5  I 

étant  actoellemént  TEi^^^f  ^'^^  ^^  ^1^  *^^  P^^^  pl^  de- 
venir le  quart  de  celui  du  père ,  mais  il  l'a  été  précédemvxent , 
parce  que ,  pomme  ou  l'a  prouvé  (n®  6)  d'une  maaière  géné- 
rale, en  ajoutant  aux  deux  termes  d'une  fraction  un  même 
nombre,  la  fraction  augmente  toujours  de  yaléur.  Au  contraire, 
die  diminue  de  valeur ,  lorsqu'on  retrandie  un  même  nombre 
de  ses  deux  termes. 

59.  £n  nous  laissant  conduire  par  l'analogie ,  nous  pouvons 
établir  ce  principe  général: 

i^.  Toute  valeur  négative  Hromfée  pour  Ifinconnue  cPun 
problème  du  premier  degré  j  indique  un  vice  dans  le  sens  des 
conditions  de  Vénoncéj  ou  du  moins  ^  dans  Inéquation  qui  eu 
est  la  traduction  algébrique.  (Voyez  la  remarque  qui  est  à  la 
suite  de  ce  numéro.)  2°.  Cette  valeur j  abstraction  faite  de  son 
i^ne  ^  peut  être  regardée  comme  la  réponse  à  un  problème 
dont  l'énoncé  ne  diffère  de  celui  du  problème  proposé ^  qu'en 
ce  que  certaines  quantités,  d^additii^es  qu'elles  étaient j  sont 
devenues  sous  trac  tii^es  ^  et  réciproquement. 

Démonstration.  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à  démontrer.  £n  effet,  si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  né- 
gatiie,  cela  provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  na- 
lare  même  de  l'équation  établie,  on  a  été  conduit  k  sous- 
traire un  nombre  plus  grand  d'un  nombre  plus  petit  >  opération 
inexécutable.  Cest  ainsi  que  les  valeurs  x=:— 7,  07=— 5,  sont 

proYenues  (n**  58)  des  équations  x  =  24  —  31,4?=      'Z   ^  • 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  x,  ne  peut  vérifier 
^'équation  à  laquelle  on  est  parvenu,  en  exécutant  sur  celle 
tiu  problème  les  transformations  indiquées  (n^' 4^ .  • .  45) ,  il 
laut  que*  cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être 
vérifiée  dans  le  sens  oi  elle  a  été  formée;  car  Tezactitude 


(*)  On  appelle  nombre  absolu  tin   nombre  lel  qu^on  le  coneidère  cq 
Arithmétique. 


I 
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<Ie  ces  transformations  est  bien  constatée  pour  toute  équation 
susceptible  d'être  Térifiée  par  un  nombre  absolu  qu'on  y  met- 
trait pour  Tinconnue. 

Souvent,  l'impossibilité  de  résoudre  la  question  ou  Péqua- 
tîon ,  dans  le  sens  o b  elle  a  été  établie ,  est  évidente  à  la  seule 
inspection  y  soit  de  l'énoncéi  soit  de  Péqnation;  les  deux  pro- 
blèmes précédens  en  sont  des  exemples.  D'autres  fois»  cette 
impossibilité  est  difficile  k  découvrir}  mais  la  suite  des  calculs 
finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout  son  jour. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

Obsertons  d'abord  que,  si  dans  l'équation ,  on  remplace  x 
par  —  x,  tous  les  termes  renfermant  x,  s'ils  sont  additifs, 
deviendront  soustractifs  9  et  réciproquement  ^  car  si  l'on  a»  f 
par  exemple  >  le  terme  -^  axy  en  mettant  —  x  &  la  place  f 
de  X,  il  deviendra  +  ^  X  —  *>  ou  -—  ax.  De  mème^  si  Fou  i 
a  le  terme  -^  bx,  il  deviendra  -^  6  X  —  ^>  on  -f-  6x.  Ainsi> 
en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouyelle  équation,  on    ' 
aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  différera  da 
premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités,  d'addîlives  qu'elles 
étaient,  seront  devenues  soustractives ,  et  réciproquement. 

Il  reste  à  laire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  -^  x 
k  la  place  de  x  dans  l'équation,  donne  lieu  au  résultat  x  =  />, 
si  l'on  avait  d'abord  obtenu  x  =  — /i  (/>  est  ici  regardé  comme 
un  nombre  absol  u  ). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problème,  on 
peut  toujours,  par  des  transformations  connues^  la  supposer 
ramenée  à  la  forme  axs=s  —  b  (a  et  6  étant  des  nombres  ab- 
solus). ^ 

De  cette  équation ,  l'on  tire  x  = ,  ou  x  s=  —  - ,  on  bien 

enfin,  X  =  — />»  p  exprimant  le  nombre  absolu  -.  Mais  si  Pon 

met  — -  X  à  la  place  de  x  dans  l'équation  primitive,  on  par* 
vîendra,  en  opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  pre- 
mière, à  l'équation       —  ax  =  —  &. 
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Joîi  x=s ,     oaenfin.     a:=E# 

C«  qu^UJallait  démontrer  (*). 

On  Toit|  par  ce  qui  précède  j  de  quelle  manière  on  doit 
interpréter  les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regar- 
dées, abstraction  faite  de  leur  signe  ;  comme  des  réponses  » 
Don  aux  questions  telles  qu'elles  ont  été  établies,  mais  à  des 
questions  de  même  nature^  dont  certaines  conditions  ont  été 
modifiées  î  et ,  pour  obtenir  le  nouvel  énoncé ,  le  moyen  le 
plus  sÀr  est  de  remonter  à  Inéquation  du  problèmej  d'y  c/uwger 
icn  -*  X ,  puU  de  traduire  en  langage  ordinaire  la  nouPsUe 
équation.  (  Vojes  le  n^  70  pour  la  démonstration  du  même 
principe ,  dans  les  équations  du  premier  àfigcé  à  plusieurs 
inconnues.  ) 

60.  Remarqué.  Le  principe  qu'on  vient  dTétablir  n'est  rîgou- 
leasement  vrai  que  pour  !es  équations,  et  il  ne  Pest  pas  toujours 
pour  les  énoncés  des  problèmes  ;  c'est-à-dire  qael  tel  problème 
peut  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu'en  résolvant  l'équa-* 
tien  établie,  on  parvient  à  une  valeur  négative.  Cela  tient  à 
ce  que  l'algébriste,  dans  l'application  de  sa  métbode  à  la  ré- 
solution d'un  problème,  prend  souvent  certaines  oonditi<ihi8 
dans  un  sens  opposé  à  celui  où  elles  devraient  être  prises  ;  et 
dans  ce  cas,  la  solution  négative  qu'il  obtient  redresse  le  point 
de  vue  sous  lequel  il  a  envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l'équation 
est  vicieuse ,  quoique  le  problème  soit  susceptible  d'être  ré« 
soin  ;  et  ce  n'est  que  lorsque  l'équation  est  la  traduction  fidèle 
de  l'énoncé  et  du  sens  de  toutes  ses  conditions,  que  le  prin- 
cipe est  applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  des  exemples 
par  la  suite;  mais  c'est  principalement  dans  les  applications 
de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie,  que  le  principe  est 
applicable,  moins  aux  énoncés  qu'aux  équations» 

{*)  L^ifnoiicë  du  priacipc  préocdent  et  une  pariie  doladéoionsci^lion,  soat 
exmits  de  l'ouvrage  intitule  :  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Calcul 
éiférenUelf  seconde  ëdiiion,  par  M.  Carnet.  - 
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Au  reste,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur* la  démonstration 
qui  en  a  été  donnée ,  on  i^rra  que  les  rarsonnemens  portent 
plutôt  sur  les  équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations 
sont  regardées  comme  la  traduction  algébrique. 

61.  Dans  la  démonstration  précédente^  on  a  été  conduit  à 
multiplier  +  û  par  —  x ,  i  diviser  —  b  par  +  a ,  —  A  par  —  a  ; 
et  l'on  est  parvenu  aux  résultats  ^  en  appliquant  aux  monômes 
les  règles  des  signes  établies  pour  la  multiplication  et  la  divi- 
sion des  polynômes.  Il  peut  paraître  »  an  premier  abord ,  né- 
cessaire de  démontrer  ces  règles  par  ra[^rt  aux  monômes 
isolés  9  et  c'est  en  effet  ce  que  font  presque  tons  lea  auteurs. 
Mais  les  démonstrations  qu'ils  en  donnent  n'ont  que  l'appa* 
renoe  de  l'exactitude ,  ou  laissent  beaucoup  de  vague  dans 
Fesprit.  Nous  dirons  donc  que  Von  a  étendu  au»  fftumtilh 
monômes  les  règles  des  signes  établies  et  démontrées  pour  les 
polynômes^  afin  de  donner  une  interprétation  aux  résultats 
singuliers  que  fournit  l^ Algèbre,  En  n'admettant  point  cette 
extension^  on  se  priverait  d'un  des  principaux  aitmtages  de 
la  langue  algébrique^  lequel  consiste  à  embrasser^  dans  une 
seule  et  même  formule^  les  solutions  de  plusieurs  questions  de 
même  nature^  mais  dont  les  énoncés  diffèrent ,  par  le  sens  de 
certaines  conditions,  c'est -à^lirej  en  ce  que  certaines  quantitéa 
sont  additiçes  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres^  et 
réciproquement^ 

L'extension  aux  quantités  monômes,  des  règles  établies  pour 
les  polynômes  I  peut  enoore  être  motivée  par  les  considérations 
suivantes  : 

La  démonstration  exposée  n^  17,  pour  la  multiplication  d'un 
binôme  a'^b  par  un  binôme  c  —  d^  suppose  évidemment 
a  >  é  et  c  >  «î.  Si  le  contraire  a  lieu ,  ces  raifonnemens  n'of- 
frent plus  à  l'esprit  aucun  sens  rigoureux;  et  cependant,  la 
règle  des  signes  une  fois  établie ,  on  ne  songe  pas  à  la  réToquer 
en  doute,  quels  que  soient  les  rapports  de  grandeur  de  a,  &, 

Cela  posé,  le  produit  de  a— ^i  par  c  étant  ac^^^bvy  il 
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s'ensuit  qae    le  produit  d'une   expression   n^gaiii^f   a  -*- 1> , 
{a  étant  <  b)  ,  par  une  quantité  positive  c ,  est  négatif. 

De  même, /le  produit  de  b  par  t— d  étant  bc'^bd ^  il  en 
résulte  que  le  produit  d'une  quantité  positive  h  par  une  exprès^ 
sion  négative  c  —  d  (c  étant  <Cd),  est  négatif 

Enfin,  le  produit  de  a^b  par  c  —  d  étant,  comme  on  Pa 
TU,  ûc  — ic — ad  +  bdj  expression  qui  peut  se  mettre  sous 
ta  forme  bd -^ ad -^-^ bc ^ ac y  ou  rf(ft  —  a)  — c{b  —  a),  si 
l'on  suppose  d^c  el  &>»a  ou  A— a  positif,  il  en  résulte  né- 
cessairement rf(i-*-  a)>c(6  —  a),  et  par  conséquent , . . . 
d{b  —  fl)*— c(6'— a),  positif.  Donc  le  produit  d*une  exprès^' 
ào»  négaiive  a  — b  par  une  expression  négative  c — d.  , 
(a  étant  <  ft  et  c  <  d)  ,  est  positif. 

Cest  d'ailleurs  là  ce  qui  constitue  Vun  des  caractère»  dîs- 
tincttfsde  UAlgèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie, 
les  raisonnemens  portent  toujours  sur  des  êtres  r^els  que  l'es- 
prit peut  saisir ,  tandis  qu'en  Algèbre ,  on  raisonne  et  l'on  opère 
le  plus  souvent  sur  des  êtres  imaginaires  ,  ou  sur  des  symboles 
jnrésentant  des  opérations  inexécutables;  mais  l'exactitude  des 
résultats  qu'on  obtient  par  ce  moyen,  et  auxquels  ou  parvien- 
<lrait  également  par  des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beau- 
coap  plus  longs,  justifie  snflBsamment  la  marcbe  qu'on  a 
suiTie. 

62.  Gomme  les  règles  des  signes ,  relatiyes  aux  monômes , 
sont  d'un  usage  continuel  en  Algèbre ,  il  est  à  propos  d'en 
présenter  ici  l'ensemble.  ly ailleurs,  nous  en  verroM  dériyer  de 
iKm?eUes  expressions ,  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  +  ^  ou  — b  arec  une  quantité  exprimée  par  c, 
»i  faut  écrire  a  +  ^  ou  a  —  i,  c'est-à-dire  écrire  Us  deux 
"ionomes  Vun  à  la  suite  de  l'autre ^  avec  leurs  signes  respectifs . 
(%-*«n*i3.) 

Pour  soustraire  -^b  ou  -^b  de  a,  \\  faut  écrire  a— -6  ou 
<i+^9  c'est-à-dire  changer  Je  signe  du  monôme  à  soustraire, 
et  récrire  avec  son  nouveau  signe;  à  la  suite  de  celui  dont  il 
faut  soustraire.  (  f^^ojréz  n?  1 4*  ) 


(n*>  25). 
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Quant  à  la  multiplication  et  à  la  division ,  \ 

-f-aX+i  ou  — a.X^ — b  donne  pour  produit  +  ai ï      ^ 
— cX+A  ou  +aX — &  donne  pour  produit -^ûi/         ^ 

+aî+fr  ou  — a:— &  donne  pour  quotient  +•?! 
— o:+6  ou  +a:— 6  donne  pout  quotient  — •  t 

Ces  r^les  donnent  lieu  à  quelques  remarques  imporUnief. 
i^  En  Algèbre^  le  mot  ajouter  et  le  mot  sonwie  nç  doirent  pas 
toujours,  comme  en  Arithmétique ,  ^trainer  avec  eux  l'idée 
d'augmentation;  car  le  résultat,  a^^b^  de  l'addition  de  *— & 
avec  a,  est,  à  proprement  parler,  une  différence  entre  le 
nombre  d'unités  exprimé  par  a  et  le  nombre  d'unités  esprimé 
par  6;  par  conséquent,  ce  résultat  est  moindrç  que  a.  Poinr  dis- 
tinguer cette  espèce  de  somme,  d'une  somme  arithmétique^  oa 
lui  donne  le  nom  de  somme  algébrique.  Ainsi,  un  polynôme 
tel  que  ao' — 3a*è  +  36'c  —  2a*c,  est  une  somme  algébrique, 
en  tant  qu'on  le  regarde  comme  le  résultat  de  la  réunion  des 
monômes  aa^ ,  —  3a*6,  +3i*c,  —  aa^c  avec  leurs  signes  res- 
pectifs ;  et  son  acception  propre  est  la  différence  arithmétique 
entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  additifs  et 
la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  soustractifs. 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algébrique  peut,  dans  les  appli- 
cations numériques,  se  réduire  à  un  nombre  négatif  oa  affecté 
du  signe  -— . 

a**.  Le  tbûloI  soustraire  et  le  mot  différence  n'offrent  pas  tou- 
jours l'idée  de  diminution^  car  la  différence  entre  +a  et  — A, 
étant  a  +  & ,  sui^passe  le  nombre  a  ;  c'est  une  différence  algé-- 
brique  j  parce  que  le  résultat  peut  être  mis  ^ous  la  forme 
a-(-6). 

Au  moyen  de  ces  dénominations ,  les  valeurs  négatives  peu- 
vent, être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par 
exemple,  dans  l'équation  3i-f-a?=îi4*  le  résultat  Jt:=: — 7 
indique  qu'il  faut  ajouter  —  7  à  3i-  pour  obtenir  24 J  et  en 
effet,  3i  +  (—7)1  ou  3i  — 7,est  égala  3^4* 
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Pareillement ,  dans  Téquation  i5-f-x— i:-^— 5 — ,  le  résultat 

r=5  —  5,  indique  qu'il  faut  ajouter  —  5  aux  deux  âges,  pour 
i]tte  Page  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  Eu  effet,  on  a 

i5  +  (  — 5)    ou     i5  — 5=10, 
45  +  (  —  5)    ou    45  —  5=r:4o* 

63.  La  nécessité  d'employer  les  expressions  i^atÎTes  dans 
let «ftfciah algébriques, et d^ofkérer  sur  elles  comme  sur  les  quan- 
tiléi  absolues,  a  eonduit  lés  algébrî^tesà  deux  autres  proposi* 
lions  qui  seront  par  h  suite  d'un  usage  très  fréquent.  En  Toici 
Pénoncé  :  Tbule  quantité  nêgatipe,  —  aj  est  plus  petite  que  o  ; 
et  d»  deux  quantitêa  nigatwes  ^  la  plus  petite  est  celle  dont  la 
vakur  nArnitique  ou  absolue  est  la  plus  grande. 

Ainsi  l\)n  a— a^o  et— a<— ô,  si  a  est  numériquement 
plos  gracnd  que  b. 

Démonstration.  Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propo-  * 
titious,  observons  qu'en  général ,  si  d'un  même  nombre  on  re- 
tranche une  suite  de  nombres  de  plus  en  plus  grands  ,les  restes 
kitent  être  de  plus  en  plus  petits.  Cela  posé ,  prenons  au  hasard 
iD  nombre  entier  ,6  par  exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons 
Rtccessivement ,  i ,  2,3,4,5,6,  7,8,9,....;  on  trouve ,  en 
icrifant  les  différences  sur  une  même  ligne, 

>— 1 , 6 — a,  6—3, 6—4»  6—5, 6—6, 6—7, 6—8, 6 — 9, 

*a  réduisant, 

5,     4»     3>     2,     I,     o,     — f,     — 2i     —3. 

D!o&  l'on  volt  que  —  i  doit  être  regardé  comme  pluf  petit  que 
, puisque  celui-ci  exprime  la  différence  entre  6  et  lui-même, 
tsdis  que  — '  i  exprime  la  différence  entre  6  et  un  nombre  plos 

J^ar  la  qaéiue  raison,  —  i  est  plus  grand  qfie  — a,  — *3.6it 
■s  grand  que  — *  4  >  quoique  les  valeurs  numériques  des  pre* 
Ibres  expressions  soient  moiodres^  que  celles  des  dernières. 
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Autre  démonstration.  Des  que ,  pour  interpréter  tous  les  ré- 
sultats singuliers  que  fournit  la  résolution  algébrique  d'une  ques- 
tion, Ton  est  convenu  de  considérer  les  expressioAs  négatiça 
comme  des  quantités ,  il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  mêmes 
opérations  que  les  nombres  absolus,  on  puisse  parrenir  à  des 
résultats  exacts.  Or,  on  peut  regarder  comme  un  axiome^  que, 
si  un  nombre  a  est  plus  grand  qu'un  autre  b  y  en  leur  ajoutant 
un  même  nombre  d^  le  premier  résultat,  a-^dfeat  encore  plus 
grand  que  le  second,  b  +  d.     ,  \ 

Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o^ — a,  et 

—  a  >  —  {a  +  m),  {a  et  m  sont  ici  des  nombres  absolus ) ,  si 
Pou  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d'elles,  a  +  m^  on 
trouTC  a  +  m'^m  et  TT^^o^ce  qui  est  exact  Au  contraire, 
si  Ton  posait  o<^— aet  —  a<  —  {a  +  m)y  il  en  résulterait 
a  +  m'^m  et  /»<o,  ce  qui  serait  absurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précé- 
dentes, si  l'on  yeut  opérer  sur  les  expressions  négatiuês  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  à  celles  dont  nous  nous 
serrons  suuYent  dans  notre  langue.  Nous  disons  tous  les  jours 
d'une  personne,  qu'elle  a  moins  que  rieuj  pour  exprimer  qu'elle 
doit  plus  qu'elle  ne  possède;  et  de  deux  personnes,  qui,  ayant 
la  même  fortune,  doivent  plus  qu'elles  ne  possèdent ,  que  la  plus  1 
riche  est  celle  qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  on  plusieurs  ' 
inconnues* 

64.  Lorsque  l'on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est- 
à-dire  en  représentant  les  données  par  des  lettres ,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  incon- 
nues, pour  des  hypothèses  particulières  faites  sur  les  données. 
La  détei'mination  de  ces  difierentes  valeurs,  et  ^interprétation 
des  résultats  singuliers  auxquels  on  parvient,  forment  ce  qa'on 
appelle  la  discussi&n  du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à  peu  près  toates 


les  cîrconstanœs  qui  se  rencoiifrent  dans  las  probités  du  pre- 
mier degré. 


R'  A       .  B  R 

Quatorzième  problème.  Deius  courriers  partent  en  même 
Umps  de  deux  points  dîffSrens  A  «/  B  c^une  m^m^  ligne  AR^ 
€t  se  dirigent  dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du 
point  A  fait  m  lieues  par  heure j  et  le  courrier  qui  part  du 
point  B  en  fait  un  nombre  n.  On  demande  û>  quelles  distances 
des  points  A  et  B^  les  deux  courriers  se  rencontreront 

Solution*  Soit  R  le  point  de  rencontre;  appelons  x  et  y  les 
distances  inconnues  AR  et  BR,  exprimées  en  lieues ,  et  a  la  dis^ 
tance  AB  qui  sépare  les  deux  courriers ,  au  moment  de  leur 
départ.  On  a  évidemment  pour  première  équation  , 

aj— ^  =  a....   (i). 

Mais  mt\.n  exprimant  les  nombres  de  lieues  faites  par  beure 
(ce  sont  les  vitesses  respectiTCS  des  deux  courriers) ,  il  s^ensuit 
que  les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x  et  y,  sont 

X  Y 

marqués  par  —  et  -;  d'ailleurs  ^  ces  deux  temps  sont  égaux  ; 


ainsi,  Ton  a  pour  seconde  équation  du  problème,  —  s=-, 

m       n 

oa  bien,  nx  —  my=so (à). 

Combinant  les  deux  équations  (t)  et  (2)  entre  elles/  d'après 
les  méthodes  connues  d'élimination ,  on  obtient 

um  an 

'^m-^n^    ^      m'^n^ 

Taleurs  qn'il  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion.  Tant  que  l'on  supposera  m^n,  d'où  m  —  n^o 
ou  positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera 
résolu  dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet ,  si  le  cour- 
rier A  est  supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B,  on  con« 

7 


g8  mftcvssioif 

coït  i\nk  chaque  instant  il  gagne  du  chemin  sur  celui- ci j 

rintervalle  qui  les  séparait  d'abord,  diminue  dé  plus  en  plus, 

jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'anéantisse  tout-À-fait;  et  alors  les  deux 

courriers  doivent  se  trouver  au  même  point  de  la  ligne  qu'ils 

parcourent. 

Maïs  si  V<m  suppose  m^rif  d'où  m  —  n  <  o  ou  négatif;  les 
valeurs  sont  à  la  jfots  négatives ,  et  deviennent 

am  an 

n —  m      ^  n-^m 

Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  quil  est  impossible 
que  les  'deux  courriers  se  rencontrent  dans  le  sens  âB,  car  le 
courrier  B  allant  plus  vite>  l'intervalle  qui  les  séparait  ne  fait 
qu'augmenter  h  chaque  instant  Mais  si ,  au  lieu  de  supposer 
qu'ils  se  dirigent  dans  le  sens  AB ,  on  suppose ,  an  contraire , 
qu'ils  se  dirigent  dans  le  ^sens  BA ,  les  circonstances  devenant 
alors  les  mêmes  que  dans  le  cas  m  ^  /» ,  il  est  dair  que  les 
deux  courriers  se  rencontreront  en  un  point  R'  du  prolonge- 
ment de  BA.  C'est  ce  qu'indique  d'ailleurs  le  principe  Otabli 
(n""  âg).  En  effet,  changeons  les  signes  de  a:  et  de  y  dans 
les  deux  équaAkms;  il  vient 

m  n]  [  m       zi' 

équations  qui,  résolues,  donnent 


am  _^     ah 


Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énonce,  idans  lequel  on  suppose 
que  les  courriers  se  dirigent  dans  le  sens  BA. 

Soit  maintenant  m  =  /i,  d'où  m  —  /z  =  o  j  les  valeurs  géné- 
rales se  réduisent  à    x=;=  — ,     y  =±=  — . 

o        *^         o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 
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En  remontant  d'abord  à  l'énoncé,  on  Toit  quMl  y  a  impos- 
sibilité absolue  d*y  satisfaire;  c^est-à-dire  que,  dans  quelque 
sens  de  la  ligne  âB,  que  les  deux  courriers  se  dirigent,  ils  ne 
peaTent  i^mais  se  rencontrer ,  puisque  les  deux  courriers  étant 
d'abord  à  un  interraUe  a  l'un  de  l'autre ,  et  allant  également 
vite ,  doirent  conserver  entre  eux  la  même  distance.  On  peut 

doQC  regarder  le  résultat ,  —  ,  comme  un  nouveau  signe  d'im-^ 

possibilité.  En  effet,  si  l'on  reprend  les  é\[]uations  du  problème, 
elles  deviennent ,  dans  le  cas  de  m  =  n , 

X  _^  l     ou     I 

équations  évidemment  încompatibles. 
Cependant,  les  algébristes  regardent  les  résultais  xs — , 

yrn. — ,  comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  ^valeur  infinie.  £n  voici  la  raison  : 
Lorsque  la  difl<érence  m  —  n ,  sans  être  tout- à-fait  nulle,  est 

supposée  très  petite,  les  deux  résultats, ,  —,  sont 

très  grands. 

Soit,  par  exemple^  ns  —  nsss 0,0,1,  maesS;  d'où. 

/i=:3  —  0,01=2 ,99.  Il  vient 

am  3c8         ^  an     

Soit  encore  m  —  713=0,0001,  in  =  3,d'oii  ^^  =  2,9999,  il 

.    ,         am  ^  an 

en  résulte =3ooQoa,  — =  ^)9999a* 

m  —  n  Tn^^^n         •'•'*' 

liln  un  mot,  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n'est 

)ia$  nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances 

du  point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ,  devienneuL 

de  plus  en  plus  grandes ,  à  mesure  que  cette  différence  diminue. 

.7- 
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Donc,  si  l'on  suppose  cette  différence  moindre  qu^aucune  gran- 
deur donnée j  les  distances , ;—  sont  plus  grandes 

m  —  n     m  —  n  , 

qu'aucune  quantité  donnée^  oa  infinies.   On  dit  alors,  pour 

..  ,    1  ûrm  an 

abréger  :  soit  m  —  n  =r  o  ,  il  en  résulte  x  =  — ,  >*  =  —  j 

râleurs  inRnies. 

G>inme  o  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s'ensuit 
que  Ton  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d'une  grandeur  qui  peut  décroftre  autant  que  l'on  veut.  De 
même ,  comme  un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand 
que  son  numérateur  est  plue  grand  par  rapport  à  son  dénomi- 
nateur ,  il  s'ensuit  qu'une  expression  telle  que  —  (A  étant  un 

nombre  absolu  quelconque) ,  est  très  propre  à  exprimer  une 
(juantilé  infinie,  c'est-à-dire  une  quantité  plus  grande  qu'au- 
cune quantité  assignable. 

U infini  s'exprime  encore  par  un  huit  renyersé  j  ooj  et  pr 
conséquent ,  une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée, 

A 

ou  o  y  peut  aussi  s'exprimer  par  —  *,  car  une  fraction  «st  d'au- 
tant plus  petite,  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  raf)- 
port  à  son  numérateur.  Ainsi ,  o  et  — ,  sont  des  sjinboles  sy 

nonjmes;  il  en  est  de  même  de  —  et  oo. 

]Sous  ayons  insisté  sur  ces  dernières  notions,  parce  qu'il  y  a 
des  questions  d'une  nature  telle,  queJ^Hnfini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exem- 
ples fréquens  dans  V application  de  V Algèbre  aux  question*  de 
Géométrie. 

£n  résumant  ce  que  nous  Tenons  de  dire ,  dans  le  cas  dt 
m  =  nf  on  voit  qu'il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  solu- 
tion du  problème ,  en  nombres  finis  et  déterminés  ;  mais  Toa 
trouve  des  valeurs  infinies  pour  les  inconnues. 

Si ,  à  Fbypotbèse  m  =£  »^  on  ajoute  celle-ci ,  a  =  o,  les  deux 
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valeurs  deifîennent  x  =  -,  jf  =  -.  Quel  sens  doit-on  attacher 

à  ce  nouTeao  résultat? 

Reprenons  Ténoncé^  et  observons,  que ,  si  les  deux  courriers 
vont  également  vite  et  partent  du  méçie  point ,  ils  doivent  être 
toQJours  ensemble,  et  par  conséquent,  se  rencontrer  en  tous  les 
poiDts.de  la  ligne  qu'ils  parcourent  Et  en  e£Fet^  les  équations 
devienaent,  dans  la  double  hypothèse,  /7»=^  »,  ^=30.. 

mm]  l  X.  —  y=  o, 

équations  qui  rentrent  l'une  dansPautre.  Ainsi  la  question  est 
tout-à-fait  indéterminée  (n®  55) ,  puisqu'on  n'a  réellement  qu'une 
équation  entre  deux,  inconnues. 

L'expression  -est  donc,  dans  ce  cas,  le  ^ymàolt  d*une  indéter- 
mination dans  t'énonce. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  paiement  vite,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  7»  ^  ou  <C  n  9  mais  qu'on  suppose  a  =  o ,  on  trouve 
pour  valeurs  x=  o,  ^^2:=  o. 

£n  effet ,  les  deux  courriers  partant  du  même  point,  et  ayant 
des  vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  en- 
semble qu'au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à 
des  résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d'ailleurs  pour  faire 
voir  aux  oommençans  de  quelle  manière  l'Algèbre  répond  à 
toutes  les  circonstances  de  l'énoncé  d'un  problème. 

Kous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente j  mais 
auparavant ,  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  impor- 
tance dan&  les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement ,^on  peut, 
au  moyen  des  formulés  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues, 
ol tenir  par  de  simples  chan^emens  de  signe  j  celles  qui  con- 
V  lennent  à  de  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés 
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De  dlffërent  de  celui  du  problème  proposé  ,  que  par  le  sens  de 
œrtaînes  quantités  qui ,  d^additiyes  qu'elles  étaient ,  sont  deTe- 
nues  soustractîires ,  et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvrier,  résolu 
(n®  47)*  ^^  supposant  que  Pouvrier  reçoive  pour  son  dé^mpte 
une  somme  c,  on  a  les  équations 

y  >,     d'où    ar  =  — -rx>     y=       ,  >  - 

Mais  ,  si  l'on  suppose  au  contraire  que ,  tout  décompte  fait , 
l'ouvrier,  au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c,  les  cqua- 

tions  seront  alors    ,  -^  i  ou   i  ,^ 

by — ax^=ic  )  \  ax  —  by  =, — c, 

(on  a  changé  les  signes  de  la  seconde  équation.) 

Or  il  est  visible  que,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations . 
on  peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  leur 
correspondent,  en  changeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les 
valeurs  précédentes,  ce  qui  donne  ' 

bn  —  c  a«-f-c 

^~  a  +  b  '    y~  a  +  b' 

Afin  de  le  prouver  rigoureusement,  désignons  pour  le  mo- 

,    ment  —  c  par  d}  les  équations  deviennent  alors  <  i,   JI  j 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celle  dtt'premia*Nénoncé,  qu*en 
ce  que  c  est  changé  en  d.  Ainsi,  l'on  trouvera  nécessairement 

bn  +  d  an  —  d  i 

Actuellement,  si  Ton  remplace  d  par  sa  valeur  — >  c,  il  vient 
bn  '\-  ( —  c)  an  —  (  —  c) 

ou  bien,  en  appliquant  les  règles  établies  (a**  6a) 
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x=*2£lf.    ^  =  f2+f.  C.Q.F.D. 

a+b       -^        a+b  ^ 

Oq  peat  comprendre  sous  les  mêmes  formoles  j  les  résultats 
qui  conyiennent  aux  deux  énoncés^  en  écrivant 

bn:hc  «/» :T^  c. 

(Le double  signe  dz  s^énonce  plus  ou  moins;  les  signes  supérieurs 
correspondent  au  eas  où  l'ouvrier  reçoit,  et  les  signes  inférieurs 
à  celui  où  l'ouvrier  ^it  nn^  somme  o«) 

Ces  formules  comprennent  encore  le  cas  où,  tout  décompte 
fait,  Touvrieret  la  personne  qui  l'emploie,  sont  quittes  l'un  en -* 
vers  l'autre.  Il  suffit  de  supposer  c=:  o,  ce  qui  donne 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  i  ^^  fH    * 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d'un  problëme  quel- 
conque. En  multipliant  la  première  équation  par  y,la  seconde 
|»ar  b  j  et  soustrayant  la  seconde  de  la  première  ,  on  a 


(af-bd)x  =  cf^bg,    d'où    0:=^^ 

roulerait  de  même  yzi 

Gela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 


«/- 

1°.  à  celles  qqi  ooqviennent  ans  éqnatioBs  i   ,    .    jr         ' 

il  sqffit  de  changer  b  en  —6,  ce  qui  donne 

c/+  hg         ag  —  cd 

'"^af-^bd'    y~af+bd'' 

i'.  s)ux  formules  relatives  anx.  équations  <    ,         ;:         * 
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tl   suflBl  de  changer  6  en  —6  et  ^  en  — /* ,  ce  qui  donne  le» 
formules 

^  _  —  g/  +  %  —  ^<y  ^  g/   ^—?sjr^ 

'^~ —af+bcl~  bd^af    'y~bd  —  af 

La  démonstration  en  est  absolument  la  même  que  dansi 
l^emple  précédent  ;  ainsi  nous  ne  la  répéterons  pas. 

§  IV.  Discussion  générale  des  problèmes  et  des 
équations  du  premier  degré. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes 
du  premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons 
nous  proposer  d'établir,  des  formules  qui  puissent  représenter 
^les  valeurs  des  inconnues ,  pour  un  système  quelconque  d'équa- 
tions renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

D'abord ,  toute  équation  du  premier  degré  à  une  seule  in- 
connue peut,  au  moyçn  des  transformations  usitées ,  être  rame- 
née à  la  forme  aJ?=&;  a  désignant  la  somme  algébrique  des 
quantités  qui  multiplient  l' inconnue,  elbla  somme  algébrique. 
des  termes  tout  connus. 

On  déduit  évidemment  de  cette  équation ,  x= > . 

Observons  en  second  lieu,  que  toute  équation  du  premier 

degré  à  deux  inconnues  peul  être  représentée  par • 

ax  +  by  =:  c.  En  effet ,  si  l'équation  proposée  renferme  des 
dénominateurs,  on  les  fait  d'abord  disparaître  (n^  44)  ï  Téu' 
nissant  ensuite  tous  les  termes  affectés, de  x  et  tous  les  termes 
affectés  dey  dans  le  premier  membre,  puis  faisant  passer  tous 
les  termes  connus  dans  le  second  membre,  on  peut  désigner  la 
somme  algébrique  des  premiers  par  ax,  la  somme  algébrique 
des  seconds  par  by ,  et  ia  somme  algébrique  des  derniers  par  c; 
a,  b\  Cy  sont  alors  des  quantités  entières  de  signes  Quel- 
conques. 
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Soient  donc  propotées  les  deux  équations  {  -/     i   ^  .^   / 

On  obtient,  en  multipliant  la  première  équation  par  V,  la  se^ 
conde  par  b,  et  les  retranchant  l'une  dé  l'autre  > 

(ab'^baf)x=cb'  —  bc',    d'où    j:  =  ^^^=^; 
/  ao  —  Od 


ac'  —  ca' 
•Soient  maintenant  les  trois  équations 


on  trouverait  de  même  y  =  -tt j- 


ax    +  *y    +  c*   =  rf (i), 

c'x  +  Vy  +  c'a  =  cf (2), 

a^o:  4-  i'y  +  c^a  =  rf* (3). 

Pour  éliminer  2  »  multiplions  la  première  équation  par  d ^  la 
seconde  par  c ,  et  retranchons  la  seconde  de  la  première. 

Il  vient  {ad  —  ca!^  x  +  {hd  —  cV)  y=,dc' —  cd\  . .  (4). 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième  > 

on  trouve  (a'c''—cV)  x-^^ib^d —db")y=ird -^dd"..  .(5). 

Actuellement  9  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  réquation(4) 
fwir  b^d — db"f  et  Téq nation  (5)  par  bd — cb'j  puis  retrancher, 
ce  qui  donne 

l{ad—ct/)  (b'd—db")  —  {a'd—da'')  {bd—cb')]x  = 
(dd—ctT)  \h'd—db'')  —  {ddr—d!d)  {bd—cV)', 

ou,  effectuant  les  calculs,  réduisant  et  divisant  les  deux  mem- 
bres par  c', 

(a&V'  — ac'i^  +  co'A"— iaV+icV— c6V)a:  = 
db'd  —  ddb''+  cd'b'—  bd!d+  bddr—cb'd\ 

Donc  enfin, 

—  d^'g^  —  ddb"  +  cd'b"  —  bd'c"  +  bdd"  —  cb'd" 
^  ~ab'd  —  adb"  +  ca'b'  —  ba'd'  +  bda"  —  cb'a!'  ' 
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En  efiCactiiaRt  d^s  calculs  analogues,  pour  élimiocr  xet  2^^ 
ensuite  x  et  y,  on  trouYcrait,  pour  y  et  a, 

_  ad'c"  --  ac'd"  +  ca'dT  ~  dafc'  +  dc'a"  —  cd^a" 
y  "-aVc"  —  ac'b"  +  ca'b"  —  Â?7+15?a"  —  c6V  * 

_iiA^<f  ~  QcfA"  +  da'b"  —  ba'dr  +  bd'a"  —  dVa' 
*  ~^otV  ^  ac'b"^  ca'b"  ^ba'c"  +  icV  —  cè'«'' 

Gomme  les  commeuçans  ne  sauraient  trop  s'exercer  à  abréger 
les  calculs  te  plus  possible ,  nous  indiquerons  ici  un  moyen  de 
passer  de  la  valeur  de  x  aux  valeurs  dey  et  de  z,  sana  qu'on  soit 
obligé  de  recommencer  tous  les  calculs  précédens. 

Observons  que  le  système  des  équations  (i)  ,  (a)  çt  (3)  ,  res- 
terait le  même,  si  Ton  y  mettait  pour  x^a^a',  a" y  les  quantités 
y ,  b\  V  et  6",  et  réciproquement  ;  donc,  si  dans  ^expression  qui 
donne  la  valeur  de  x,  on  change  x  ^uy ,  puis  a,  a\  a!^  qui  sont 
les  oocfficiens  de  x^en  b,  b',  b"  qui  sont  lea ooefficiens  de jr,  et 
réciproquement,  on  obtiendra  un  résultat  qui  ne  sera  autre 
cbose  que  la  valeur  dey* 

Sffisctuant  cet  échange,  on  a 

—  cfg  c'  -^  de' a"  +  ce  a'  ~  adie  +  ac'd"  —  câd' 
^  ~  ba'c"  —  bcà"  +  cb'a"  —  ab'c''  +  ac'b"  —  ^ÔT'  ' 

ou ,  changeant  les  sigi^es  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et 
écrivant  dans  l'un  et  l'autre,  les  trois  derniers  termes  tes  pre- 
miers, et  les  trois  premiers  termes  les  derniers, 

_  ad^c"  —  ac'd'  +  ca'd'  ^  dac"  -h  rfc  V  —  adTa" 
y  —  ab'c"  —  adb"  +  cdb"  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a"' 

Pareillement,  on  obtiendrait  la  valeur  de  z  en  cliangeant 
XjQy  a',  a",  en  «^  €,  c  ,  c", et  riciproquement. 

On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre ,  si  Fon  avait 
«Quatre  équations  et  quatre  inconnues ,  etc. 

A.  B,  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ces  for- 
mules ont  été  obtenues ,  on  sent  aisément  que  ,  pour  un  nombre 
c|uelconque  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'incon- 
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nneMy  Xp  y^  Zr.^  .,U  ne  peut  exisUr^  en  gènéfal,  qu*u,n  seitl 
système  de  valeurs  de  x,  y^  2. .  .^  propre  à  vérifier  ie&  i^ue^ 
lions» 

D'abord  la  proposition  est  évidente  pour  une  équation  i  une 

seule  inconnue,  dx^sb.  Il  n'y  a  que  la  valeur  -  qui  puisse 

y  satisfaire. 

Considérons  deux  équatiqna  k  de^x  inoonnoe». 

Âpris  qu'(»ia  multiplié  la  première  équation  par  kcoeffieteni 
dej^  da98  la  seconde,  et  réciproquement,  le  résultat  qu'on 
obtient ,  en  lés  soustrayant  Tune  de  l'autre ,  peut  être  substitué  à 
roue  des  deux  équations  proposées*  Or,  ce  résultat  ne  ren-> 
fermant  qu'une  inconnue,  n'admet  pour  cette  inconnue  qu'une 
seule  valeur  qui,  reportée  dans  l'i;ine  des  équations  proposées, 
ne  donnera  égalenfent  qu'une  valeur  pour  y.  Même  raisonne- 
ment pour  trois  équations  h  trois  inconnues. 

6^.  L'emploi  des  aoQens,dana  les  notations  desçoeffîeiens,  a 
donné  lieu  à  l'observation  d'une  ici  d'après  laquelle  on  peut 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes ,  sans  être  obligé 
d'effectuer  l'élimination. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  h  deux  incon- 
nues. On  a  trouvé,  pour  les  valeurs ,        . 

cy  —  bc'  ac  —  cd 

1^,  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  va- 
leurs,  form£tk  avec  les  lettres  Si  ethj  qui  désignent  les  coéffl- 
ciens  de  x  et  de  y  dans  la  première  équation ,  les  deux  arran- 
gemens  ab  et  ba^  puis  interposez  le  signe -^ ,  ce  qui  donne 
ab  — ba;  enfin,  accentuez  dans  chaque  terme  la  dernière 
lettre  ;  il  vient 

ab'  —  bo\ 

îi*.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à  cJiaque  inconnue  j, 
reinplaceZj  dans  ce  dénominateur  j  la  lettre  qui  désigné  le  coej^ 
rient  de  cette  inconnue  jt par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité 
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U^ute  connue  ^  en  lakaant  toutefois  Us  accens  à  la  menu  place» 
Diaprés  cela  jsM  ^^hi!  se  change  en  cV  —  bc' , /K)wr  la  valeur 
dej,,  ei  en  ac'  -~  ca' ,  pour  la  valeur  de  j. 

Gonsidérons  acluellement  le  cas  de  3  éqnations  à  3  inconnues  » 
a»  byC  désignant  les  coelgciens  de  x,y^  z^  et  d  hi  quantité 
tonte  connue*  i®.  Pour  avoir  le  dénominateur  commun ^  prenem 
le  dénominateur  ab-— ba>  qui  convient  au  cas  de  deux  incon^ 
nues^  [abstroùtion  faite  des  accens);  introduisez  la  lettre  c 
dans  chaptM  des  deux  termes  àb  ethsL  à  toutes  les  places , 
sckvoir^ adroite ,  au. milieu  et  à-guuclie;  puis  interposez  des 
signes  alternativement  positifs  et  n^^atifs;  il  en  résulte. . .  • 
akc  —  acb  +  cs>I>  —  bac  +  bca  — ^  cba.  Mettez  ensuite  ^  dans 
chaque  terme^  l'accent'  sur  la  deuxième  lettre^  etVaccent"  sur 
la  troisième  lettre;  il  vient,  pour  le  dénominateur, 

ab'c" — ac'V  +  ca'b"  —  ba'c'  +  ic'a''—  cVa\ 

a**.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue  ,  rem^ 

placez  dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 

'  de  cette  inconnue  ,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 

connue  ,  en  laissant  les  accens  à  la  même  place.  Ainsi  pour  z.f 

changez  a  en  d]  pour  j  jh  en  d,  et  pour  z,  c  en  d. 

Cette  *^»j  qui  peut  être  regardée  comme  un  résultat  d'obser-- 
yation  pour  deux  ou  trois  équations ^  est  susceptible  de  s'étendre 
à  un  nombre  quelconque  d'équations  /mais  la  démonstration  en 
est  très  compliquée^  et  sort  tout-à-fait  des  élémens.  Nous  ren—. 
▼oyons,  pour  cet  objet  ^  à  la  seconde  partie  de  l'Algèbre  de 
Garnier ,  qui  en  rapporte  uue  de  Laplace.  Cette  démonstra-- 
tion  est  ei.traite  dos  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences ,  1 77a. 

68.  Voyons  l'usage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules»  dans 
les  applications  particulières. 

Soient  les  deux  équations  5x  —  7^^  =34,  3a; —  i3  y= — 6. 

£n  les  comparant  aux  équations  générales,  aX'+'by  =  Cy 
a'x+by=:c',  on  a  a  =  5,  i  =  — 7,  c  =  34,  a'=3, 
y  =  — i3,  c'  =  — 6. 
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r,  ,     .             1        1      o          1               cb'^^bc'            Qc — ca 
Substitupns  dans  les  formules  x  =     ,/ .  mJ^=    w >  m 

à  la  place  de  a^bjC^d yb\c\  ces  valeurs^  il  vient 


a;=: 


34x—i3  —  (—7)X—6_— 3^X13-^7X6 
5x— 13— (— 7)X3  —  5xi3+7X3 

__44a-4a_-484_ 

— ZT-es+ai*"-  44~ 

o      _     5x— 6  — 34x3     _-^3o— io2_— i3a_^^ 
^•'^~5x-i3-(-7)x3  —  — 65  +  21    ~-44"^    ' 

et  je  dis  que  xr=  1 1  ^^  =  3,  sont  les  yaleurs  propres  à  satis- 
faire aux  deux  équations  proposées. 

Nous  pourrions  d'abord  nous  en  assurer,  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais,  afip  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 
passer  des  formules  relatives  aux  équations  •aor+^j'ssc  et 
a'x-|-  i^jr=c',  à  celles  qui  conviennent  aux  équations  ax — byz=zc 
eta'x — 6'^^=— c',il  suffit  (n®  65)  de  changer  6  en — i,i'  en 

u     ^   i             ,           .   ,                   cX— y— (— i)X— c' 
—0  ,  et  c  en  — c ,  ce  qui  donne  x-= rr- ^-^ — r: r  » 

J^=       w \ b\>cd^  ^**  pour  déduire  de  ces  nouvelles 

formules  générales,  les  valeurs  qui  conviennent  aux  équations 
particulières,  il  faut  faire  a  =  5,  i==7,  c=34,  a's=3, 
f^iS,  c'  =  6. 

Donc  enfin ,  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aux  équations 
proposées,  il  suffît  de  faire,  dans  les  formules  générales  ob- 
tenues précédemment ,  a=:5,  ^ = — 7 ,  c = 34  »  a'£=3 ,  y= — 1 3 , 
<^'= — 6,  puis  d'effectuer  les  calculs,  d'après  les  règles  établies 
pour  les  quantités  monômes. 

La  règle  conêùU  en  général j  à  substituer  à  la  place  dês.cùêf- 
ficieru  a,  b,  a%  b'. .  • ,  leurs  valeurs  particulières  considérées 
a%^c  les  signes  dont  elles  sont  affectées   dans  les  équations 
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particulières ,  et  à  effectuer  toutes  les  opérations  indifjuées  j 
d'après  les  préceptes  établis. 

Ces  applicatîoat  jusUfient  de  nouveau  la  nécessité  d'étendre 
aux  quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les 
polynômes ,  puisque  cVst  le  moyen  de  rendre  les  formules  géné- 
rales du  premier  degré ,  applicables  à  tout  exemple  particulier. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

69.  Il  résulte  de  leur  inspection  que,  dans  les  applications 
particulières  ,  on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs 
fH)ur  réponses  a  des  problèmes  du  premier  degré ,  savoir  :  des 
valeufs  positives  j  des  valeurs   négatii^es  j  des  valeurs  de  Ut 

forme  — ,  cnlin ,  des  valeurs  de  la  forme  - .  Le  problème  des 
•'  o  ,        ^        o 

courriers  a  donné  lieu  à  ces  ^^tre  résultats  que  nous  nous 
proposons  maintenant  d'interpréter  d'une  manière  générale. 

D'abord /^s  'Valeurs  [xisitUfes  sont  ordinairement  des  ihI** 
ponses  aux  questions  y  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant 
nous  observerons  que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les 
valeurs  positives  ne  satisfont  pas  à  l'énoncé.  Si,  par  exemple, 
la  nature  du  problème  exige  que  les  nombres  diordiés  soient 
entiers,  et  qu'on  trouve  des  nombres  fractionnaires,  le  pro- 
blème ne  peut  être  résolu.  Quelquefois  encore  la  nature  du  pro- 
blème ne  permet  pas  que  les  nombres  inconnus  surpassent 
des  ^.oïnbrès  connus  et  donnés  à  priori,  ou  soient  au-dessous 
d'autres  nombres.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  positives, 
ne  satisfont  pas  à  cette  condition  que  comporte  l'énonce, 
mais  qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  équation,  le  problème  ne 
peut  encore  être  résolu.  Ainsi ,  les  valeurs  positii^es  des  in- 
connues sontj  à  proprement  parler,  des  réponses  directes  aux 
équations^  et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question,  qu'au- 
tant que  leur  nature  se  concilie  avec  celle  qu  exige  (^énoncé. 
Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vériCer  une  équa- 
tion ,  sans  vérifier  le  problème  doiit  elle  est  la  traduction  algé— 
ijfique ,  il  suffît  de  rcmarquei*  tju'i/n^  Tnéme  équation  est  la, 
traduction  algébrique  d'une  infinité  de  problèmes,  dont  les 
uns  admettent  tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  «o/u^ 
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tioaj  et  les  autres  n'adractteiii  que  des  nombres  d'une  certaine 
nature. 

70.  Nous  savons  déjà  h  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs 
négaeh^esj  pour  les  prob'tëmes  k  une  seule  inconnue.  Afin  de 
ne  rien  laisser  à  désirer^  nous  allons  démontrer  le  principe  du 
n"  5g  ponr  un  problème  à  plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d'abord  que,  si  Fon  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues ,  les  équations  du  pro« 
blême  ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été 
t'iablles^  car  si  un  système  de  nombres  absolus,  mis  pour 
T,j<,a.,  . ,  pouvait  les  vériCer,  les  équations  qui  en  ont  été 
(léduites  par  la  mètliode  d'élimination,  devraient  elles-mêmes 
exister  pour  ce  système.  Ainsi  l'équation  qui  ne  renferme  plus 
qu'une  des  inconnues,  pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultat 
négatif,  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu,  ce  qui 
serait  contre  Thypolbèse.  Il  faut  donc  rectifier  V  énoncé  du  pro- 
blème, ou  du  moins j  les  équations  qui  en  sont  la  traduction 
algébrique. 

Actuellement,  si ,  dans  les  équations,  on  cbange  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifs, 
les  termes  affectés  de  ces  inconnues  cbangeront  nécessairement 
(le  signe,  et  l'énoncé  du  problème  sera  généralement  modifié 
en  ce  <|ue  certaines  quantités  d'additives  qu^ elles  étaient ^ 
deviendroni  soustractiveSj  et  réciproquement,  , 

Je  dis  enfm  que  ces  modifications  une  fois  faites,  U  noupel 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d'abord  pour  les  in-^ 
connues,  abêtracUon  faite  de  ieurs  eignes.  Ppencnt)  pour  fixer 
les  idées  ^  trois  équations  à  trois  inconnues, 

ax  +  iy+cz=:^,  a  x+JV  +  cV=:if ,  a"x  +  V y+c^z^d', 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné x=p,j<= — ç, 
i= — r;  cbangeons  dans  ces  équations  ,y  et  s  en  — y  et — 2, 
ou  bien  en  y  et  z  (  en  désignant  pour  fe  mometit ,  —  y  et-=-^  2 
pary  et  «').I1  vient 

cx+Jy'+c*'=rf,  ax+iy+cV=(f ,  a'r+Ay+tVŒd'. 
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Or,  ces  équation^  ne  différant  «his  précédentes ,  qu^en  ce  que  y  et 
z  sont  remplacés  par  y  et  t'^  donneront  nécessairement  pour 
résultats:  xr=py  y'ssi — 9,  a'>4=  — r;  d'où,  remettant — jf  et 
—  a  à  la  place  dey  et  a'».  •,  x=p,— j'  =  —  7,  — a=— r, 
ou  bien  enfin^  ^=P)  J'=**9'i  »='")  c«  qu'il  fallait  dè^ 
montrer. 

Ainsi  le  principe  du  n®  Sg  est  vrai  pour  les  '  problèmes  du 
premier  degré  à  plusieurs  inconnues. 

Nous  terminerons  par  cette  bbs^rvatioib  9  que  quelquefois 
l'énoncé  d'un  problème  n'est ,  par  sa  fiature;  suioe^tiMe  d'au- 
cune niodifîcation  ;  dans  ce  cas ,  les  ^ùaùsuré  négatip^è  ne  aont 
que  des  solutions  des  équations, mp4îrié$|s>  qui  peu^ant^d'ail- 
leurs  être  regardées  comme  la  traduction  algébrique  d'autres 
problèmes  susceptibles  de  modification.  r  "''- 

71.  n  nous  reste  mairitenant  h  înterpfétèr-^lès  ciprt^ôns 

telles  que — ,  -.  .      , .   «/./^ 

■     "     ,'        .        '         .'  .'  .    •.  jff.  <    j 

Soit  d'abord  l'équation  2i  une  inconnue ,  ax=:b,  d'où  a;  =  -  • 

i^.  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données  de 

la  question,  ou  a  a ±1:  0,  il  en  résulte  x=  ~.  "     '' 

o 

Or  Téquatlon  deiiçnt,  dans  ce  mémecas,  0X0:=:^,  etne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que ,  Féquation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme — sssôy  si  Pou  met  i  la  ^oe  de  x^  des  nombres 

de  plua  /ça  .plus  grands  9  --^.difiérera  de  moins  en  inoins.,de  o ,  et 

l'équation  approchera'  de  plus  en  plus  d'être  exacte;  eu  sorte 
qu'on  peut  pupndre  pour  x  une  yaléur  assei  grande  pour  que 

—  soit  moindre  qu'aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  Algébristes  ont  coutume  de 
dire  que  l'infini  satisfait,  dans  ce  c«s,  à  féquation  3  et  il  j  a  de» 
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qaettious  pcmr  lëtguellct  ces  sortet  d«  réraltaU  forment  uneTé- 
ritable  solution;  mais  du  tnoias,  il  est  oerUin  que  l'équation  ne 
peut  admettre  de  solution  en  nombre  fini^  et  c'est  tout  ce  qu'on 
Tcul  prouver.  * 
a,\  Si  l'on  a  e^  même  temps,  a=  o,  i  =  o,  la  valeur  de  x 

prend  la  £Drme 0;;;=  -• 

Or,  l'équation  devient  1  dans  ce  cas ,  o  X  x=  o ,  et  kmt  nombre 
fini^  positif  on  négatif,  peut  satis^Aire  à  cette  équation. 

Ainsi  Vèquation  {ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduoiion 
algébrique)  est  indéterminée. 

72.  Cest  ici  te  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  Tex- 

pression  -,  qui  n'annonce  pastMi)onrs  «ne  indétermination^  maïs 

bien  iexiatence  d*un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction ,  lequel  facteur  devient  nul ,  par  f  effet  d'une  hjpotbèse 
particuBëre. 
Supposons^  par  exemple^  qu'on  ait  trouvé  pour  le  résultat  de 

la  solution  d'un  problëme ,  • .  • .  x  s=  ^  ■     s^ . 

Si  Ton  ùit  dans  cette  formule,  asst  bj  il  en  résultexss:  •-. 

o 

liais  remarquons  que  o'  —  &^  peut  (n**  3i  )  se  mettre  pus 

la  forme  (tf  — A)  (a*  +  ai  +  6»),  et  que  a*— *•  est  égal  à 

(a-oi)  (a+ft);  ainsi,  la  valeur  de  xrevient  à 

*-       (a-A)(a  +  i)       • 

Or ,  si ,  avant  de  faire  rhjpothèse  a  ==  b ,  on  commence  par 
supprimer  le  facteur  commun  a«— ft^.la  valeur  de  x  devient 

X  =         "    '    L     ■  »  c^tpression  <|ni  se  rédott  à  x  3=  —  ou 
jf  =  —  ,  dans  l'bypotbèse.  de  a  =  6. 
Soit,  pour  second  exemple,  l'expression 


.11^  niicuauoM  ohnàBjoA 

En  faisant  a=ft,oo  trouve  pour  la  Taleur  de  x,  x  =s  ^,à  cause 
de  Pezistence  du  facteuf  oômmini  <z-— i;  mais  si  Pon  supprime 
d'abord  ce  facteur^  il  vient  «sss  ^^^r,  expresskta  qui  ie  réduit  à 

X = — ,  lorsque  Ton  fait  a  =s  b. 

Gonduoné  de  là  que  te  symhole  -  M  quêîquefiU  en  Algèbre 

l'indice  de  ^existence  d'un  fucieue.  commun  entre  les  deux 

termes  de  la  fraction  qui  se  réduit  à  cette  firme.  Ainsi  j  arant  de 

rien  prononcer  sur  la  Traie  Taleur  de  la  fraction ,  il  fsnt  s^as^r 

surer  si  ses  deux  termes  ne  reotemeni  pas  un  facteur  bqttimùo^ 

Dès qu*i!  n'en  existe  pas,  on  conclut  que  l'équalîon  est  réellement 

indéterfnîniè.  S'il  en  existe  un,  on  le  supprime^  puis  Of  fait  de 

nouTCau  PLjpothëse  particulière  ^  ce  qui  donne  la  vraiie  valeur 

de  la  fraction  >  qui  peut  encore  se  présenter  sous  trois  ibnnès} 

A    A    o 

s ,  —y  -;  auquel  cas^  l'équation  est  dé  terminée  j  impossible  en 

nombre  fini,  ou  wndéHrminâe. 

Cette  observation  est  très  utile  dans  la  discussion  des  pro- 
Mêmes» 

7$.  Revemniff  à  n^tre  olijçtji  et  popsid^i'ons  maintenant  les 
deux  équations  à  dei^x  inop^nn^^  j    ^^       ^  ~  ^l  7     ...     , 
On  a  trouvé  (n^  66)  pour  les  valeurs  de  x  et  dej^» 

Supposons  que  l'on  ait  oÀ^— fta'nro,  les  numérateurs  cV-^bc'^ 
ac'— co^^ét^nt d'ailkun  difikos  de  o;  les  valeurs  ie  thètàmii»  à 

_  A  _B 
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P(Nirint4»*préteroe8iésitltatSyi«iiiarq«oiisqiie>deré^         « 

ail 
càf^^bd'ssi^^^fa  tireiJ^ss-T'^d'oii^siilMrtitaaBteette  iralenrdans 

l'équation  o!x  +  Vy^=ic\         ."T"  * "'^  *^^  ^'» 
ou^  i^Msantle  dénominateur  et  diTÎaant  par  Vy 

équation  4ont  le  premiec  membre  est  identique  ayec  celai  dé  la 
première 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  j  car 

dniPinépIîté  «y  ^  A</ ,  on  d<dwt  c  ^  ^ . 

.  On  Toit  doue  que  les  deiit  équations  proposées  ne  peuvent  être 
wat^faites  simiiltanément  par  aucun  système  de  vaUur§finies  de 
Xetdej. 

Si  Pon  a  en  même  tànps^  ob'^^bi^^sOy  c&'— fcc'=o,IaTaleur 

de  X  se  réduit  à  x  ^=  - ,  Taleur  qu^il  faut  interpréter. 

Les  deux  équations  proposées  peuTent,  en  vertu  de  la  relation 

!ax'\'by  =  c, 

équations  ((ui  rentrent  nécessairement  Tune  dans  l*autrêj  car  de 

Ac' 
la  relation  cy-^j&p^T^so^.en.dédmt  c.i?^ '^^ 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n^iTéellement  qu^une 
seule  équation  entre  deum  inconnues.  Donc>  la  question  est  in^ 
déUrminée. 

^•^simBak\eLTàelàioaifd/'*^hdvROfAùn^ 

^  cba'     ' 

titnant  dans  la  relation  bc' —  &c/s=  o, ^mbc'=o,  ouréduî- 

a     . 

8.. 


ii6  nufivmMOff  oiicéftAiJz 

•  mtilf  <a'  •*-  oc'  ssso ,  OM  peut  oonclare  que  »  sî  la  valeur  de  x  est 

dé.ktjbmm^,  ia  vaUur  de  y. est  ohriKAuaasT  tie  même  forme, 

et  riciproquement, 

Je  Aie  généralement^  CAV ,  bï  l'dn  avtiit  efi  même  temps  b^=o, 
y  =  o,  les  deux  expressions  ab'  '■^ba\  cV  — bc' ^  seraient  né- 
oessaîrement  nulles ^  sans  qu'il  en  résultât  aucune  Taleur  déter- 
minée pour  ac'  —  cd. 

'  Dans  oe  cas  particulier ,  les  deux  yaleurs  de  or  et  de  y  se  ré- 
duisent à 

o  ac'  *—  ca'        A 

a;=-,ety= ou  — . 

o       -^  o  o 

Réciproquement^  sî  l'on  avait  à.  la  fois  asso,  a'  =:  o,  il. en 

résulterait 

cb'  ^bc'         A  o 

xss ou  — ,  et  y  =  -. 

o  o  -^         o 

Mais  ce  cas  particulier  n'est  guère  admissible,  puisqu'alors» 
les  équations  proposées  se  réduiraient  à  deux  équations  à  une 
seule  inconnue, 

aavoir,    /    ~    /  [  en  supposant  &  =  o,  i'  s::  o; 
et     L/    ZI    /  I  ^'^  «opposant  a  =  o,  a'  =?  o; 

tandis  que  nous  traitons  ici  le  cas  de  deux  équations  à  deux  in- 
connues. ^ 

74.  La  marche  précédente  serait  difficilement  applieahle'au 
cas  oii  l'on  aurait  pins  de  deux  équations;  mais  on  peut  j  sap- 
pléer  par  les  raisonnemens  suivons. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  quatre  équations  {1),  (2)^ 

(3),  (4),  renfemxant  les  quatre  inconnues  x^y^z,  n. 

A  '       *   ,  * 

Désignons  par  -,  la  valeur  de  x  à  laquelle  on  est  parvenu  pau. 

le  secours  de  l'élimination ,  et  supposons  que,  pour  une  certaine 
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hypothèse  £|ite  aiirjes  données ,  on  ait  D  =:  0/  A  étant  quel- 
conque ou  égal  à  o;  }e  dis  que,  dan» le  prenSer  caaffef  i^tks* 
lions  proposé f  9  ne  peuvent  être  aatiefaites  par  des  valeuty  finies; 
et  qi}e,dan8  le  second,  elles  sont  indéterminées^  cru  susceptî* 
bles  d'être  vérifiées  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x» 

>,«;«.'  '  '  .  "\y 

En  e!flet,  îi  résuhé  de  la  méthode  d'élimination ,  qiie  le  sys^ 
tinie  des  équations  (1),  (a),  (3)  et  (4)  peut  être  remjSlacé  par 
quatre  autres  équations^  dont  Tune  est  Dx=  A;  la  seconde  est 
une  équation  en^  et  y\  la  trol^ëme,  une  équation  en  x^j^z^  et 
la  quatrième /Pvné'des'êqualîOnrprbjJdséësr,'  l'équation  (i),par 
exemple. 

Cela  posé^  1*.  si  la  valeur  àe  ar  se  réduit  à  la  forme'^— *,  comme 

•     Q 

l'équation  en  n  devient  alors. . . .  o  X  »=«  A ,  et  qu'elle  est  d'ail  - 

leurs  une  conséquence  cle  Kexistence  simultanée  des  équations 

proposées,  il  faut  que  ces  équations  soient  impossibles  en  nom- 

•h^bs'  fiUfe',  puisque  PëqualionoX*=: A  ne  peut  être  ftitrsfaite 

tiàV 'aucun  Aôtnbre  fini/'  *'   •  T  »  * 

*       o        ' 
a**.  Si  la  valeur  de  jv  se  réduk  à  la  forme  -  (  sans  qu'il  existe 

o   . 

aucun  facteur  commun  entre  l^detix  termes  de  son  expression), 
l'équation  D.t= A  devient  o  X  x^=zo ,  et  peut  être  satisfaite  par 
une  ii^nlté  de  valeûis  di9  4«  .En^su^tiluant  cliacunadc  ces  va- 
leurs dans  l'équation  en  x  et  y^  dont  nous  avons  parlé  plus  haut, 
<^n  p^tiendra  une  infinité  de.y^leiars  corresponddntcs.pour  y  \ 
substituant  tous  ces  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  j^,  dans  l'é- 
quation en  X,'  y,  z,  on  trouvera  une  inllnité  de  valeurs  pour  z; 
ënlSn'î'îit/Hst'ittîoris  tins  be's  i^st^înes  de  valeurs  ^e  x  ,y  eiz^  dans 
W^itldiV![<)^îrén  rêsuftefil' tinè  infinité  de  valeurs  pour  u)  et 
tous  ces systèAies,  ainsi  obtenus ,  satisferont  necessairenifent  aux 
<)uatré  équations^  proposées. 

75.  La  première  partie  de  cette  proposition  n'est  sujette  à  au- 
cune Vestriclloii  ;  toutes  les  fois  qu'on  trouve  pour  la  valeur  de 

TèftiS  des  fncohnucs /un  résultat  de  là  forme  —,  c'est  un  srgnc  ccr- 
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taîa  que  les  équations  sont  impossibles  en  nombres  finis,  da 
moins  pour  cette  Snoonnne* 

Quant  à  la  seconde  partie»  elle  souffre  de  nombreuses  modifica- 
tions*, c'est-i-dire  qu'on  peut  obtenir  pour  une  ou  plusieurs  des 

inconnues,  des  résultats  de  la  forme  -,  sans,  pour  cela»  qu'on 

puisse  en  conclure  que  les  équations  «ont  indéterminées.  Quel- 
quefois même,  l'une  des  inconnues  ayant  uncTateur  de  Im  forme 

- ,  on  obtrent  les  autres  sous  la  forme  — • 
o  a 

Les  système  satvans  en  fournissent  la  preuve  : 

<wp    +  ^  H*  w  =3  rf, 

1*' système  d'équations.  *{  ax   +  *y  +  «  »  *f 

ax    -^^  by  +  es  s:z  if, 

ax    +  ^j  -+■  c*  =  »> 

2*  système. \  dx  -+  dy  +  cjs  =  <f , 

\x  +  iiy  -f-  c»  ecs  rf', 


tax 

A  dx 
(  c^ 

jp  +    ,y  +  ma  =  47 , 


3* 

"  >       I  . 

y 

Si  l'on  applique  les  formules  générales  du  n^  66  au  premier 
système ,  on  trouve 

000 
x=:-,     ^:s=-,     «**-• 
o       "^       o'  o' 

et  cependant,  en  considérant  ce  système t  on  reconnaît  facile- 
ment qu'il  ne  peut  exister  en  nombres  finis  (  les  prcroters 
^membres  restant  les  mêmes) ,  à  moins  que  l'on  n'ait  dss^zsscP . 
11  est  vrai  que  ^  du  moment  oii  cette  relation  existe ,  le  sysp- 
tème  devient  indéterminé j  puisqu'il  se  réduit  alors  à  une 
seule  équation  à  trois  inconnues j  mais  il  n'en  est  pas  moiiM 
certain  que,  dans  son  état  actuel  >  il  y  a  incompatibilité  entre 
les  équations* 

La  première  des  formules  du  n^  66,  appliquée  an  second 

système ,   donne  x  =  -  ,   résultat    qu'il     fout    interpréter. 

Pour  que  ce  deuxième  système  puisse  exister  (les  premiers 
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\  rMtâiit  kl  itténct)  f  il  ùluI  aéoessairèmeDi  que  Fôn  ait 

.    d  ^^  ax  GK  JT '^  €fx^  ' 

et  d  '^  ax  =s  4^  '^  a'x. 

Or,  la  prenûire  4e  ooa  deu  vèlalions  doone 

a  —  a'  a'  ^^a 

Gymme  oes deux  yalean  de  x  doivent  i^aooorder  entre  elles, 

il  en  résulte  l'égalité  de  condition.  • .  » .  -7 =  -i . 

a  —  n      a  —  « 

Tant  que  cette  relation  entre  les  quantités  a,  d ,  a\  (f>a^  d!*^ 
ne  sera  pas  satisfaite ,  le   second  système  sera  impossible, 

quoiqu'on  ait  obtenu  des  yalenrs  de  la  forme  -  ^  pour  chacune 

detfincQniNies, 

Si  cette  relation  est  satis&ite,  la  Taleur  de  x  détiendra  tU^ 

terminée,  et  sera  égale  à  -7 ou  -;j — ^  :  nuis  les  Tideurs 

de  ^  et  de  £  seront  indéterminées,  puisqu'on  n'aura  plus  qu'une 
seule  équation  entre  ces  deux  inconnues* 
Appliquons  les  formules  du  n^  66  au  troisîàni(3  sjfstème;  •  •  •  » , 

on  trouTc  x  s=  >    "**   f  V^,  **"?■/ 

o  ' 

^~  o 


c^ert-à-dire  que  deux  yaleura  sont  de  k  forme  -^ ,  et  l'autre  de 


la  forme  -*• 
o 


o  \ 


Dans  cet  exemple,  pour  que  les  deux  premières  équations 
soient  possi6JP9  simultanément  (kspoeisiers  membres  restant 


letmimes)^  ilfiiat  qu'où  ait p^g;  aaqudoatylesdaaTalenni' 

de  X  et  de  y  te  râdoiaent  anssi  à  la  forme  *. 
•^  o 

Cette  opndition  admise^  je  dis  que  h  ralettr  de  s^  pour  la- 
quelle on  a  trouté  -,  devient  dUiènmnié^  et  qlie  les  deux  an- 
tres sont  inâitarminiêê. 

En  efet,  le  système  se  réduit  alors  aux  deux  équations 

Or  +  J'  +  nurrrp, 

qui  I  retrandiées  IHuae  de  l'autre,  donnent 

(m  —  i»)z=sp— ^r:    d'oib     aç?=£— — . 

Reportant  œtte  yaleur  dans  les  deux  équations,  il  en  résulte* 
l'équation  unique 

Les  cas  quenous  ifenonsd'examiner  8u£Bsentpour  conyaincre, 
i**.qtte,  dans  les  applications  des  formules  générales  à  des  sys- 
tèmes particuliers,  les  valeurs  des  inconnues  peuyent  se  présen- 
ter, les  unes  sous  la  forme  —,  les  autres  sous  la  forme -v^*«  V^ 

le  symbole-,  obtenu  pour  chacune  d'elles^  ne  caractérise  pas 
néoessairemeot  V indétermination  des  équations. 

Le  symbole  —  est  toujours  un  caractère    d^ impossibilité  ;^ 

mais  le  ayinbole—  est  tantôt  un  caractère  d'indétermination V 
o 

tautôt  nn  caractère  d'impossibilité-,   il    annonce   quelquefois» 

aussi  (n"*  7a)  la  présence  d'un  facteur  commun* 

PoVir  savoir  à  quoi  s'en  tenir  sur  sa  vraie  sîgnifieation,  on 

n'a  k'ien  de  mieux  à  fa^requ'a  remonter^  pour:  oliaque  5)r^tcmei 


particuUeri  anx  éqnattoiii  ^e  œ  système  9  et  à  rechercher  direo^ 
tement  les  Talenrs  des  inconnues  j  à  l'aide  de  ces  équalion**    . 

76.  Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  dq  ^i^atîons 

2«  +  3y  +  as=    7,  _  ,,    , 

En  appliquant  les  formnles  générales,  on  trouv  pçur  les  trois 

ÎDconnues 

0  &■  ^o 

'=z>  ^=ô'  '*:ô''  . 

mais  si  Fon  opère  directement  sar  les  équations ,  on  trouve ,  en 
maltipliant  la  seconde  par  3»>*et  retranchant  la  premi^^  d^  ,U 
seconde, 

1  * 

d'où  4P  =    I. 

4«        ...    t. 

Substituant  cette  Taleur  dans  les  tcois  équations,  <m  obtient 

pqair  la  i'%  gy  -h  6«  «»•  i5,   'ou    Sy  .4.  a«  os  6^; 

pour  la  »•, /. . ..;....  :'}    ay  4*  îia^  :tt-'  5';'  • 

et  pour  la  3*,  6y  +  4*  =  '®»   .^*i    3y  +  aa  sb  5. 

La  valeur  de  x  est  donc  déierptinée  et  égale  à  i  ^  quant  mul  , 
Talears  de  ^  çt  de  z ,  ell^  sont  indétarminêtÊ,  puisqu'on  n*a 
qu'une  seule  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

Le  système  prop<Mé  rénti^e  dans  le  second  du  n^  précédent, 
puisque,  si  l'on  divise  la  première  .équation  par  3  et  la  troisîèiAie 
par  a,  les  coeiBcîens  de  j^  et  de  a  deviennent  les  mêmes*. 

Voici  d'ailleurs  comment. on  l'a  formé:. Après  «voir  posé 
arbitrairement  les  premiers  membres  de  ces  trois  équations,  de 
inauîèfé'iôuterois'qtie  les  coeÉciens  de^  et  de  2,  multiplies  en 
croix ,  dans  les  équations  considërées  deux  a  deux,  forment  des 
produits*  ^attX>  on  a  pris  aussi  arbitrairement  les  seconds 
uiétubres  de  la  première  et  de  la  seconde  équation ,  ce  qui  a 


«  +  gy  +  6«  =  ïp  J  l  55  T  ^^  +  ^'  =  y  ' 

ax  +  3y  +  2«  =  7     y  d'où  ^  a  a:  +  3y  +  2»  =  7 , 
PuÎ8|  on  a  déterminé  -  où  J^  ^'aprës  la  i:elal\OB#  •>,^^»,, 

........   cr  ....  I  ."-■      .  •  •     i'-  t,T.,<:-'^.;^  .   1  • 

feè  ^lli  a  donné    d'=  — -,'    A'oii" afi  ou  'ir^s  i3. 

Soit  lenduT«au  «^gième^V  ■    :0  :•  -,  •;  -jo  ^  i  »  .:  ^ 

iix'  —     8y  ^-     &  =  49  »  ', 

qui  cqnU^  encone  dans  leseconpl.da  n""  7$^  mais  ne  aalisfait  pas 

.   a  —  a     .a,-p-a  ,,.  -^y 

'En  âp^liqiaiit' les  formules;  on  trouverait  '  ,       •   . 

.0    *._A*    *  _:.*B'-      '.-«»»     *;*.:'. 

Mais  opfrônsdir^tément  sur  les,  équations.         ,^^      ^.    ^,  ,^^^ 
Multipliant  la.prepiière  p^r  3  et  la  seconde  par .2,  puis  bous- 
trajwint/ôh  obtient  23j;=i  i5;  d  oii  a:=5.  Sujjstîtuant  celte 
valâlirdapa^eé  tr<^  équations,  oii  trouve       .         ^      ^^^^   ,  . 

.  i^  —    92  =  9  >    ou1>ien    )  4^  -j  3s'=  3,  "**'** 
V    aoj^  —  i5s  =  5  )  f  4jj/  — .  3^  =  I.     *    • 


DBS  iqpÂvutm  i>u  Bunan  moiut.  s  2^ 

Lei  deux  clemières  éi|iiatî.ons  sont  évideifliiieftt  impoêaMes 

rimiilUnéineDt;  et^  n  on  leur  appliquait  les  fonnoles  rektiyet 

i  deux  inoonnues.  on  obtiendrait     v  =  — ,  2  s=  - . 

o  o 

Ainsi,  des  trois  mlenrs  -,  ôbtenoes  ci-dessaS|  pour  x^  y^  s,* 

la  premiiire  a  une  signifiksation  déterminée ,  x  a=  5,  et  les  denr 
autres  sont  infinièê. 

77.  An  reste,  toutes  les  fois  qu'on  agit  directeonent  sur  des 
exemples  particuliers,  on  a  d'autres  caractères  à^impossibiliié 
ou  f  indétermination. 

Dans  le  premier  système,  traité  n^  76,  si  Pon  considère  les 


Jeux  équations  /    ^  "*"  ^  * 


3y  +  as  =  5, 

auxquelles  on  est  paryenu  par  l'élimination  de  o;,  et  que,  pour 
obtenir  ^  on  z ,on  retranche  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre, 
il  Tient  0=0. 
De  même,  dans  le  second  système,  si  l'on  retranche  l'une 

de  l'autre  les  deux  équations  1  î^  o    ~     ' 

il  Tient  o  r=  a,  ^lité  absnrde. 

Les  résultats  0^=0  et  o  =  A ,  sont  les  Téritables  caractères 
de  ï^indiiermincUion  j  ou  de  l'impossibiliié  simultanée  des 
équations. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l'examen  d'un  cas  particulier.  C'est  celui  oh»  dans 
les  équations  générales,  on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  éTÎdemment  de  la  lot  de  formation  des  nnmétra-' 
tenrs,  pour  les  Taleurs  générales  des  inconnues  (n^  67), que 
ces  numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps,  c'est-à- 
dire  que  l'on  aA=o,B=o.«..  Cknnme  d'ailleurs  il  n'existe 
aucune  relation  particulière  entre  les  coeflBiciens  a,  b,  c,  et,  V  y  c'y,, 
des  ineoiuiues^  D,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  do 
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ce»  coofficieos,  est  généralei|ieiJt  «lîfiG^rent  d«  o.  Ainsi  Pon  a, 
pQur-êKcUnfs'deg  inconnuei^  a:=Oy  y=o,  ssso...  Ceir va- 
leurs véi'îlJent  CTÎdcilimeiit.  laf.éqnaiionc  proprtféeft. 

St  cependant,  outre  riijrpotJUèse  fjue  Ies<maiilUéa.comiuq«  du 
seconcrinèmbre  soient  nulîes  a  la  foîf^.on  a^enÇQrç^qfjjff  .,l(y^ 
0(>eSicfiens '()es  incoimuesj  la  â*cl.a(i(^  JD p;0|  |^  v^epcs.^^^- 

r;ilN$  9e  jràdtKÎSoBt  ii  la  f^rnie  à'ïitat-*;"  *  j^à=:  -,*  etc.'.' .  *:  *"  '* 

,',.   ...     .  ;     9,iî.'  •  '   '"^»  •■»»  '    ^•'«'  *-"'  "  - 

Or  je  au (jue, |dans  ceci^ii,  le^ ,êy|iytiQpy^Si^f»tÂo(<4^Fff\iy^> 
niaîi»  que  li^i*  *iGipport8  des  îpoql{p^e^^^tdes|ll^|l|ff^^^(^^^ 
i|u'ôn  peut  obtenir  a  raide  (1&$  é^ua^ÎQQS.pi^^^s^^;  v;^  :.iki    . 

Soieut  ci^  eflet|^.tt;o^s^ç<jf^a|ioQ9i,..,    v.    .   ,v,   ^      .>^v^.v* 

aj^-^by^oz^ssm^  Vjc^if-Vjr+c'«=is:b,  û*ar7f-5*y4-c**^o» 
tiansiesqueUeft^pa  8t|ppo^(n^  $7)  4i«9.('4^aiuitD  ta--^  i-^  ; 
fi*?c^ --*.  ûc' **  +  cû'5^  —  Afi'c^  +  ic V— ^'â*  ^  aV'  ' /* 

Elle^  peuvent  être  mises  sous  la  forme  ...  ^\ 

,  ,    •-   ,  -i  f         .'  «   .  •  •         '^  ..,■•• 


'..)• 


Or^  oji  tM'i9Kl«i»tdcii9'premiërefti,  «a  irAitttiit  ^  ct^  coitiibe deux  in- 

.r         ^c' cV      V         Ca'vi^ûo''  V  •    -Tf 

connues,. . .  -  =  —p. — p-, ,  ^==  -—.^ — r— ,  , , 

I/oir  l'on  4dit  qn'^n  donnant  à  %  des  valeurs  enfiéremeni  mot-  . 
ifidres,  ieê  vàtnirs  de  xetde  y  s* obtiendront  à  l'aide  cUc€s  de/ix 
proportions^  dont  Les  second»  mpports  sont  eonstans  et  égaux  à 
des  qu»fiti$és. oOfumee*  ■       ^  -    ^^  «^^  ••'»   .   ..    ^   •/:  »  .^  v«  )    .niy     •• 

Mais, il  reste  à  savoii*  si  ces  valeurs  satisfont  i  huipoiali^uifa 
êijùaiioii.^On  trA>ave,  jsn  1^  suli^Vitua^pt  diUAS  cetieéq^ûw^V  ' 

„       bc  ^^  CD       '  --        ca  '■^  ac    ,      , 
ou^iéd^fsaji^ut  ti«riTAftCieb*leriiies'dMis*uu  onheitfMt^iMiiMl^ 


DU  ^QNwMMM^if -FitnnKR  nKoiti.  i'tiS 

condition  qiU  i?  pnir  lvflP>^kii^r^*«^ti»Mtfec    '  ' 

79.  €eW'iKytiîf  (MMult  ifïàtnretlemcnt  à  Texainèn  d'unr  çîr- 
Miitfràliëé'AHïlI^'ieèond  proTÀerne  3ii  testament,  résolu  (n" 49), 
nouera 'èffiM^ufiexetniil^y  If'ékt  ^ëîle  ob  rénoticé  de  ïa  question 
(conduit  à  nn  nombre  d*éqiia||0n8  féeUemeat  i<lffférëàlei»>  f^tta 
grand  que  celai  dès  inconndeâ  k  déterminer. 

^«()f|MMèto,  "^tù"^  que  là  qéefttion  ren- 

feniiè^M  hfcdéivttéky  ef  ^ffënnèHëità  m  équatWiiSjdiirérènlfs, 
m  étant  >  nVlf'fHHi'^ëWM'èkhifliiner  entré  Wfe«  \in  nombre  n  • 
deê  iquaiioTiB  propotéea^j  poi^'i^  ^Êèrrr  têê  ' valeurs' âen  n  incon- 
yiuifi  éuhffitiêér  fn9uiiê  c€&.vaUur9  dmiB  If  à  m— 'H  ^fçwaMofMÎ 
rtÈtantêBj  ce  qui  donne  tiêu  à  autant  de  relatwnti  entre  les  don- 
nés; et  ce9  4àe^ti&^é'Y^Uthri9  doivent  fire  vêrififeu,  pour  que 
U  problème  sQ^t  poaeiblf^  jjd^  gfjfU  #»  iU  ivxmùi^  J-e«  .m  »—  ti 
rebtioD»  ainsi  obtenues,  se  nomment  équaiiom  de  condition, 

80é  Récapitulation  de  ta  discujtsion  précédente.  Il  réflidte  de 
celle  discussion ,  i^.  qu'un  système  d*éq«ations  du  premier  de- 
{;i^i[  pAi4nl  nomtire  d^incohiiuès^  ne  peut  être  en  générai  satis- 
fit que  d'une  seule  manière  (n^66)  ; 

2^  Qqe  tcmte  vmlêur  p&Hàkm^  trwtwèe^jumi^  ért^^Snc^iH^tie, 
répond  directement  aux  équations  du  problème ,  sans  répondra 
toi^ours  k  l'ononoé  (n*  69)  j  ■ 

3^  Qae  toute  wilèm-'négaiipeine  réponé'qn'indireGtfment 
à  l'énoncé  ou  aux  équations  qni  en  sont  la  traduction  tiV^* 
l)riqQe,  mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dâiui 
wi  sens  purement  algébrique  (n^*  69  et  70)  ;     . 

4"«  Que  toute  expression  de  la /orme  -*,  trOttTée  pour  utïc  ou 

pUnie«f9-de8  fnCônnues,  indique  ton<^  incompatibni(c  dans  le 
sjstome #éqtialion8  proposé,  du  moins,  en  nbinbres^/iû^  pour 
toutes  les  inconnues  (u***  71 ,  73  et  74)  î  ' 
5".  Que  toute  expression  de  la  forme  -  indique,  soit  une  in- 

ilétoriMBatmi ,  mk  use  incompatibilité  in""*  71^,  7?,  "tf^t  76) , 


ii6  iNOHcis  Mt  «oimiAinE  PBOsiiuas 

mais  fjneja  yalenr  d'une  inooipurae,  peut  te  réduîvf  i  -^  par 

TefiTet  àe  la  préseoce  d'an  faete\ff  êiolntfiftn  dam  lai  deux  tertnes 
de  la  firaxftioii;  ce  (|ft'tl  fanf'eMutfinet'  «ttêntiTeménl  (a^  71); 

€^  Que  si  tous  lés  secotidi  mefeftb^ès  da  aystkmed'éqiiaitions 
proposé  sont  nuk ,  les  Taleurs  derienaent  aussi  o  ;  fte  si ,  à 
cette  hypei^se,  m  ajoute  eelte  qti0  le  détuniniialeiir  ocniBuin 
des  Taleàr»  des  inceanoes  soit  o,  fes  vÊmht^  des  sjprtètnie»  de  Ta- 
leurs esl  kiûii;  MsA  que  oiHtalaÉrsecmfftfiMij^ttiiBS  ii  avoir  «ntre 
elles anyuptKMrt: eonslant  (n*^  76} ^ 

7?.  Que,  kn^e  la  nembre  des  éqMtiens  est  plns^grsftidiiue 
cdui  ihs  ÎBoemittes ,  le  prd^lèoie  u^est  possible  ^'SMtaat 
q«e  les  valeurs  dos  kiooimiies  détermkiées  pur  ^un  viashr^ 
d'équatioiiiB  égBX'k  edtJÀ  Àeê  inoonintesi  satiiâat  a4j^'«iit»ei 
équations  (u°  79).  v   ;  •         ''  . 

8t.  Voici  Tés  énoncés'  Ae  noureaux  problèmes  susceptible 
de  discussion  y  on  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt. 

Quinsième  prpblëmè.  Va  banquier  a  cUux  espèces  dé  môn^ 
naie;  il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  icu;  il 
faut  b  pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  mime  somme.  QueU 
qu'un  vient  et  demande  c  pièces  pour  un  dcu.  Combien  le 
banqmefi-lui  dfinnerU'^M.  de. pièces  de  ch^içue  esp^ce^, pout^  le 
saii^aire? 

Seizième  problème.  Trout^r  les  deux  côtés  contigus  c^un 
rectangle^  en  supposant^  i®.  que  ces  deux  côtés  soient  entre 
eux  dans  un  rapport  donné  min;  2l^  qucj  si  l'on  altère  les 
côtés  de  ce  rectangle  (par  addition  ou  par  soustraction)  des 
quantités  données  9l  eth^  la  surface  soit  altérée  de  la  fuan^ 
titéf.' 

(En  supposant  les  f56lés  altérés  par  addition,  on  trouteX 
m(p  —  ab)  ?!(/?>■*  aby  \ 


Dk^vieptiëme  proUëme.'  On  demande  ies  biens  de  trois  per^ 
tonties  A,  fi'/C  ^sachanij  t^.  qûê'ta  soHafie  tiiiiien  de  k  et  de 
1  foie  ^1  ^ff9ir  <if  B  f^iCr^iM  4g^ \è  p$  .a'U fw^^j»  s^mm  4m 
hiend^  B jrl ^e.m/vis',ies hi^mdeA eiC estdgstk 4q; 3^.  fuè 
la  sommes  fslié  bisn  de  C  et  de  n  Jbis  les  Uens  de  Â^et  B  est 
égaleà^r^   .  ■.-   •.     ,     -   .       •         .    •.  .i  i  »        -  ••     < 

Dix-  baitième  prol^làme.  TV^^V'  iWt  U»k  dr.  6  p^n^isnei 
A,  S|  Cfe^D»  S,!  S.if^vr^'  î^'  ^9à4i4iom  Mtfimmes^  :  i\  la 
mme  des  biens  4^  El  et  de^B  est  a;  celle fdes.kimts :dt^  C  jM 
^esthyla  eomtne  des  biens  de  t»  eé¥  estc\  a^  léiie»  de  A 
mtt  m  /m»  At  bien  de  C\  le  bien  de  D  «miuI  n J^û  i«  Hen  dé 
E;  fc  fti^n  del  vaut  p  ybi»  /e  bien  de  B? 

(Ce  probliamd  ,ptut  ,4ét»e  réflola  ]par  le  moyeiv  d'une  seule 
équation  a  fine  seule  inconnue.) 

C«(  dîfiS^ena  énonoéa  sont  extrait  4p  KAlgU^t»,  d»  Id*  hh^ih 
br  4e.Oi;^èv?»,^qm^  x9)ooniniaBd«ble  par  le  cKoU  des  que»> 
tiooa  qu'il  propose  pour  exercices* 


CHAPITRE  IIL 


\>r     !      .^ 


degré.  »  ^ ^    - 

Ss*  Intboductiok.  Lorsque  l'énoncé  d'un  problëme  conduit 
À  une  équation  de  la  forme  ttx*  =s  fr >  dans  laquelle  l'incon- 
nue ^  ,m;9ltjpliée  pair.  eIk|-;4nèiD^j.yAi]W|ti<m  eft  dîti?  4"- 
^eccnd  degré,  et  les  principes  établis  dans  les  deux  diapitnjs 
KéoUcwrseiil  iiwnytms  pour  sa  rétotuficHUi  mais  comine^  par 
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la  division  de  ses  deux  membres  par  a,  elle  devient  a:*  ss  -,.011 

voit  que  kl  question  se  réduit  à  tréapér^un  nombre  qui,  maki' 

K 

plié  par  lui-mémej  peut  produire  le  nombre  exprime  par ''\  c'est 

l'objet  de  l'extraetiùn  de  la  racine  carrée. 

'Wons  avons  elposé,  dans  notre  Arîthmétiqne ,  avec  tous  les 
détails  convenables,  les  divers  procédés  de  l'extraolioti  de  la 
rapine  carrée  des  nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  frac- 
tionnaires; nous  n'avons  donc  à  développer  ici  que  les  règles 
relatives  à  l'extraction  de  la^  racine  carrée  des  nombres  expti- 
mes  algébriquement. 


§  I.  Formation  du  carré  et  extraction  4^  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques* 

83.  G>nsidérons  d'abord  le  cas  d'une  quantité  monOkne;  et 
pour  découvrir  le  procédé,  voyons  conïment  on  forme  le  carré 
'  d'un  monome« 

On  a,  d'après  les  règles  de  la  multiplioation  des  monômes, 

(n«  16),      (5a«i'0'  =  5a*frV  X  Sa^b^c  =î  25a<i«c*  ; 

c'est-à-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  faut  éle~ 
ifer  êon  coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  expoêons  des 
différentes  lettres.  Donc,  pour  revenir  d'un  monôme  carré  à  sa 
racine,  il  faut  i^  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient^  d^a- 
près  les  règles  exposées  en  Arithmétique;  ^.  prendre  la  moitié 
de  chacun  des  expcsans. 

Ainsi  l'on  a     l/64fl«i4  =  8a^b^  ;    et  en  efiet , 
(%i»4*)'==«a35*X8a«4*==;64a»KDemémeV^6Sï^ 
car  (25ai<<?»)*  =  GaSa^AV. 

11  résulte  de  la  règle  précédente,  que  pour  qu'un  monôme 


.  )  p^  wMn^M  ALjoib^^t^  ..  1219 

soit  le  carré  d'un  autre  monôme  y  il  faut  que  son  oo^ficitnt 
Boif'^im'tirri'parjitlti'ei'^âë  éiisf  M  kèpéàns' ibient  'pairs,  ~ 

AWVS?^1W^««  P«^  WWr^JBWftkiWvWtf^  Sm^9ft.p'e$tipa8 
un  nombre  carré  parfait ,  et  que  a  est  affecté  d'un  exposant 
iifappin  ^'^  '   -      '  ^"^"^    *^^^   ''^'■'   V^^-  V-.^-^'-^  "  -"'.      A 

Dans  ce  cas ,  on  f^'<^>#^xl%,ffaapiit44ww>l?»  iS|l<Siilf,.^  «af- 
f^^litda  sig^^r  \/x\u\\A%KOwVm\^^mh .  1^/98^5^»  rC^.  appelle 

iqp9to^eArt9<J4P^^çil4<^iite>fH^.^  ...I.  >>i'..  >•»..;  t 

•.  84/' Ottipèttt/fttdtrtM^/fdti* subît- »  cci'etprtssîbhj'qnérques 
slitt^fièlttfons  fônddë^  ètff  îè  j^HÂcipe'  ^^lit  z'Èd'j^itiëtlà'rrée 
du  produit  de  deux  ou  plusieurs  factetifkiéki'^^^'^àk  ptoduit 
des  racine»  carrées  de  ces  facteurs,  ou  en  langage  algébrique. 

Pour  dôoMmtrerce'.priiici^iab^VTbiisqiie^d^après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  a 

'   '''^{^Wrd[:..Yd£md:\:} '-'  '    '* 

D^un  autre  côté,  . 

Donc,  puisque  les  carrés  de  V^afrc^/...  et  dey/a.  {/b,  \/c.  y/c/,.. 
sont  ^auxy  oesafuaatÂté^vowt  eHeft«*mètiit8s  .égales/ 

Cela  poié ,  Fe*presSon cî*tFessus, t/ô8afr*,peutsémettresou$ 
la  forme  V^49**><  ^^=  V^Iq^'X  1/^- 

Qr,  V^4^4serédiii*.(«'8a),,à5A-}d4mc,    , 

On  a  de  même,  [ 

'  '  l/45?FVrf  is  V^ga^i^c*  X  bSd==:  iabc.  {^Ebd, 

-  'Ba  généra),  |Nlur  simplifier  vm  monomei  irraliéMiel,  mettez 

9 


l3o  ^XTIAOTION   DS  I«A   RACINE   CARR^B 

en  évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits  ^  4t  extrayez-en  la 
racine  (n^  83)  ;  puis  j  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en 
apafit  du  signe  radical ^  sous  lequel  vous  laissez  d^ailleurs  les 

facteurs  non  carrés  parfaits»  

Dans  les  expressions  76*1/20,  Zabc^^bd,  i2ab*c^\/6bc , 
les  quantités  76',  3abc,  iiiab*c\  s'appellent  \tscoefficiens  <iu  ra^ 
dicaL 

85., Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe 
dont  le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la 
résolution  des  questions ,  on  est  conduit  à  considérer  des  quan- 
tités monômes  précédées  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  il  faut 
savoir  comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or,  le  carré 
d'un  monôme  étant  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-même, 
il  s'ensuit  (o®  62)  que,  quel  que  soit  son  signe  ^  le  carré  de  ce 
monôme  est  positif;  ai«si ,  le  carré  de  +  5a' A'  ou  de  — 5a^b^, 
est  +25a^i^. 

D'où  l'on  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif,  sa 
racine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  +  ou  du 
signe  —  ;  ainsi,  V^9«^  =±:  3a*;  car  +  3a*  ou—  3a*,  élevé  au 
carré ,  donne  également  -f"  9^^*  ^  double  signe  ±  dont  on  af«* 
fecte  la  racine,  s'énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif  j  l'extraction  de  sa  racine 
est  impossible,  puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
quantité  positive  ou  négative ,  est  essentiellement  positif.  Ainsi, 
\^ — g ,  V^—  4^*  >  V^ — 5 ,  sont  des  symboles  algébriques  qui 
présentent  des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom 
de  quantités  ou  plutôt  ^expressions  imaginaires  ;  ce  sont  des 
symboles  d'absurdité,  qu'on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
lies  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à  ces  symboles  lea 
mêmes  simplifications  qu'aux  expressions  irrationnelles  qui  of* 
frcnt  des  opérations  exécutables.  C'est  ainsi  que  V^—Q  revient 

(n«  84)  à     t/9V/=T ,  ou  }y^J_  

tb  même,     V/— 4^*=  V/4û*.  V/— ï  =aaV/— i, 
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86.  TAchons  maintenant  de  décoaTrir  une  loi  déformation 
pour  le  carré  d'un  polynôme  quelconque,  de  laquelle  nous 
putssîoiis  déduire  un  procédé  pour  l'extraction  de  la  racine 
carrée. 

On  a  déjà  ru  (n*  19)  que  le  carré  d'un  binôme  a  «f-  & ,  est  égal 

Soit  actuellement  à  former  le  carré  d'un  trinôme  a  -4-  &  +  <^- 
Désignons,  pour  le  moment,  a  +  6.  par  une  seule  Jettre  s  \  il  Tient 

(a+6  +  0'  =  («  +  c)'=«*  +  2«c  +  c*. 

Or,  on  a 

»'  =  (û  +.6)*  =^  a*  4"  ^«*  +  ^*  ;  a«c=a(a  +  b)c  =a  aac  +  ibi\ 

Donc  (a4"*  +  c)'=û*  +  ^û*+^*+2ac  +  26c+c*;  c'est- 
à  dire  que  le  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  des 
carrés  des  trois  termes  et  des  doubles  produitrde  as  termes  mul^ 
tipliés  deux  à  deux. 

Jadis  que  cette  loi  de  composition  est  vraie  pour  un  polynôme 
quelconque.  En  effet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  polynôme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes,  et  voyons  si  elle  est  vraie 
pour  un  polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d'y  parvenir,  soit  a+i+c+c£-(-...+*+^'  ^^  polynôme 
composé  de  m  +  I  termes ,  et  désignons  par  s  la  sonune  des  m 
premiers  termes,  a-^-b  +  c +  d+. .  ,  +  i\  s  +  k  représente 
le  polynôme  proposé,  et  l'on  a  (5  +  hy  =  5»  +  25^  +  t^^  ou , 
remettant  à  la  place  de  s  sa  valeur. 

Or,  la  première  partie  de  celte  expression  se  compose ,  par 
hypothèse ,  des  carres  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme 
et  des  doubles  produits  de  tous  ces  termes  deux  à  deux;  la 
seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes 
du  premier  poljrnome  par  le  nouveau  terme  introduit  k;  enhn , 
la  troisième  partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc ,  la  loi  de  com-^ 
position,  énoncée  ci-dessus ,  est  encore  vraie  pour  le  nouveau 

9- 
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polynôme.  Mais  elle  a  été  reconnue  yraie  pour  un  trinôme  ; 
donc ,  elle  a  lieu  pour  un  poljrnome  de  quatre  termes  ;  étant  vraie 
j^ur  quatre  j  elle  Test  nécessairement  pour  cinq ^  et  ainsi  de 
suite.  Donc  elle  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d'une  autre  manière  :  Lé  carré 
d'un  polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme  j  plue  le 
double  produit  du  premier  terme  par.  le  second j  plus  le  carré 
du  second;  plus  les  doubles  produits  de  cJiaçun  des  deux  premiers 
termes  par  le  troisième  j  plus  le  carré  du  troisième;  plus  les 
doubles  produits  de  chacun  des  trois  premiers  termes  par  le  qua- 
trième^plus  le  carré  du  quatrième;  et  ainsi  de  suite.  Cet  énoncé  , 
qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier,  nous  conduira 
plus  aisément  au  procédé  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un 
polynôme. 

On  trouvera,  d'après  cette  loi, 

(3a*— 2a6+4&*)*=9a4— i2a36+4a*6*+24a*fr*— i6ai3^i6i^, 

ou  réduisant,      sga*— i2a^6+28a*6'— i6a6^+i6A*, 

(5a*é— 4a6(?+66c'— 3û*c)'=25a<i'— 4oa»6'c+76a«iV 
— 48a6*c3+36i*d— 3oa*Ac+24a36c»— Bôa^ic^+gaV* 

Passons  à  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  par  N  le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  ra-» 
cine,  et  par  R  cette  racine ,  que  nous  supposons  pour  le  moment 
déterminée;  concevons  en  outre  que  ces  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qu'ils  renferment,  a  par 
exemple. 

.Gela  posé ,  j'observe  d'abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  N  (en  le  supposant  ordonné),  peuvent  donner  sur-Ie^hamp 
le  premier  et  le  second  terme  de  R;  en  effet,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (n^  86),  1°.  que  le  carré 
du  premier  terme  de  R  renferrru  un  exposant  de  la  lettre  a  ^ 
pkis  grand  que  dans  aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans 
la  composition  du  carré  de  R  ;  2^.  que  le  double  produit  du 
premier  terme  de  ^par  le  second^  renferme  aussi  un  exposant 
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plus  éUi'é  que  dans  Us  parties  suip'an£es' Ainsi  y  les  deux  par- 
ties dont  nous  menons  de  parler,  n'ayant  pu  se '.réduire  avec 
les* autres^  sont  nécessairement  Içs  deux  termes  de  N  affectés 
du  plus  haut  exposant  de  a ,  et  de  Fexposant  immédiatement 
inférieur.  D'où  il  suit  que,  si  N  est  réellement  un  carré  parfait , 
1  **.  son  premier  terme  doit  être  un  carré  parfait j  et  sa  racine, 
extraite  diaprés  le  procédé  ^  n*  83 ,  est  le  premier  terme  de  R  ; 
2**.  son  second  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  cfe  R  j  et,  en  effectuant  cette  division j  on  a  pour  quotient 
le  second  terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivans, /î)rAiio/i«  le  carré 
du  binôme  déjà  trouvé,  et  retranchons-le  de  N  ;  le  reste ,  que 
nous  désignons  par  W,  renferme  encore  les  doubles  produits 
du  premier  terme  de  R  par  le  trobiëme,  du  second  terme  de 
U  par  le  troisième,  plus  une  suite  d'autres  parties.  Mais  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfer^ 
mer  a  apec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les  parties  sui- 
vantes, et  ne  peut,  par  conséquent ,  avoir  été  réduit  avec  ces 
parties.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  M  ; 
ainsi,  ce  premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  pre-^ 
mier  terme  de  Rj  et,  si  l'on  effectue  cette  division,  le  quotient 
est  le  troisième  terme  de  R. 

Ponr  obtenir  de  nouveaux  termes^  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième,  plus 
le  carré  du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du 
reste  N';  ce  qui  donne  un  reste  N",  qui  renferme  encore  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  Ie*quatriëme  ,''plus 
une  suite  d'autres  parties.  Mais  on  prouvera,  comme  préoé* 
demment,  que  le  premier  terme  de  M''  est  nécessairenient  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  quatrièrç^f  ainsi, 
en  divisant  le  premier  terme  de  N^  par  le  double  du  premier 
terme  de  "R,  on  a  peur  quotient  le  quatrième  terme  de  R  ;  et 
ainsi  de  suite. 

JV.  B.  Il  est  absolument  indispensable,  après  avoirj obtenu 
les  deux  premiers  termes  de  la  racine ,  de  retrancher  le  carré 
du  binôme  trouyé,  du  polynôme  Nj  car  ordinairement,  le 
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carré  du  second  terme  de  R  renferme  a  avec  le  même  exposant 
que  daus  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troi- 
sième; par  conséquent^  il  a  dû  se  réduire  avec  ce  double  pro- 
duit. Ainsi,  ce  n'est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré,  du  polj* 
nome  N  y  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est 
égal  au  double  produit  du  premier  terme  de  H  par  le  troisième  • 
La  même  remarque  s'applique  aux  trois,  quatre.. . .  premiers 
termes  trouvés. 

Mous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nemens  précédens  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée  d'un  polynôme.  Il  leur  suffit ,  pour  ^cela ,  de 
réunir  toutes  les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous 
allons  d'ailleurs  en  faire  l'application  à  un  exemple  parti- 
culier. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

4ga***  —  a4a^^  +  ^^a^  —  3oa^i  +  1 66i 
25a  <— 300^6  +49a*6'— a4a6^4-i6A^   1     ^a^'—Zab+^^b^ 
— a5a^4- 3oa^ô  —   ga^ô»  j    loa* 

.i*»^  reste...       4oâ*i*-:  :i^aï^+  i&b^ 
—  4oa»6*+  7,\ab'^—  \&b^ 

2*  reste. ...  o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a,  on  ex- 
trait la  racine  carrée  de  a5a^,  ce  qui  donne  5a%  que  Ton  écrit 
à  la  droite  du  polynôme  ;  puis  on  divise  le  second  terme 
—  3oa'^6  par  ioa%  double  de  5a*  (  on  écrit  loa*  au-dessous 
de.5a^);  le  quotient  est  —  3a&,  que  IVin  place  à  la  droite  de 
5a\  Les  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a* — Zah, 
Carrant  ce  binôme,  on  trouve  25a*  —  3oa^6  +  ga*^',  qui, 
retranché  du  polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  pre- 
mier terme  est  /^oa^b^.  Divisant  ce  premier  terme  par  loa*, 
double  de  5a*,  on  obtient  pour  quotient,  -+-  4^*  *»  ^^^  '®  Itoi- 
sième  terme  de  la  racine,  que  l'on  écrit  k  la  droite  des  deux 
premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de  5a^ — Zab  par 
4*%  et  le  carré  de  4^%  on  trouve  ^Qa*b^ —  24^4^+  i6M,  poly  - 
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nome  qui ,  retraucbé  du  premier  reste,  donne  o  pour  reate  fîuah 
^insi ,  5a*  —  3ai  +  ^b*  est  la  racine  demandée. 

Les  commençans  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  (n""  86). 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  af- 
fectés de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale ,  il  faudrait 
disposer  le  polynôme  comme  il  a  été  dit  dans  la  division  (n**  29), 
et  appliquer  le  procédé  ci -dessus,  en  regardant  comme  une 
seule  et  même  partie ,  Li  somme  algébrique  des  termes  affectés 
de  la  même  puissance^  et  remplaçant,  dans  l'énoncé  de  ce  pro- 
cédé,  les  mois ^ premier  term^  du  j^ynome  j premier  terme  du 
reste , premier  terme j  second  terme. ...  de  la  racine,  par  les 
expressions:  première  partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée 
de  la  plus  haute,  puissance^  première  partie  du  reste,  i^*,  a^, 
3". . . .  partie  de  la  racine.  Au  surplus,  ces  sortes  d'exemples 
se  présentent  fort  raremeht.  . 

89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

1®.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puis- 
qu'on sait  que  le  carr^  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire 
d'un  binôme,  renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent 
éprouver  aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi ,  l'expression  a*+  6* 
n'est  pas  un  carré  ;  il  lui  manque  le  terme  ib  2,ab  pour  qu'elle 
soit  le  carré  de  a  di  &. 

2^.  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait ,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés ,  et  que  celuf 
du  milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux 
autres.  Alors,  la  racine  du  trinôme  peut  s'obtenir  immédia- 
tement :  Extrayez  les  racines  des  deux  termes  extrêmes^  et  af- 
fectez les  deux  racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires^ 
suipani  que  le  troisième  terme  est  positif  ou  négatif  F'éri-- 
fiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne  le 
troisième  terme  du  trinôme.  Ainsi ,  ga®  —  J[Sa^b^  +  64^*6*  a 

pour  racine  carrée,  v/ga^— •■  {/6^a*b'*,  c est-a-dire,  3a'*'-^8ai*  ; 
car  3a'  X  —  i6a&*  =  —  /i8a^b\ 

4a*  +  I2ab  —  ()&•  ne  peut  être  uu  carré  parfait ,  quoique 
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et  96*  soient  les  carrés  de  aa  et  de  36,  et  que  1206  =  2a  X  66  ; 
mais  —  96*  n'est  pas  un  carré. 
\  5**,  Lorsque,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé général  9  le  premier  terme  de  l'un  des  restes  n'est  pas 
eiiaclement  diyisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la 
racine,  on  peut  conclure  que  le  poljnome  proposé  n'est  pas  uu 
carré  parfait.  C'est  une  conséquence  évidente  des  raisQunemena 
que  nous  avons  faits  pour  parvenir  à  ce  procédé. 

2|°.  Enfin ,  on  peut  appliquer  aux  racines  carrées  des  poly- 
pomes  non  carrés  parfaits j  les  simplifications  du  n^  84. 

Soit,  par  exemple,  l'expression  V^a?6  +  4û*i'  +  4^« 
La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  parfait;  mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ab(a*  +  4^^  +  4^')-  ^^f  '®  ^^^~ 
teur  entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  -^  26  ;  d'oct 
l'on  peut  conclure  (n®  84), 

]/a'b  +  ^a^b^  +  4^  =  (a  +  2*)  \/aB' 

'  90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L'extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à  de  nouvel1(;s  expressions 
algébriques,  telles  que  ^Cy  3v/6,  7V^ay  connues  sous  le  nom 
de  quantités  irrationnelles  ou  radicaux  du  second  degrés  il  f^ut 
établir  des  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre 
opérations  fondamentales. 

Définition.  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  seme^ 
blable^j  lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même 
dans  les  deux  radicaux.  Ainsi,  ia^b  et  5c^by  9V^^  ^^  iV*^ 
sont  dits  des  radicaux  semblables, 

Addition  et  soustraction.  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  ra- 
dicaux semblables,  on  ajoute  ou  Von  soustrait  les  deux  coeffi-- 
ciena,  puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence^  du  radical 
commun;  ainsi,  l'on  a 

3a|/6+6cV/6=(3a+5c) ^b j  3a)/b'^5c\/b^{3a^5c) \/b ; 
de  ijiêrae ,  .  • 
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Deux  radicaux  peuvent ,  au  premier  abord ,  ne  pas  être  sem* 
blablesy  et  le  devenir  par  les  simplificatious  du  n^  84- 

Par  exemple, 

V/'P^  +  É  I/tSû  =5: 46  V^Sâ  +  56  V/ 3â  =  9&  V^âa , 
2|/45-.3v/5  =  6v/5— 3v/5  =  3v/5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables ,  on  ne  fait  qu'indiquer 
leur  addition  ou  soustraction.  Ainsi,  pour  ajouter  3\/b  à  $V^a, 
on  écrit  simplement,  5  \/a  +  3  {/b. 

Multiplication.  Pour  multiplier  deux  radicauxTun  par  l'autre, 
on  multiplie  les  deux  quantités  sous  le  signe  radical ^  l* une  par 
Vautre j  et  Von  affecte  le  produit^  du  signe  radical  commun. 

Ainsi  \/a  X  V/6= V^a  X  b  j  c'est  le  principe  du  n®  84 ,  énoncé 
dans  un  ordre  myerse. 

S'il  j  a. des  coefficiens,  on  commence  par  les  multiplier  entre 
eux:,  et  Von  écrit  leur  produit  en  aidant  du  radical. 

Par  exemple,  3{/Sab  X  4 V^2oa=  12  l^iooa*6  =  moà^b  \ 
na  S/Ïc  X  3fl  \/Tc  =  6a*  \/¥?  ?=  6a*6c  ; 
2aV/?+î^X  — 3a  k^â*Hrp5s--6a*(a»+6*). 

Division.  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  par  l'autre ,  dipi^ 
sez  les  deux  quantités  sous  le  signe ^  V une  par  Vautre,  et  affec" 

téz  le  quotient^  du  signe  radical  commun;  ainsi  -—y  =  < /^. 

£n  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égdux  à  la 

même  quantité  r  ;  donc,  ces  deux  expressions  sont  égales.  S'il 

y  a  des  coefiiciens,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient  du 
radical. 

Par  exemple^ 
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j/eîT  :  46'  l/ié  =»  3a  \J^-^^  =  3a  l/3^. 


91.  Il  existe  deux  trarisformatiotis  d'un  usage  fréquent  dans 
l'évaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à  faire  passer  sous  le  radical  le  coeffi- 
cient de  ce  radical.  Soit ,  par  exemple >  l'expression  3a  ï/ 5^;  ou 
observe  qu'elle  revient  à  j/ga'X  l/5A,  ou  \/ ^a"  .&bz=.\/ ^Sa'h 
(en  appliquant  la  règle  de  la  multiplication  de  deux  radicaux)^ 
^\iis\  y  pour  faire  passer  sous  U  signe  d'un  radical  le  cqedjcient 
de  ce  radicalj  il  suffit  de  V élever  au  carré. 

Voici  l'usage  principal  de  cette  transformation.  Que  l'on  ait 
à  évaluer,  à  u/z^  unité  près,  l'expression  6v/i3j  comme  i3  a'cst 
pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  valeur  appro^ 
chée  de  sa  racine.  Cette  racine  est  égale  à  3  plus  une  certaine 
fraction;  maîs>  en  la  multipliant  par  6^  on  a  18,  plus  le  pro- 
duit de  la  fraction  par  6  ;  et  ce  résultat  total  peut  avoir  une  par- 
tie entière  plus  grande  que  18.  Le  seul  moyen  de  déterminer 
exactement  cette  partie  entière,  consiste  à  mettre  6^1 3  sous  la 
forme  V/6^Ï3  =  V/363<^Î3i==;  4/4^.  Or,  468  a  21  pour 
partie  entière  de  sa  racine  carrée  j  donc  6^/13  est  ^al  à  21  plus 
une  fraction. 

On  trouvera  de  même  que  12V/7  ===^^>  P^"^  "'^^  fraction. 

ha  seconde  tranaformatior^  a  pour  but  de  rendre  rationnels 

les  dénominateurs  d'expressions  telles  que  — -v    y  ■  >  y-  ; 

a  y  p  étarft  des  nombres  entiers  quelconques ,  ainsi  que  ^,  qui 
est  d'ailleurs  supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à 
ces  sortes  d'expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du 
secopd  degré. 

Or  on  remplit  ce  but,  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  fraction  par  p  —  y^q ,  si  le  dénominateur  est  p  +  V/y  ,  et  par 
p-hV'Ç}  si  le  dénominateur  est  />  — V^^»  En  effet,  on 
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par  cette  multiplication ,  et  en  se  rappelant  (n**  5)  que  la  «omme 
lie  deux  quantités^  multipliée  par  leurs  différence^  donne  pour 
produit  la  différence  des  carrés ,  on  a,  dis-je^       .   . 

<p—  Vq)      _  <^p  —  \/9)  _  ^p  —  g  y/g 


p  +  Vq    {p+Vq)^—V9)       p"  —  q  p^—q 

a     _      q(/>+v/g)      _j^^p+\/q)  _g/>  +  g  y/y 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l'utilité  de  cette  transformation, 

supposons  que  l'on  ait  à  évaluer  approximatitement  l'exprès- 

7         1711         •     ..  7(3  +  1/5)        ..       21+71/5 

sion- — ^—^Tz,,  Elle  revient  a  ^ —^ — ,  ou  bien, /^  -  . 

3  — v/5  9  —  5  4 

Or  7V/5  est  la  même  diosc  que  V/49X5,  ou   V/^45j  quan- 
tité dont  la  valeur  e^t  ]5^  à  une  unité  près.  Ainsi  l'on  a. .... . 

7              2 1  +  1 5  +  une  fraction       36  ,  ^    *  . 

r — i--^  = 7 — > —  =  — =:9,  a  une  fraction 

près,  marquée  par  -:,  c'est-à-dire  à  un  quart  près. 

Si  l'on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  exprès-* 
sien,  il  suffirait  de  calculer  y  7,^^  at^ec  un  certain  degré  d^ap'- 
proximation^  d^ ajouter  ai  à  la  racine  obtenue  y  puis  de  diviser 
la  somme  par  4f  ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons  y  pour  second  exemple,  l'expression.  r-"7ô>  c* 

proposon»*nous  de  l'évaluer  à  o,oi  près. 

On»        7V/5       _  7t/5(t/"-t/3)  _  7^/55-7^/15. 

*t/ii  +  \/3~  II— 3  § 

or,     7  v/55  =  l/.55  X  49  =  1/2695  =  5 1 ,91   à  6,oi  près, 

7\/i5=  v/ï53<'49=\/735   =27,11 ; 

ainsi    7.V^^5 51.91—27,11  _  a4>  _ 

ou  a  donc  3,  to  pour  le  r^uhat  demandé;  ce  résultat  est  même 
pxacf,  à  A —  pràs,  oomme  il  est  aisé  de  le  voir. 
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Oq  trouverait,  par  un  procédé  analogue, 
3  +  21/7  o     /r    > 

N,  B,  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions  y  en 
évaluant  approximatiyement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais  conûne  on  n'au- 
rait pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait 
pas  une  idée  bien  précise  du  degré  d'approximation  qu'on 
aurait  obtenu;  tandis  que,  par  le  moyen  qui  vient  d'être  indi- 
qué, le  dénominateur  est  rendu  rationnel,  et  l'on  sait  toujours 
à  quot  s'en  tenir  sur  le  degré  d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
vons passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§  II.  Résolution  des  Équations  du  second  degré. 

92.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré, 
les  équations  à  deux  termes  ou  incomplètes,  et  les  équations  à 
trois  termes  ou  complètes. 

*  L<es  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 
affectés  du  carré  de  l'inconnue,  et  des  termes  tout  connus;  tell^ 
sont  les  équ^ations 

On  les  appelle  à  deux  termes,  parce  qu'au  moyen  des  deux 
transformations  générales  (n^*  4^  ^^  44  )>  ^^  P^"^  toujours  les 
ramener  à  la  fqrme  ax^  =  b.  £n  effet,  considérons  la  troisième 
équation  y  qui  est  la  plus  compliquée,  on  a  d'abord,  en  chassant 
les  dénominateurs ,  8jr*  —  72  +  iox*=  7  —  ^^sf^  +  299 , -ou , 
transposant  et  réduisant, 

42X'*=378. 

Les  équations  à  trois  termes  ou  complètes,  sont  celles   qui. 
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outre  le  carré  de  Pincoanue,  renferment  la  première  pnùsance 
de  cette  inconnue.  Telles  sont  les  équations 

5x' — nxrrsSi,  nX* jî+7=8  —  -rX  —  x*  +  -2-: 

elles peuTcnt  toujours  être  ramenées  à  la  forme  ax^^bx^szc^ 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 
Équation  à  deux  termes.  La  résolution  de  l'équation  ax^=zb 

n'offre  aucune  difficulté.  On  en  déduit  d'abord  a;*=:  - ,  d'où . . . 

a 

Si  -  est  un  nombre  particulier  entier  ou  fractionnaire,  on 
pourra  en  obtenir  la  racine  carréi,  soit  exactement,  soit  par 
approximation.  Si  -  est  algébrique>.on  lui  appliquera  les  prin- 
cipes établis  pour  les  quantités  algébriques. 

Obseryoxu  néanmoins  que,  comme  le  carré  de  -|-/ii  ou  de  — m 

est  également  +  m*,  de  même,  Titt /-j  donne  également 
pour  résultat-.  Ainsi  l'équation  est  réellement  susceptible  de 

deux  solutions ,  saToir,  x = 4-  t  /  -,  et  a:  =  —  t  /  - .  En  effet, 
substituons  cbacune  de  ces  râleurs  dans  l'équation  ax^sszb'j 
il  vient     a  X  (+  x/"}  =  *i  ou  a  X  -  =  fr,  ou  6  =  6 , 

et  axf — \/"")  =*>  ^**  cX-  =  i|  ou  b=b. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 
4x*— 7=3x*+9; 
On  trouve  d'abord  par  la  transposition , 

x*  =  i6;    d'où     x=:=2H/i6=di4. 
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Prenons  pour  second  exemple,  Péq nation 

3  la  a4  =*4 

on  a  déjà  reconnu    (n®   92)  que  cette  équation  se  réduit  à 
42x*  =  378,  d'oui  en  divisant  par  4^9  x*s=-^  =  9j  donc 

X  =  ±3. 

Soit  enfin  l'équatton  3x*  =1  5  ;  on  en  tire 

f5 


^  =  ^v/3  =  -5V^^5- 


Comme  i5  n'est  pas  un  carré  parfait ,  on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  yalenrs  de  x  que  par  approximation. 

93.  Hquadon  complète  du  second  degré.  Pour  résoudre  l'équa- 
tion générale  ax*+  6x=c,  commençons  par  diviser  ses  deux 
membres  par  le  coefficient  de  x*  ;  il  vient 

x»+-x  =  -,  ou...  x^+pz=zq, 

.  .     A  c 

en  faisant  pour  plu»  de  simplicité  -  î=/) ,  -  =  ^. 

Cela  posé /remarquons  que  9  si  l'on  pouvait  ramener  le  pre- 
mier membre  x^-^-px  au  carré  d'un  binôme ,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l'équation  à  une  équation  du 
premier  degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré 
du  binôme  x  +  a,  c'est-à-dire,  k  x*+2ax-f-a*,  on  voit 
que  x^'^px  se  compose  du  carré  d'un  premier  terme  x,  plus 
du  double  produit  de  ce  premier  terme  x  par  un  second,  qui 

est  alors  -  (car  on  a  />x  =  2.  -  .  x)  j  d'où  il  suit  que,  si  l'on 
ajoute  à  x'-f-jox  le  carré  de  -,  ou  —  ,  le  premier  membre 
de  l'équation  deviendra  le  carré  de  x-|--;  mais  pour  ne  pas 
troubler  l'égalité,  il  faut  aussi  ajouter  j-  au  second  membre. 
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P*        p* 

Il  vient,  par  celle  transformation»  x*+pj:.-f-  7"=7-  +9> 

d'où  extrayant  la  racine  carrée,       x  +  -  =  it  \/y  +  y. 
(On  met  ici  le  double  signe  db ,  par  la  raison  que  le  carré  de 

+  1/ j  +  g  ou  de  —  V  T  "f"  ^^  ^^^  également  y  +  y)- 
Tirant  epdn  la  valeur  de  x  y  on  obtient 

D'où  résulte  cette  règle  générale,  pour  résoudre  une  équation 
complète  du  second  degré:  Après  apoir  ramené  Inéquation  à  Ifi 
forme  X*  +  px  =  q,  ajoutez  aux  deux  membres^  le  carré  de  la 
moitié  du  coefficient  de  x  ou  du  second  terme  ;  extrayez  la  racine 
carrée  des  deux  membres  ,  en  ayant  soin  d'affecter  la^  racine  du 
second  membre ^  du  double  signe  zh;  tirez  /enfin  la  valeur  de^x 
de  cette  nouvelle  équation, 

La  doable  valeur  de  x,  à  laquelle  on  parvient  par  ce  moyen, 
peut  s'énoncer  ainsi  ^  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  eoeffi- 
cientde  x  jpris  en  signe  contraire  j plue  ou  moins  la  racine  car-' 
rie  du  terme  tout  connu  ^  augmenté  du  carré  de  la  moitié  du 
coefficient  de  x. 

94.  Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

jx' a:  +  7  =  8  — jx  — x'  +  -^. 

6  24  3  12 

On  trouve  d'abord ,  en  chassant  les  dénominateurs, 

I  ox'  ^  6x  +  9  =  96  —  8-^  —  ï  2^*  +^73, 

ou,  transposant  et  réduisant, 

22X*  +  2x=  36o , 

ou  bien  enfm,  divisan\les  deux  membres  par  22 , 

.   .     2  36o 

x*  H X  = — . 

22  22 


l44  RÉSOLUTION 

Ajoutons  maînteuant  aux  deux  membres,  f — J  j  Péqaatlon  de- 
Tient  x^+^^+  (0  =  ';r  +  (^J^  ^'^"'  extrayant  la 
racine  carrée,  x  +  ^  =  ±:^^  +  (^). 

Donc  enfin,    xss ±:  1/ 1-{  — j  , 

'  22  V      22      '    \22/ 

résultat  conforme  à  l'énoncé  donné  ci-dessus  pour  la  double 
valeur  de  x. 

Il  reste  maintenant  à  effectuer  les  calculs  numériques.  D'a- 
bord, il  faut  réduire \r  ( — )  >  *  ^^  «c^l  nombre  qui  ait 

(22)*  pour  dénominateur  commun. 

^    '      "        22   ^  \IJL2J  (22)*  (22)«  * 

extrayant  la  racine  carrée  de  7921 ,  on  trouve  8g  pour  racine 

I         /      .    .         .  /36o  ^  / 1  V      89 

exacte;  ainsi ,        1/ 1-  (  —  )  =  — ^» 

'  '        V    22    '   \22/        22 

Donc  enfin,        x=:—- — ±:-^. 
22       22 

Séparons  chacune  des  râleurs;  il  vient 

22  22  22         ^' 

^__J__89__9o__45^ 
22      22  22  II' 

Ainsi ,  des  deux  valeurs  propres  à  satisfaû^e  à  l'équation  pro^ 
posée .  Tune  est  un  nombre  entier  absolu,  et  l'autre  un  nombre 
fractionnaire  n^atif. 

Soit,  pour  second  exemple ,  l'équation 
6x*— 37X  =  —  57. 
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qui  revient  a  ^'^"'^  ^  ^^  ^^ — R"' 

Si  l'on  ajoute  aux  deul  membres  le  carré  de  —,  ou  (  —  )  * 
ilrientx»— -^Jt?+f^j=— ^  +(^)  i  d'où,  extrayant 

la  racine  carrée,  x—  -2  =  ±l/ —  -t?  +  (—)  • 

Pour  réduire  f—j  — -^  à  un  seul  nombre ,  observons  que 

(i2)*=iaXi2=6X24>  «linsî,  il  suffit  de  multiplier  S7  par 
24  j  puis  37  par  lui-même ,  et  de  diviser  la  différence  du  second 
produit  au  premier,  par  (ifl)\ 

Or,  37x37=1369;     57X24:s=i368; 

donc  (hy^^=^^^ 

expression  dont  la  racine  carrée  est  — . 


Donc,  x=s  —  ±1  —  i  ou  bien  ^ 


f^_^7  .  i_38_i9 

12  12         12  6 

x  =  ^-.  — =  — =3 

12  12         12 


Cet  exemple  est  remarquable  ^ en  ce  que  cbacune  des  deux 
-râleurs  est  positive ,  et  répond  directement  à  Fénoncé  de  la 
question,  dont  l'équation  proposée  peut  être  considérée  comme 
la  traduction  algébrique. 

Soit  maintenant  l'équatioti  littéràre 

4^*""^-^+*ûx=s:i3ai — i96*; 

on  a  d'abord,  en  transposant,  çbai^ë^i^t  les  signes,  pui^  di- 

10 
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visant  par  a ,      x* — oo; = aa*-^  gai  +  g6*  j  d  oi 

complétant  le  carré,    x»— âa?+  -j=  2|-  r-  90*  +  9**; 

extrayant  la  racine,        *=  â  ~  V     4  "^  9^*  +  9**- 
Or,  ^7 gab+gb'^y  a  évidemment  |k>urracine9 —  —  8é  j 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois,  si  l'on  a  aa^  33 , 
mais  3&>»  a,  c'est-à-dire  si  la  valeur  numérique  de  b  est  plus 

grande  que  ?,  mais  plus  petite  que  ^« 
Nous  proposerons  pour  elercicîes  les  équations 

X* — 7x  +  io=o...  valeurs  |       H^'j» 

^  X— 4— x»+a^^  g3C*==45^3x*+4a:{^^^'"}  ào,oip 
a*+ i*— aftx  -|-  X*  =  — j- ....  donne 

^  —  n^Zm''  C*'*—  V^û^'^'  +  i'''**— a'"^  ) 

95.  On  peut  résoudre  l'équation  cx*  +  ix=:C|  sans  feîre 
disjjaraitre  le  ôoeffleient  xlfe  x*;  mais  les  transformations  sont 
plus  compliquées* 

Le  tëtéïe  ax^  peut  être  mis  sous  la  forme  (xv/a)%  et  le 

ternie  6x  sous  celle-ci  :axV/aX-Tj-  ;  d'où  il  suit  que  ax*+bx 

h 
forme  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  x|/a<4 -r-  ; 

ainsi ,  en  ajoutant  aux  de^m  itaemlires  f  -^—r-  )  uu  7-  •  on  rent* 

\av/a/   ^     4a' 

dra  le  prefldiet  trieinh^e  u»  «»ùrré  pthit. 
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ESBCtaons  oette  trABflformation  ;  Féquattioii  derient 

b^  b^ 

«xtrayant  la  racine ,    x  1/04"  — —  î=  ±:  \/  c+  -7-; 

transposant,         x|/o=:—  — j- ±:  t/ c -f-  7-. 
Divisant  les  deux  membres  par  |/  a,  et  observant 

«•.  que  v/*+^  :  V«  =  v/^  +  -^.  («'go), 

OB  obtient  «fin  '^^'"SS*  Va"^??' 


<Mi  bien  encore  y 


—  ^±V/4ac-tyy 


aa 


résultat  auquel  on  parnent  plus  aisément ,  en  mettant  Péqua* 

tion  sons  la  forme  af  +  -  x=  -. 
a         a 

gfi.  Appliqnons  les  principes  précédens  à  la  résolution  de 
qudqœs  problèmes. 

Premier  problème.  Tremper  un  nombre  têlj  quê  le  double 
de  son  carré,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre ,  donne  pour 
eomme  65. 

Soit  X  le  nondbre  inconnu;  on  a  pour  l'équation  du  pro« 
UèmCy 

ax»+3x=65. 


d'où  x=-^±:v/-+â=-^±^; 

3  ,  aS      .     ^  3      23  i3 

donc    ^  =  -j+j=5-,ctx=;— ^  — j  =  — -. 


lO. 
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La  première  valeur  satisfait  à  la  question ,  dans  le  sens  de 
son  énoncé.  En  effet  ^ 

2X(5)*  +  3x5=aX254-i5=65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  que^  si  Ton 
remplace  x  par —or,  dans  l'équation  aa>* +3a7==65,  il  n'j 
a  que  le  coefficient  de  3x  qui  cbange  de  signe ,  car  ( — x)'=:x* . 

Ainsi ,  au  lieu  d'obtenir  x  =  — ^±-7-,  on  trouvera 

4      4 

3_x_23  i3    ^  ^       , 

x=-t3i -r»  oux  =  —  et   x= — o,   valeurs   qui  ne  dif- 

4       4'  2  ... 

fèrent  des  précédentes  que  par  le  signe.  Ainsi ,  l'on  peut  dire 

que  la  solution  négative,-^  —  ,  considérée    indépendamment 

de  son  signe ,  satisfait  au  nouvel  énoncé  :  Trouver  un  nombre 
ielj  qi^e  U  double  de  son  carrd^  diminua  du  triple  de  ce  même 
nombre  j  donne  pour  différence^  65*  En  effet,  on  a 


/i3V  . 


ll^lÈ9_h  =  6s. 


3X  — = 


Second  problème.  Une  personne  a  Ucheté  un  certain  nombre 
d'aunes  de  drap  pour  ^^ofr.  Si,  avec  la  mJme  somme,  elle 
avait  eu  3  aimes  de  moins  du  même  drap ,  l'aune  lui  aurait 
coûté  4  /''•  ^^  plus.  On  démaiide  le  nombre  d^aufus  acheté. 

Soit  X  le  nombre  d'aunes  acbeté^ exprime  alors  le  prçt 

d'une  aune.  Si,  pour  1^0  fr.,  elle  avait   3  aunes  dé  moins  y- 
c'esl-à-dire,  x— .3  aunes,  le  prix  de  l'aune  serait,  dans  cette 

hypothèse, représenté  par  ^.  Mais,  d'après  l'énoncé,  ce 

dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4  ;  <Hi  ^  donc  l'écjuatiou 

240         2i4o ,    * 
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d'où  l'on  tire ,  en  réduisant ,  ar*  —  3j:  =  180 , 

donc  x  =  i5     et    a;  =  — 1-2. 

La  valeur  a:=  t5  satisfait  à  l'énoncé^  car  i5  aunes  pour 
240  û\,  donnent  -—  ou  16  fr.,  pour  le  prix  de  l'aune;  et  12 

aunes  pour  240  fr. ,  donnent  pour  le  prîî^  de  l'aune  20  fr. , 
nombre  qui  surpasse  16  de  4* 

Quant  à  la  seconde  solution  y  on  peut  former  un  nouyel  énoncé 
auquel  elle  convienne.  En  eflet ,  remontons  a  l'équation^  et  chan- 
geons x  en —  x;  il  vient 

aio  240     "  , .  2^0         24o 

éqaation  qui  peut  être  regardée  comme  la  traduction  algé- 
brique de  ce  problème  :  Une  personne  a  acheta  un  certain 
nombre  d'aunes  de  drap  pour  n^o  fr,;  si  elle  avait  payé  la 
même  somme  pour  3  aunes  de  pluàj  Vaune  lui  aurait  coûté 
4  JT'  de  moins.  On  demande  le  nombre  d'aunes  acheté  ?  En 
résolvant  Téquation  de  ce  nouveau .  problème  1  on  trouverait 
évidemment  :b==:I2,  jc  =  —  i5;  car  l'équation  réduite  de- 
viendrait a;*  +  3a;  =?=  i8q,  au  lieu  de  x'  —  Sx  ;=  180. 

N,  B,  Les  deux  problèmes  précédens  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n**  Sg  pour  les  problèmes 
du  premier  degré;  et  nous  en  donnerons  (n®  99)  une  dé- 
monstration complète  pour  toutes  les  équations  du  second 
degré. 

Troisième  problème.  Un  négociant  escompte  deux  billets j 
Vun  de  8776  y>-.^  payable  dans  9  mois^  Vautre  de  7488  fr,  ^ 
ptryable  dans  8  mois  ;  il  paie  pour  le  premier ^  de  plus  que  pour 
le  second^  17,00  fr.  On  demande  le  taux  d'intérêt  d'après  le» 
quel  il  a  dû  escompter? 


i5o  nàÊOumoÊi 

Solution.  Pour  rendre  les  catcali  pliM  simples,  désignoiif 
par  X  Pintérét  de  loo  fr.  pour  un  mois,  on  par  lax  Pintérét 
pour  un  an;  91;  et  &r  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  mois  ; 
donc,  100  +9X  et  100  +  8^  représentent  ce  que  doit  devenir 
le  capital  100  fr.  au  bout  de  9  mois  et  de  8  mois.  Ainsi ,  pour 
déterminer  les  valeurs  actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr. 
et  7488  fr. ,  il  faut  établir  les  proportions 

100  +  9r  :  100  ::  8776  :  «Ëtt^oo^ 

^  ^  "    100 +  9^? 


100  +  8jc  :  100  ::  7488  : 


748800 


100 


et  les  quatrièmes  ternes  de  ces  proportions  expriment  oe  que 
le  négociant  a  payé  pour  cbacun  des  billets.  Donc,  en  Tcrtn 

de  renoncé,  on  a  l'équation  — 23^ _  Jz — — _  s^'i^qq  . 

^  100-I-9JP       100 -fSx  'j 

on,  obserrant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4oo, 


42194  187*1 


=  3. 


100+9^      100 +  8x" 
Qmgsaaf  les  dénomiiiatevrs  et  réduisant,  on  ii\ou¥e 
ai6x^  +  4396J:  =  aaoo  ; 

ai6        V    ai6  ^  (ai6)» 
^  Réduisant  les  deux  termes  sous  le  radical  au  même  dénomina* 

leur,  ^^:^^V^^^^ 

H^.    ,                            —  ai98±:i/53o64o4 
ou ,  multipliant  par  la ,     1  ax  = ^- — ~ ^-^. 

Pour  olAenir  la  dateur  de  lax  à  0,01  près,  il  suffit  d'extraire 
la  racine  carrée  de  53o64o4  à  o,  i  près,  puisqu'elle  doit  être  en- 
suite divisée  par  18. 
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C0II0  raeine est  a3^,5^ 

donc  lax  s  ■  ■     ^^  q^ —  5 

10 

par  conséquent,  lax  =  — ^  =3  5,86, 

lo 

et  iax=:      ^  f  *    = — 25o,o8. 

La  valeur  positive,  mx  =:5,86,  représente  donc  le  taux 
d'intérêt  cherché. 

Quant  à  |a  solution  négative ,  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à  la  première,  par  une  même  équation  du  second 
degré.  En  remontant  à  l'équation ,  et  changeant  x  en  •—  x ,  on 
traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé 
analogue  à  celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  Vh  homme  achète  un  cheifaiqu*il  vend 
^u  bout  de  quelque  temps  pour  24  louis,  Jl  cette  vente j  il  perd 
autant  pour  <oo,  du  prix  de  son  achats  que  le  cheval  lui  àffait 
coûté.  On  demande  le  prix  de  Rachat? 

Solution.  Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a  coAté, 
x— &4  ^^  vi>®  première  expression  de  la  perte  qu'il  a  faite.  Mais 
puisque,  d'après  l'énoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu'il  7 

X 

a  d'unités  dans  x,  sûr  i  louis,  il  perd  — ,  et  sur  x  louis,  il  perd 

.  On  a  donc  l'équation 

100  ^  . 

100  ^ 

d'où  a:*  —  looo:  ==  —  a4oo, 

et  ;ïr=r  5o  dil/ïSâo  —  2400  =  5q  ±:  »o. 

Donc  a:  s=  60    et  '  a?  7=  4^' 

Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à  la  question. 
En  effet ,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l'achat  ; 
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comme  24  est  le  prix  de  1&  vente  y  36  est  la  perte  que  Thomme 
éprouve.  D'un  autre  côté,  il  doit,  en  yertu  de  l'énoncé ,  perdre 

60  pour  100  de  60,  c'est-à-dire  les de  60,  ou •  nom- 

'^  .  100  lOO 

bre  qui  se  réduit  k  36;  ainsi,  60  satisfait  à  Pénonoé. 

Soit  maintenant  4o  le  prix  de  l'achat,  16  est  la  perte  qu^il 
éprouve;  d'ailleurs,  il  doit  perdra  J^o  pour  106  de  4^»  P^ 

4©  X  -^ ,  nombre  qui  se  réduit  à  16;  ainsi,  40  vérifie  en- 
core Pénoncé. 

Discussion  générale  de  l'équation  du  second  degré: 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  d« 
second  degré,  dont  les  donpées  étaient  exprimées  par  des 
nombres  particuliers.  Mais  pour  mettre  en  état  de  résoudre 
des  problèmes  généraux»  et  d'interpréter  tous  les  résultats 
auxquels  on  peut  parvenir,  en  attribuant  aux  données  des 
'Valeurs  particulières,  il  est  nécessaire  de  reprendre  l'équatioR 
la 'plus  générale  du  second  degré,  et  d'examiner  les  cîpcons- 
tances  qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses  possibles,  £iites 
sur  les  coeffioiens.  Tel  est  l'objet  de  la  discussion  de  Vèqua^ 
tion  du  second  degré. 

97*  Avant  de  passer  à  cette  discussion^  nous  ferons  connaître 
\\n  autre  moyen  de  résoudre  l'équation  du  second  degré ,  qui 
nous  conduira  à  des  propriétés  importantes  do^t  jouissent  les 
valeurs  de  l'inconnue. 

On  a  déjà  vu  (n**  g3)  que  toute  équation  du  second  degré  peut 
être  ramenée  à  la  forme 

a?»  +  px  =  5r (0, 

p  et  ^  étant  des  quantités  numériques  ou  algébriques ,  entières 
ou  fractionnaires,  de  signes  quelconques. 

Cela  posé,  si,  afin  de  rendre  le  premier  membre  un  carré  par-' 

fîHt,  on  ajoute  y  aux  deux  membres,  il  vient 


OU 


('+!)•=«+!■ 


Quelle  que  soît  la  valeur  du  nombre  exprimé  par  q  +  y  >  ou 
peut  toujours  désigner  «a  racine  carrée  par  m  y  et  alors  Péqaation 

devient  fx-^^^ssz  m», 

ou  bien ,  (r  +  -  )  — 1»*  ==r  o  ; 

mais  le  premier  membre  de  cette  équation  étant  la  différence 
de  deux  carrés,  peut  (n*"  19)  se  mettre  sous  la  forme 

(x4-f-«»)(^+f  +  «); 

ce  qui  donne  la  nouyelle  équation 

(x+^  —  mj    Tx-f  -  +  7»j=o.  •..   (2), 

cquation  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  deuxf^c^ 
leurs  9  et  le  second  membre  est  o.  Or,  on  peut  rendre  ce  produit 
égal  à  o,  et  par  conséquent  satisfaire  à  l'équation  (2},  de  deux 
manières  différentes  : 

Soit  en  posant  a:  +  -  —  7»=b,  d'où   a:  =  —  -4-2», 
2  2 


Soit  en  posant  x  +  -  +  n*  =  o,   d'où  x  = >» , 


,.=-e+^/,+<. 


OU  bien,  remplaçant  m  par  sa  valeur,  \  j 
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Il  est  d'ailleurs  risible  que  l'oa  ne  peut  rendre  nul  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  ^  qu'eu  j  mettant  pour  x  un  nombre 
qui  anéantisse  Vun  des  deux  facteurs  dont  il  se  compose. 

Donc,  «omme  l'équation  (2)  est  une  conséquence  de  l'équa- 
tion (i)y  et  réciproquement,  touU  équation  du  second  degré 
admet  deux  vaUjin  pour  l'inconnue^  et  ne  peut  en  ai^oir  da^ 
ifontage» 

Cette  méthode  de  résolution ,  qui  peut-être  eut  «a  peu  pins 
longue  que  la  première,  a  sur  celle-ci  l'avantage  de  mieux  faire 
ressortir  l'existence  de  deux  valeurs ,  et  de  faire  voir  qu'il  ne 
peut  7  en  avoir  que  deux. 

^    98.  Ces  valeurs  jouissent  de  quelques  propriétés  remarquables. 
Premièrementj  puisque  l'équation 

«■  +  />jf3=f,     ou     x*+px  —  g  =  o, 

peut,  par  une  suite  de  transformations,  être  ramenée  à  la  forme 

^j:+-  —  mj  ra:+--4-»*)  =  o>  métantégalà  V/j+^i 

il  fl^ ensuit  que  le  premier  membre,  n* --^ -px  *^  q^  de  toute  équa^ 
tien  du  second  degré ,  dont  le  second  est  o,  se  compose  du  pro^ 
diâit  de  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré  en  x ,  ayant 
pour  terme  commun  x,  et  pour  seconds  termes,  les  deux  valeurs 
de  X  prises  en  signes  contraires. 

Cette 'propriété,  d'après  laquelle  on  retrouve  aisément  l'équa** 
tion ,  dès  que  l'on  connaît  les  valeurs  de  l'inconnue,  a  fait  don- 
ner à  ces  râleurs ,  le  nom  de  racines  de  l'équation. 

Ainsi,  ftoit  l'équation  x*  + 3x^28=0^  qui,  étant  résolue, 
donne  ^^=4>  0:  =  — 7; 

le  premier  membre  résulte  du  produit    (x  —  4)  (^  +  ?)  > 
en  effet,  il  vient    x*^—  4^  +  7a:  —  28  =  0:'+  3x',—  28. 

JEn  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  x'  et  x*  les  deux  racines, 
on  a ,  d'après  la  propriété  précédente , 

a;»+/>x  — </  =  (x  — j/)(j:  —  x^)j 
ou,  effectuant  les  calculs, 

'     x^  +  px^  y  =  x'  —  (x'  +  x")  X  +  x'x\p'  '    . 

'^^y  ■■•■  ^^^" 


Gonipartiit  enbne  eux  les  ternes  analogoes  des  àma.  Mendbresy 
on  troiiTe  af+x'^ss^^p^  afaf^^^'^q.   • 

DoDé ,  i^.  la  aonpnê  algébrique  des  deux  racinee  eei  égale 
au  coefficient  du  second  terme  de  Véquatiouj  prie  en  signe  cork' 
traire;  2**.  le  produit  des  deux  racines  est  égal  au  dernier  terme 
de  Péquationj  ou  hienj  à  la  quantité  toute  connue^  transposée 
dans  le  premier  membm. 

Ces  deex  propriétés  peaTent  au  reste  se  T^rifier,  d'après  les 
expressions  générales  des  deux  racines. 

D'abord;  si  l'on  ajoute 

OB  obtient 

maintenant 9  si  on  les  multiplie,  il  Tient 

N^B.  Les  propriétés  précédentes  supposent  que  l'équation  soit 

ramenée  k  la  forme  x*+px  —  q=zo  j  c'est-à-dire  y  i*.  qu'on 

ait  d'abord  divisé  tonte  réqoation  par  le  coefficient  de  x*;  7?.  que 

tous  les  termes  soient  transposés  et  ordonnés,  dans  le  premier 

membne. 

Discussion, 

99^  Reprenons  l'équation  générale  a:* -f-px  =  £,  qui ,  élant 
résolue,  donne  x  =  —  -  dz\/  q+^. 

Pour  que  cette  expression ,  qui  renferme  un  radical ,  puisse       /  7 
être  évaluée,  soit  exactement,  soit  par  approximation ,  il  faut 


{ 


\ 
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(n**  85)  que  la  quantité  soumise  au  signe  radical ,  c'est^-dire  i 

^  +  y,  soit  positive.  Or,  y  étant  nécessairement  positif, 
quel  que  soit  le  signe  de  />,  il  s'ensuit  que  le  sigue  de  la  quan- 
tité ç  +  7"  #  dépend  principalement  de  celui  de  q ,  ou  de  la 

quantité  toute  coonne. 

Cela  posé,  soit  d* abord  q  positif,  auquel  cas  l'équation  est 
de  la  foirme  <a:*it:joa:=î .+  q  (on  met  ici  les  signes  des  coefii- 
clens  en  évidence);  on  eu  déduit 


x=^«±v/«"+f 


4' 

or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  réelles  et  poui> 

ront  être  déterminées,  soit  exactement,  si  y  +  y-  est  un  carré 

parfait,  soit  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra. 

Toutefois ,  de  ces  deux  valeurs ,  la  première  sera  positive ^ 
et  répondra  directement  à  l'équation ,  ou  au  problème  dont  cette 

équation  est  la  traduction  algébrique  ;  car  le  radical  1/  ?  +  7* 
étant  numériquement  plus  grand  que  - ,  l'expression 

^""+  yy  +  7">  ^t  nécessairement  de  même  signe  que  le 

radical. 

Za  seconde  valeur  est^  par  la  même  raison  ,  essentiellement 
\  négaiipe^  puisqu'elle  doit  avoir  le  même  signe  que  -celui  dont 

le  radical  est  affecté.  0>nsidérée  indépendamment  de  son  signe» 
elle  répond,  non  plus  à  l'équation  telle  qu'elle  a  été  établie , 
mais  à  cette  équation  dans  laquelle  ou  aurait  remplacé  x  par 
—  X,  c*est-à-dire  à  x*  ::;i  px  =  q. 

En  effet  y  celle-ci  donne    x  =  ±:-zbt/5'  +  y, 

valeurs  qui  ne  différent  des  précédentes  que  par  le  signe. 
^1  11  est  d'ailleurs  remarquable  que  la  même  équation   lie 
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entre  elles  deux  questions  dont  les  énoncés  diflerent  néanmoins 
par  le  sens  de  certaines  conditions.  (  Voyiez  les^deux  pro* 
blêmes  du  n°  96.) 

•100.  ^\\  actuef^insnt  f\  négatif,  auquel  cas  l'équation  est  de 
la  forme  ^  ±  jpxs= —  q^  et  les  valeurs  de  x  sont 

Pour  qnc  l'extraction  de  racine  puisse  s'efiTectner^  Ufiauti  qut 
hn  ait  ii^y.  Cette  condition  étant  sati^aite,  les  deux  va- 
leurs sont  réelles.  

Comme  d'ailleurs,  V/ ^  ""î?  ^^  numériquement  plus  petit 

({ue  -,  il  s'ensttit  que  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives,  si 

P  est  positif  dans  l'équation  y  c'est-à-dirç  si  cette  équation 
est  de  la  forme  x*  +/>•£=:= --*^;  et  elles  sont  toutes  dfiux  posi* 
iim^  si  p  çsl  négatif  >  c'«^t-4«-dire  si  l'équation  est  de  la 
forme  x*  —  px  s=  — -  y. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conséquences ,  en  se  fondant 
^ur  les  deux  propriétés  que>  dans  l'équation  du  second  degré 
^+px — ^  =  Oy  la  sommé  algébrique  des  résines  est  égale 
^u  coejgicient  du  second  terme  pris  en  signe  contraire,  et  leur 
pToduit  est  égal  au  dernier  terme  ,  ou  à  la  quantité  toute  connue, 
i'^ansposée  dans  le  premier  membre. 

£n  efiét ,  soit  q  positif  dans  le  second  membre  ^  et  par  con- 
^uent,  négatif  dans  le  premier;  il  s'ensuit  que  le  produit  des 
deux  racines  est  négatif;  donc  elles  sont  de  signes  contraires. 
I^'ailleurs,  leur  somme  sera  négative  ou  positive,  suivant  que 
P  sera  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que  des  deux  ra- 
eincs,  la  plu»  grande,  numériquement,  sera  toujours  de  signe 
contraire  au  coefficient  p. 

Mais  si  q  est  négatif  dans  le  second  membre,  et  par  oon- 
^quent  positif  dans  le  premier,  le  produit  des  deux  racipes  est 
Positif;  donc  elles  sont  de  même  signe,  savoir,  toutes  deux 
f^gatives,  si  p  est  positif,  et  toutes  deux  positives,  si  p  est  né- 
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gatify  puisque,  daos  le  premier  cas,  leur  «omme  algébrique 

est  négative,  et  dans  le  second,  elle  est  positive. 

Nous  pouvons  reconnaître  ^  priori  que,  toutes  les /bis  que  q 
est  négatif  dans  le  seœnd  membre  j  et  p  négatif  dans  le  pre-» 
mier,  le  problème  admet  dêux  solutions  dénotes,  powvu  que 

Pon  ait  entre  fetq  la  relation     q  K,/r* 

L'équation  oc^  — />j6  =  — -  ^,  peut,  si  l'on  change  les  signes 
des  deux  membres,  être  mise  sons  la  forme 

/FJ5  — x*  =  y,      ou      j:(p  — «)=y. 

Or,  cette  nouTelle  équation  est  évidemment  la  traduction  «1- 
gébrique  de  l'énoncé  :  Parfager  un  nombre  donné  p  en  deux 
parties  dont  le  produit  soit  égal  à  un  autre  nombre  donné  q* 
car  si  l'on  désigne  par  x  l'une  des  parties,  p  —  x  désigne 
Pautre,  et  leur  produit  est  exprimé  par  x(/>— x).       » 

Cela  posé ,  je  dî|  d'abord  que  l'énoncé  du  problème  admet 
deux  solutions  directes.  Pour  le  prouver,  remarquons  que 
Téquation  est  toujours  la  même,  soit  que  l'on  désigne  par  x  la 
plus  grande  partie,  soit  quex  représente  ta  plus  petite;  ainsi, 
l'équation  résolue  ne  doit  pas  donner  Pune  plutôt  que  l'autre  ; 
elle  doit  donc  les  donner  toutes  les  deux  à  la  fois. 

Autrementé  Les  deux  parties  cherchées  doivent  être  telles, 
que  leur  somme  soit  égale  à  />,  et  que  leur  produit  soit  égal 
à  q*  Or,  ces  mêmes  relations  existent  entre  les  deux  racines  et 
les  cocflficiens  de  l'équation  x*— -/wr»»— g,  ou  x»— /)jr+y=o; 
donc ,  les  parties  cherchées  sont  ^ales  aux  deux  racines  de 
cette  équation. 

Je  dis ,  en  second  1ie« ,  que,  pour  que  le  problème  soit  po»* 

sible,  on  doit  avoir  Î<T-  \ 

4  1 

Car,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut  { 

toujouri  désigner  leur  différence  par  d-^  et  comme  leur 

est  p,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  (n®  4)»  «^ •  •  •  • 

pour  la  plus  grande  partie ,    -  +  ~  » 

.      '  P      d 

et  pour  la  petitCi  .  c.^. 
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JËJSBCtuaat  le  produit  de  ces  deux  exprestôons*,  on  troute 

qaantité  essentiellement  moindre  qve^,  k  moins  que  l'on  ne 

nippose  les  deux  parties  ^ale^;  auquel  cas^  ox3t  a  <2  =  o,  et  le 

produit  se  réduit  à  7- • 
4- 
11  est  done  aJbsnrde  d'exiger  que  le  produit,  que  Ton  avait 

d'ailleuçs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que^.  D'oïl  Voh    * 

peut  conclure  que,  toutes  les  fois  que  la  quantité  connue  est 
négative  dans  le  second  membre j  mais  numériquement  plus 
ponde  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second 
tirmé,  la  question  prisses  est  impossible. 

Remarque.  Il  résulte  encore  de  là  que  le  plue  grand  produit 
qu'on  puisse  obtenir,  en  décomposant  un  nombre  en  deux 
parties,  et  multipliait  ces  deux  parties  entre  elles,  est  le  carré 
dé  la  moitié  du  nombre,  Car>  on  Tient  de%oir  que  ce  produit 

Jteol  être  exprinié  P^^^  —  y  >  nombre  moindre  que  ^  ,mais 

qui  lui  devient  égal,  lorsqu'on  suppose  d  sa o ,  ou  les  deux 
parties  égales* 

Examende  quelques  cas  particuliers. 

lôi.  1*^.  Si, lorsque^ est n^atif, o*est"ft-idire lorsque l'équft- 
tlon  est  de  la  forme  x^-f-pxs-*  <7,  (p  étant  de  signe  quel- 
conque), on  suppose  q  égal  à  V  ,  le  radical,  y  7-  —  <7i  de» 
deux  Taleurs  de  x,  défient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent 
Tune  et  l'autre  à  a:  =  -—  ^  ^  on  dit  alors  que  les  deux  racines 

sont  égales.  ^ 

En  effist  I  si  l'on  remonte  à  l'équation ,  et  qu'on  7  rem- 
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pUce  q  par  j- ,  «lie  devient    x*+px  =  —  y- ,    d*6i  Ton  tire 

Dans  de  cas^  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux 
facteurs  égaux,  Oa  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de 
l'équatioa  sont  égales,  puîsqu'alors  les  deux  facteurs  <^lés  à 
zéro  9  donnent  la  même  valeur  pour  x. 

2®.  Si ,  dans  l'équation  générale  x^-^px&tq  ^    on  suppose 

ûT  =1  o.les  deux  valeurs  dexse  réduisent  à  a:=—  -  +  -  , 

,                  p      p    * 
ou  x=:o,     et  a     x=  — -,     ou    x  =  — p. 

En  effet  y  l'/équation  est  alors  de  la  forme  xi^^  px^=:  o,  ou 
x(ji7+/>)=  o,  équation  que  l'on  peut  vérifier^  soit  on  posant 
x=o,    soiten  posant     x-f-/)=:o,   d'où     x=.  —  p. 

3*.  Si ^  dans  l'équation  généi-ale  x*-f-p^  =  Ç>  on  suppose 
p=o,  il  en  résulte  x*z=^,  d'oi  .x=:db|/^j  c'est*à-^ 
dijrç  que,  dans  ce  cas ,  les  deux  valeurs  de  x  sont  égales  et  de 
signes  contraires j  téelles  si  q  est  positif  ^  et  imaginaires  nrq 
est  négatif.  L'équation  rentre  alors  dans  la  classe  des  équations 
à  deux  termes  9  traitées  n^  92. 

4®.  Supposons  à  la  fois  p=o,  qs=so\  l'équation  se  ré- 
duit à     x'  =  o,    et  donne  deux  valeurs  de  x  égales  à  o. 

102.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  assez  singulier  qui  ae 
rencontre  souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l'équation  ajt*-f  ix=^c.  Cette 
_-'b±  \/b^+^ac 


na 


cquation  résolue,  donne    x 

Supposons  maintenant  que,  d'après  une  liypotbfese  particu- 
lière faite  sur  les  données  de  la  question,  on   ait     a=s=o; 

o 

Tcxpression  de  x  devient     x  =  — -^^^ ,    d'où  ^  , 

x= . 

o 
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La  seconde  yaleur  se  présente  sons  la  forme  de  Vinfini^  et 
peat  être  regardée  comme  une  réponse ,  si  toutefois  la  question 
proposée  est  susceptible  d'admettre  des  solutions  infinies  (n^  7 1). 

Quant  à  la  première  -»  il  faat  tâcher  de  l'interpréter. 

D'abord  y  si  l'on  remonte  à  l'équation ,  on  voit  que  Fhjpo^ 
thèse  assO|  la  réduit  à  &T  =  r;  d'oii  l'on  tire  x  =  ^ , 
expression  finie  et  déterminée^  qui  doit  être  r^ardée  comme 
représentant  la  vraie  valeur  de  - ,  dans  ie  cas  qui  nous  occupe. 

Mais  pour  ne  laisser  aucun  doute  à  ce  sujets  reprenons  l'é- 
qoation  ax*  +  ^-^  =  ^  > 

et  posons         x'=^-\     il  en  résulte 

— --J--SSSC,     ou  bien,,    ry*  —  iy  — gî=o 

y^    y  j      j 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Gela  posé,  soit     a  =  o^     cette  dernière  équation  devient 

cy* ...  i^  =c  o,  et  donne  deux  valeurs^  j^  =s  o ,  y  =  -  • 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x   =   -,   on  en 

y 

déduit 

1».    x=-,    a*,    xsst. 
o  b 

Si,  outre  l'bjpothèse  de  a  =  o ,  on  a  encore  &  ss=  o  ^   la 

c  c 

valenr    o;  3=  -=-    devient  elle-même  -  ou  infinie* 
o  o 

Et  en  effet,  l'équation  cy*  — iy  — a  =  o  se  réduit,  dans 
cette  double  hypothèse»  à  cy*=:o,  équation  dont  les  deux 
valeurs  sont  égales  à  o.  Aiosi ,  les  valeurs  de  x  correspondantes 
sont  toutes  les  deux  infinies. 

Si  l'on  avait  ii  la  fois  a  =  o,  6  =  0,  cs:o,  l'éqnatîon 
proposée  deviendrait  tout-à-fait  indéterminée. 

Il 
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C*e$t  ]«  seul  cas  d'indétermination  que  présente  Téquation  du 
seoônd  degré* 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dis* 
cussîon  générale  à  divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à  toutes 
les  circonstanoes  qu'on  rencontre  ordinairement  dans  les  pro* 
blêmes  du  second  degré. 

]PROHLÀME  DES   LUMIKBSS. 


C 


t 


io3.  Cinquième  problème.  Trouper  sur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  A  «^  B  d'intensités  différentes j  le  point  où  elles 
éclairent  également. 

^  On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique ,  que  les  i/i-\ 
f  tensités  d*une  même  lumière^  à  deux  distances  différentes ^  j 
\sonten  raison  inperse  des  carrés  de  ces  distances.  J 

Solution,  Soient  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  b  l'io- 
tensitc  de  la  lumière  A,  à  l'unité  de  distance,  c  Pinteusité  de  la 
lumière  B ,  à  la  même  distance.  Soit  G  le  point  cherché  ;  faisons 
AC  =  a:,     d'où     BC  =  a  — or. 

Puisqu'en  vertu  du  principe  de  Physique»  l'intensité  de  A,  à 
la  distance  i ,  étant  b ,  son  intensité  aux  distances  a,  3, 4 

^t-7,  -9  --?••••>  il  s'ensuit  qu'à  la  distance  x.  elle  doit  être 
4    9     »6         '  ^ 

exprimée  par  — .  On  a  de  mème^  pour  l'intensité  de  B,  à  la  dis- 


c 


tance  a— x,  z — ;  mais,  d'après  l'énoncé,  ces  deux  inten- 
sités doivent  être  égales;  ainsi  l'on  a  l'équation 


b 


d'oit  l'on  tire,  en  déreloppant  et  réduisant, 

{h  —  c)  X*  —  aaix  =  —  a*i. 
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,  ab     _^     I     a^b*    .  ,      a'4 

Cette  équation  donne  -^  =  j^ZT^  —  V  (TI^  ~  ^^  ' 

ou  réduisant,  x  =  — ^^7 — ^ — \ 

o  —  c 

Cette  expression  se  simplifie,  si  l'on  observé ,  1°.  que 
h  ±:  \/bc  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^b.  v/t  ±:  V'^-  V^^> 
ou     V/&.(i/6lt\/c);     2«.  que     i  — c=  (l/6)*  — (|/c)»==  ^ 

(I/&4.  |/c)  (v/6  —  t/c).   Ainsi,  en  considérant  d'abord  le 
signe  supérieur  de  l'expression  d-dessns,  on  a 

On  obtient  de  même  pour  la  seconde  yaleur, 

a\/b{\/l-Vc)         _      aVb 
Wh  +  l/c)  (V/A  —  Vc)~Vb+Vc' 

Au  reste,  ces  râleurs  simplifiées  pouvaient  s'obtenir  immédia- 
tement, d'après  l'équation  proposée.  £n  effet,  l'équation 

b              c                .     ^  1  (fl  —  ^Y      c 
-—  =  7 TZf  rerient  à  ^ — -^  =  t .  , 

Or,  si  l'on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres^  il  vient 
a — X /c ±L\/c 

d'où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

ûy'é  — x|/6  =  dix|/c;     donc,     jg=    /lX-i/'  ' 

A^.  B.  On  a  d'abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
compliquée ,  parce  que  l'on  a  résolu  l'équation  du  second  degré 
par  la  méthode  générale ,  ^i  est  moins  simple  que  celle  qui 
vient  d*étre  employée. 

Discutons  maintenant  les  deu^  valeurs  simplifiées.  On  a 

II.. 
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X  = 


Vb  +  y/.c' 
a{/b 


y/b  —  y/c 


d*oii  l'on  lire  i 


aï/c 
•a:=   !-- 


a  —  X  ; 


Vb  +  Vc' 
—a\/c 
y/b  —  y/c^ 


Soit  d'aborà  b  ^  c' 


La  PBXMiàB£  VAUTOH  de  x,       ,^  ,      j- ,    est    positive    et 

plus  petite  que  a ,    car    /l   \     y  ^^   ^^^  fraction;    ainsi 

cette  yaleur  donne  pour  le  point  également  éclairéy  un  point  C 
situé  entre  les  points  A  et  B.  On  Yoity  en  outre,  que  le  point 
est  plus  voisin  de  B  que  de  A;  car,  h  cause  de  b^c^  on  a 

y/b+Vb,   ou  2|/6>  i/ff+V/c,  d'oi  ^^*— >i,  et 

par  conséquent, -rr-^—j  >  -•  Cela  doit  être  en  effet,  puis* 
qu'on  suppose  l'intenaité  de  A  pU^s  forte  que  celle  de  B. 

La  valeur  de  a  — x  correspondante,  --^,-J^-— -,  est  posi- 
tive et  plus  petite  que -,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

La  sbconbe  valeur  de  x,  "jr-^  .  >  est  encore  posi- 
tive, mais  plus  grande  que  a;  car  on  a  --j^ — 7  >  1.  Cette, 

seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C  situé  sur  le  pro- 
longement de  AB,  et  à  la  droite  des  deux  lumières.  On'  conçoit 
en  effet  que  les  deux  lumières  se  répandante»  tous  sens,  il  peut 
y  avoirsur  le  prolongement  de  AB ,  un  autre  point  également 
éclairé^Jmais  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  Iu4picré  dont 
rintensTté  est  la  moins  forte., 

On  peut  reconnaître ,  à  posteriori,  pourquoi  ces  deux  valeurs 
sont  liées  par  la  même  équation.  Si,  au  lieu  de  preadre  AC  pour 
l'inconnue  x,  on  prend  AC%  il  en  résulte  BC  ss  x  -*  a^  ainsi 
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Von  a  réqoatîon  —  =  *  :  or,  comme  (x— a)*  est  iden- 

JU  \p^  "*"  ^J 

tîqae  avec  (a  —  xy,  la  nouyelle  équation  est  la  même  que  Pé- 
«  qualîoo  déjji  établie,  qai,  par  conséquent ,  ne  doit  pas  plutôt 
donner  A€  que  AC 

La  seconde  valeur  de  a  —  x ,      . ,  ^^     .   ,  est  négative  , 

ce  qui  doit  être,  puisque  Pon  a  a:  ^  a;  mais»  en  changeant 

\e$  signes  de  l'équation  a  — af  =  ~,v         y  >  on  trouve.. . . 

a:  -*  a  =   ■,  *^^ — --  ;  et  cette  >aleur  de  x  —  a  représente  la 

valeur  absolue  de  BC 

SoU  b  <  c. 

at/b 
La  pRKBiiiRC  VALsim  de  .r,    -,   ^^^   ,  est  toujours  positive, 

mais  plus  petite  que  ~y  puisque  Pon  a 

La  valear  de  a— x  correspondante ,  ou  ■    .  ■    — ,  est  positive 

et  plus  grande  que  -. 

Ainsi,  dans  lliypottiëse  que  Pon  considère, le  point  C,  situé 
entre  les  points  A  et  B ,  doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 

T  j  ^V^*  —ax/b     _^ 

La  sbcomdb  yaleub  de  x ,  ^  .,      ^ ,  ,  ou  r-r —r  f  «st  es- 

yo — yc  yc-^^b 

sentiellement  négative.  Pour  P  interpréter,  remontons  à  Péqaa- 

b  c 

tien,  qui  devient,  lorsqu'on  remplace  x  par  — x...,  ti=r"TrT»' 

Or,  a — X  exprimant  d'abord  la  distance  de  B  au  point  cbercbé, . 
a-^x  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance,  ce  qui 
exige  que  le  point  cbercbé  soit  à  la  gauche  de  A ,  en  C,  par 
exemple*  Et  en  effet ,•  puisque  Pintensité  de  la  lumière  6  est» 
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par  hypothèse  9  plus  forte  que  celle  de  A ,  le  second  poiut  cher*- 
ché  doit  être  plus  Toîsin  de  A  que  de  B. 

La  Taleur  de  û— x  correspondante,  —r 7- ,  ou  --^ — r  9 

est  positive;  et  cela  tient  à  ce  qae,  x  étant  néga^tif,  a— â?  ex- 
prime réeUement  nne  Bonvme  arithmétique, 

Soiû  b  :=  c. 

Les  deux  premières  Taleurs  de  x  et  de  a  —  x  se  réduisent  à 
-;  ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  égale- 
ment éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  Thypothëse. 

Les  deux  autres  Taleurs  se  réduisent  k  — ^ .  ou  dcTiennent 

o 

infinies;  c'est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est 
situé  à  une  dbtance  des  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune 
quantité  assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à  l'hypo- 
thèse présente;  car,  si  l'on  suppose  que  la  différence  6— c,  sans 
être  tout- à- fait  nulle,  soit  extrêmement  petite,  le  second  point 
également  éclairé,  existe,  mais  k  une  distance  très  grande  des 

deux  bougies;  c'est  ce  qu'indique  l'expression      ,  ]_    .  ,  dont  le 

dénominateur  est  extrêmement  petit  par  rapport  au  numéra- 
teur. £t  lorsqu'on  suppose  enfin,  &  ^  c  ou  |/&  —  |/c  =  o ,  le 
point  cherché  ne  peut  plus  exister ,  ou  doit  se  trouTcr  situé  à 
une  distance  infinie. 

Observons ,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  6  =  c ,  si  l'on  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées, 

aib  +  j/bc)  a(b  —  \/bc) 

""-       b-c~    ""^    ^-       b-c        ' 

la  première,  qui  correspond  k  x  =  --nr'^ — j' 9  deviendrait 

— ,  et  la  seconde  qui  correspond  à   x  acz      ,  jf        ,  de- 
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Tiendrait  -.  Mais  on  n^obtient  -,  qa'ii  oanae  de  l'existeiioe  d'oB 
o  o    ^ 

facteur  commun,  V^6-— ^/c,  entre  les  deux  termes  de  layaleur 

de  X.  (^Fqyez  œ  qui  a  été  dît  n*  72.) 

Les  denx  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 

&cteur  commun  i/b-^^/c,  mais  en  le  sopprîmant,  on  trouTe 

i/b T7"  *  ®*pre*8*^^  V^^  *c  réduit  encore  a  — ^— ,  dans 

l'hypothèse  de  ft  =  c. 

Soient  b  =  c  4t  a  =s  o. 

Le  premier  système  des  valeurs  de  x  et  de  a  — x,  se  réduit 

à  o,  et  le  second  système  à  ~.  Ce  dernier  caractère  est  ici 

le  symbole  ieVindéierminaiion;  car  si  l'on  remonte  à  l'équa- 
tion du  problème,  {b  —  c)r*—  t^abx  =  —  a*A ,  elle  se  rédpit 
dans  l'hypothèse  actuelle,  à  o.x'— o.x  =  o,  équation  qui 
peut  être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis  pour  x; 
En  effet ,  puisque  les  deux  bougies  ont  la  même  intensité  et 
80nt  placées  au  même  point ,  elles  dowent  éclairer  également 
chacun  des  pointe  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o  que  donne  le  premier  système,  est  une  de  ces 
solutions,  en  nombre  infinij  dont  on  Tient  de  parler. 

Soit  enfin  a  =  o-,  b  étant  diffèrent  de  c* 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à  o  ;  ce  qui  prouTC 
qu'il  n'y  a,  dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclairé  y 
éeet  celui  où  lee  dettx  bougies  sont  placées. 

L'équation  se  réduit  alors  à  {b  —  c)  x*  =  o^  et  donne  les 
deux  valeurs  égales,  x  =  o ,  x  =  o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la 
précision  avec  laquelle  l'Algèbre  répond  à  toutes  les  circons- 
tances de  l'énoncé  d'un  problème. 

io4*  Sixième  problème.  Trou\fer  deux  nombres  telsj  que  la 
différence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  e^  et  h 


]68  DlflCUSAION 

êoit  égale  à  un  nombre  donné  s^  et  quê  la  différence  de  leurs 
carrée  eoU  égale  à  un  autre  nombre  da^mè  q. 

Solution.  Soient  x  et  jr  les  nombres  cfaerckés  ;  on  a  évi* 

demmeot  les  deux  équations     |       .      ^  rr    * 
î  ?  l    a?*  — y  =  5r. 

De  h  première,  on  tire  a?  =  JlIÎL ,  Taleur  qui, ^substituée 
dans  la  seconde ,  donne 

donc  ^  = jj— XV _/. 

Reportant  cette  yaleur  dans  l'expression  de  x  en  y^  on  trouve 
/bs  ±L  a  y/s»  —  y  (g^  —  6»)> 


x: 


»r^°''r.ir--a)H- 


> 


d'où      x=2î^h:j1=jl(£-zi£). 

a*  —  o* 

(Il  est  nécessaire  d'observer  que,  dans  ces  valeurs  de  y  et 
de  X,  les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent ,  ainsi  que  les 
signes  inférieurs.) 

Discussion.  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre  , 
que  a ,  b^  q,  s,  soient  des  nombres  absolus^  s'il  en  était  autre- 
ment, tertains  termes  des  valeurs  de  x  et  de  j^  cbangeraient 
de  signe,  et  il  faudrait  opérer  ces  cbangemens  avant  de  dis^ 
cuter 

Soit  a  >  b,    d*où     a*  —  b*  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de.x  et  de  y  soient 
réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

?(a«-6«)<«»,    d'où    q<~S^' 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  et  déterminons 
les  signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


tox  QVBtiQints  vhobiJmzs  -dit  sscond  deohé.-  i6g 

>'as  +  b\/i'—q  (a»— *•) 
x  = J.-33; , 

L.  F.Em»  arsrà»  ..T    ^      ^^^^^^_^^^ 

Lerdeax  valeur»  de  œ  système  sont  nécessairement  positive» 
iet  forment  par  conséquent  une  solution  directe  du  problème, 
tel  qu'il  a  été  établi.  

*  = ^ZTf*  ' 

Le  SBCOND   STSTèïŒ  MT       (  ^  ^  ^  ^^—-——— 


y^ — ~?3T 


.s 


La  ▼aleur  de  x  est  essentiellgipcffijt positive;  car  de  a  >  *.o» 
tirea«  >  bs,  etàfirtiori^as^bx/s^^q  {a^—b^)y  puûque 
le  radical  est  plu3  petit  que  s. 

Quant  à  celle  4e  j' ,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu'elle  sôit  positive ,  il  faut  que  Tçn  ait 

bs>a  i/^V— 7(û*  — 6*); 
d'oà,  élevant  au  carré,  6V>  aV— a«7(a»— 6»); 

ou»  ajoutant  aux  deux  membres  a^q  (a* —  ft"),  et  retranchant 

tV ,  a^q  (û*  —  i*)  >  s'  («'  —  *') , 

s* 
d*où,  en  divisant  par  a'  (a* —  6*),  î      J?* 

Ainsi ,  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  sohiion 
réelle  et  directe,  il  faut  que  Pon  ait  q  <  ^,_^a>  mais  7  >  ^  ? 

c'est  à-dire  que  q  soit  compris  entre  les  deux  nombres  ^ 

(Observons  en  passant,  que  la  condition  9  >  —pouvait 

être  obtenue  plus  focilement ,  en  remontant  à  l'équation  en  -y. 
Cette  équation  étant  (a*  —  i»)  y""  —  nbsy  =  5»  —  a^q ,  on  voit 
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qae,  dans  l'hypothèse  àea'^  b,  die  est  de  la  forme.  ...••... 
X*  — />a?= —  q ,    si  Fou  a    a*q  >  **  ou  ç  >  -*;;  et  Ton  sait 
(n^  100)  qu'alors  1^  deujL  racines  sont  à  la  fois  positives.  ) 
Si  l'on  ayait  an  contraire  9  ^  -;,  aaqud  cas  on  aurait, 

5* 

à  plus  forte  raison ,  q  <    ^      ,^,  la  valeur  de  y  du  second 

système  serait  négative;  et  ce  système  (abstraction  faite  du 
signe  pour  y)  ne  serait  plus  une  solution  du  problème,  tel 
qu'il  a  été  établi ,  mais  bien  de  celui  dont  les  équations  se- 
raient I      .         %'~      \>  ^^  T*^  ^^  différerait  du  problème 

qu'en  ce  que  s  exprimerait  une  somme  au  lieu  d*une  diffé- 
rence. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  a  ^  6 ,  le  problèine  admet  deux  soîu^ 
tions  réelles  et  directes,  toutes  les  fois  que  l'on  a 

9>-,     mais    q<;^jrZT^h 

et  elle  n'en  admet  quzm^  seule j  si  l'on  a    9  ^  "i* 

En  prenant  pour  a^b ,  s,  des  nombres  absolus  quelconques, 
pourru  toutefois  que  a  soit  ^b,et  choisissant  ensuite  pour  q  un 

nombre  compris  entre  les  deux  limites  —  et-^ — g;,  on  sera 

certain  d'obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient,  par  exemple,    a=6,     &  =  4,    j=  i5,    d'o&  l'on 
aéduit 

£^ 225  __  /;   I  J*         225 I 

On  pourra  supposer  (/=  10,  par  exemple,  et  il  viendra 

&X  i5db*4 1^225  —  20  X  10 90  ± ao .n      7 

20  "*"      20      "^  2       2' 


iX  i5±:6V^225  — 20  X  10      6o±:3o       g     ^3 


20  20 
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Les  solutions    x  =— ,     v  =  Sx=-,    J^  =  ->  forment 
2      *^        2 1  2  2 

évidemment  cfezM?  solutions  directes  des  équations 

6x  —  4y  =  '5, 

a?»  — jr»  =  10. 

Mais  si  Fon  supposait  a  =  6,  6  =  4>  '  =  iS,  ^  :=  5,  il  serait 
facile  de  reconnaître  qire  des  deux  systèmes  ^  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  particuUers  qui  se  rapportent  à  Vhfpothèse  de  a  ^  b. 

Soit    ç=:— ^p,     d'où    fl(a*  — i«)=J*- 

Le»  deux  systèmes  de  Taleurs  de  x  et  de  ^  se  réduisent  à 

X  =    ^ ^^,  y  =  -^ t;«  Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  il  n'y 

a  qu'une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 
Soit  encore  ç  =  -â;  d'où  5*  =  a*7etf=ssaV/g. 


a" 


le  premier  système  derient 


I         os^aytrq        2ao        , 


Et  en  effet,  supposons  ^^  =  a^q  dans  l'équation  en^  ;  elle  se 
réduit  à  (a*— i*)y  —  26jy=  o,  d'où  Ion  déduit   y  =  o, 

y  =s    ,  j_  ,;  =   , I, .  V^^.  Reportons  chacune  de  ces  va- 

leurs  dans  x  :=     '        ;  ^I  en  résulte 

a 

s        ,  a»+i»     . 
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SoU  maintenant  a  ^  b*,  d^où  a*  —  b*  négatif. 
Les  expressions  de  x  et  He  y  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

"" '  ¥^^a^ 


y    _    -^  -gTZT,?  ^  • 

Ces  Taleurs  sont  toutes  réelles ,  puisque  la  quantité  sous  le  ra- 
dical  est  essentîéllement  positive. 

Quant  aux  signes ,  la  première  valeur  de  x  est  essentiellement 
négative,  et  il  e^  est  de  même  de  la  première  valeur  de^.  Ainsi 
ces  valeurs,  abstraction  faite  de  leur  signe,  répondent,  non  aux 
équations  proposées,  mais  aux  équations^— oxssf,  x^'^y^zssqy 
dans  la  première  desquelles  î^ ordre  de  la  différence  entre  les  pro- 
duits ax  et  by  est  renversé. 

La  seconde  valeur  4e  at  est  néoeasairenient  postttre;  car  de 
i  >  a,  on  déduit  b  j/^'  +  9  (6'  —  a'  >  as ,  puisque  le  radi- 
cal est  numériquement  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y  n'est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu^'elle  le  soit,  il  faut  qu'on  ait  la  relation 

d'où,  élevant  au  carré, . , .  a'j*  -f-  0*9  (*'  —  a')  >  AV, 

ou ,  transposant  aV .....  a^q  (i'  —  «*)  >  (6*  -^a')  5*,  ) 

et  divisant  par  a*  (6*  —  a*) , .  • .  (^  >  -. . 

cr 

En  donnant  à  a,  6,  ^,  <;  des  valeurs  particulières,  telles  que 

l'on  ait  6 >  a  et  ^  >  —,  le  problème  sera  encore  susceptible 

d'u/ïe  solution  directe. 

Soit  enfin    a=  b;      d'oà     a'  —  b*  =0. 

i 
Le  premier  système  de  valeurs  devient ,  dans  cette  hypothèse , 
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~'     ^       "^' 

etlesecondi  *Ç=-»        rss-., 

o  ^       o 

Mais  si  Pon  remonte  à  l'équation  (a* — è*)j^* — aA^yrsi"— a*o  , 
qui ,  lorsqu'on  fait  a=zb,  se  réduit  k  — iïa8yz=s* a*y  , 

on  endédutt y^^îZI^. 

et  l'expression  de  a:  en  ^i  a:  =  ^  ■      * ,     donne    xrt=  2!£ltf  \ 

(On  parviendrait  aux  mêmes  résuhats  en  imttant  le  procédé 
saÎTÎ  n*  loa,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  Téqualion  en  y, 

— :-^         .■. . 

Pour  que  la  solution  0?=  — 2^tlf.     y  ---  ^ 1    5^^  ^^^ 

recte^  il  faut  qu'on  ait     g  >  --z. 

I>^«  Tranajbrmatiom  qu^on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

io5.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré-  7 

oêdetos,  nous  avons  eu  occasion  île  poser  plusieurs  imgàlitésj 
el  nous  avons  exécuté  sur  elles  des  transformations  analogues  à 
celles  qu'on  exécute  sur  les  égalités.  C'est  en  effet  ce  qu'on  est 
souvent  obligé  de  faire ,  lorsqii/en  discutant  un  problème ,  on 
Teuf  établir  entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que 
le  problème  soit  susceptible  d'une  solution  directe  ou  du  moins 
réelle,  et  fixer,  à  l'aide  de  ces  relations ,  les  limites  entre  les- 
quelles doiTent  se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines 
données, pour  que  l'énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circons- 
tance. Or,  quoique  les  principes  établis  pour  les  équations 
soient  en  général  applicables  aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler ,  afin  de 
mettre  les  commençans  en  garde  contre  des  erreurs  qu'ils  pour- 
raient commettre,  en  faisant  usage  des  signes  d'inégalité.  Ces 


/) 
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expressions  proviennent  de  Pîntroduction  des  expressions  nêga^ 
tives  comme  quantités^  dans  les  calcub. 

Pour  plus  de  clarté  y  nous  allons  jpasser  en  revue  les  diverses 
transformations  que  l'on  peut  avoir  à  faire  «ubir  aux  inégalités  y 
en  ayant  soin  de  faire  ressortir  les  ex^ptîons  dont  ces  transfor- 
mations sont  susceptibles. 

Transformation  fail  addition  et  soustraction.  On  peut, 
sans  aiwune  exception^  ajouter  aux  deux  membres  d'une  inéga- 
lité quelconque,  ou  en  retrancher  une  même  quantité;  Pinéga^ 
lité  subsiste  toujours  dans  le  jnéme  sens. 

Ainsi ,  soit  8>3;  on  a  encore  8  -f-5>  3  +  5,  et  87-5>  3—5. 
Soit  de  même  —  3  <^  —  a;  on  a  encore  —  3  +  6  <  — a  +6, 
et  —  3  —  6  <  —  a  —  6.  Ceci  est  érident ,  d'apràs  ce  qui  a  été 
dit  (n«  63). 

Ce  principe  sert,  comme  dans  les  équations,  à  ti*ansposer 
certains  termes  d'un  membre  de  l'inégalité  dans  l'autre  ;  soit, 
par  exemple,  l'inégalité  a*  +  fc»  >  3i*  —  iaa*;  il  en  résulte 
a»  +  aa*  >  3  i*  —6%  ou  3a*  >  aô*. 

On  peutj  sans  exception,  ajouter  membre  à  Tnembre  deux 
ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  niêm^  sens,  et  l'inégalité 
résultante  subsiste  dans  le  même  sens  que  les  proposées.  Ainsi 
dea>i,  c>rf,  e>/..,  il  résultea+c  +  e>A4.rf+/. 

Mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même,  si  Von  eoustraU 
membre  à  membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans 
le  mime  sens. 

Soient  les  inégalités  4<C7eta<3jona  bien  4 — ^%  ou 
a<[  7  —  3,  ou  4- 

Mais  soient  les  inégalités  9 <C  lo  et  6  <  8;  il  vient,  par  la 
soustraction,  9  —  6,  ou  3  >  10  —  8,  ou  a. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transforma- 
tion, ou,  lorsqu'on  l'emploie  >  s'assurer  dans  quel  sens  l'inéga- 
lité résultante  existe. 

Transfobication  fab  multiplication  et  DmsioN.  On  peut 
multiplier  les  deux  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  lao^ 
sitif  ou  absolu,  et  l'inégalité  résultante  subsiste  daj^  le  même 
sens. 
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Ainsi  de  a  ^  6  y  on  tire  3a  <  3i  ;  de  —  a  <  —  i',  ou  dé- 
duit —  3a  <  —  3b. 

Ce  principe  sert  à  faire  disparaître  les  déDominateurs.    • 

a*  — 6*      c*  — d* 
Que  Pon  ait  l'inégalité  — g —  >  — r- — ,  on  en  déduit,  en 

multipliant  les  deux  membres  par  6ad , 

3a  (a*  *-  6»)  >  ad  (c»  —  d»). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplié  ou  dipise  les  deux  membres  d^une 
inégalité  par  igné  quantité  négatipe^  l'inégalité  existe  en  sens 
contraire. 

Soit,  par  exemple  ,8^7;  en  multipliant  les  deux  membres 

par  —  3 ,  on  a ,  au  contraire,  —  î*4  <  —  ^•- 

8  8         n  n 

De  même,  8  >  7  donne  — x,  ou  —  ^  <  -—,  ou  —  ^. 

Ainsi  9  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une 
inégalité,  par  un  nombre  exprimé  algébriquement,  il  faut  s'as- 
surer si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  n'est  pas  n^atif  ;  car, 
dans  ce  dernier  cas ,  l'inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n^  io4 ,  de  Finalité 

a*y  (a*  —  ft»)  >  s»  (a*  —  i*) , 

cm  a  pu  déduire  y  >  -7;»  en  divisant  par  a*  (a*— fc') ,  parce  que 

Pon  avait  supposé  a  >  6 ,  ou  a"  —  ft*  positif. 

//  n'^est  pas  permis  de  chcXiger  les  signes  des  deux  membres 
d^UTU  inégalité^  à  moins  qu'on  n'établisse  l'inégalité  résultante 
en  sens  contraire fcsiv  cette  tranformation  revient  évidemment 
â  multiplier  les  deux  membres  par^-^i. 

TransvOrmation  far  iufcvATioN  AU  CARBi.  On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  d'une  inégalité  entre  des  nombres 
absolus j  et  l'inégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi ,  de  5 ]>  3 ,  on  déduit  a5  >►  9 j  de  a  +  fc  >  c,  on  tire 
a  +  by>c\ 
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Mais  si  les  deux  membres  cle  P inégalité  sont  de  signes  quelcon- 
ques^ on  ne  peut  pas  assurer  d*avance  dans  quel  sens  f  inégalité 
résultante  subsistera. 

Par  exemple ,  —  a  <^3  donne  (—  2)*  ou  4<9  ;  «nais  —  3  >>  —  5 
donne ,  au  contraire ,  (—  3)*  ou  9  <  (—  5)"  ou  aS. 

On  doit  donc^  avant  d'élever  au  carré,  s'assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus^ 

Teansformation  fab  extraction  de  racine  cabr£e..  On  peut 
C)  extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d*une  inégalité  entre 

des  nombres  absolus^  et  l'inégalité  subsiste  dans  le  même  sens, 
entre  les  valeurs  numériques  dé  ces  racines  carrées. 

Observons  d'abord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire   la 
-  ^  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité ,  i{v!autant 

quHls  sont  essentiellement  positifs;  car  autrement ,  on  serait 
conduit  à  des  expressions  imaginairesj  qu'on  ne  pourrait  com- 
parer. 

Mais  que  l'on  ait  9  <25  ;  on  en  déduit  {/g  ou  3  <  y/aS  ou  5 . 

De  a^^b^,  on  déduit  a^»-  b ,  %\  a  et  b  exprimeut  des  nom- 
bres absolus. 

De  même ,  l'inégalité  a"  l>(fc  —  i)'  donne  a"^  c  —  6 ,  si  l'on 
suppose  déjà  c  plus  grand  que  i;  et  «>  i  — c,  si,  au  contraire, 
b  est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont 
composés  de  termes  additifs  et  de  termes  soustractifs ,  on  doit 
apoir  soin  d'écrire j  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membre, 
un  polynôme  dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles. 

.  \  106.  Voici  les  énoncés  de  nouvyinx  problèmes: 

Septième  problème.  Deux  marchands  vendent  chacun  d^une 
même  étoffe;  le  second  en  vend  3  aunes  de  plus  que  le  premier, 
et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au  second: 
J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus;  Vautre  répond:  et  moi 
j'aurais  retiré  de  la  vôtre  1 2  écus  \\  Combien  d* aunes  ont^ils 
vendu  chacun? 

(„,       1'^  marchand    a:=i5         ,.        x  =  5\ 
^'P-    :.« >=,8    **'''''^"    y^s} 
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^  Huîliëoie  problème.  Un  négociant  doit  un  billet  de  6240 /r. 
payable  dans  8  moisj  et  un  autre  billet  de  7682  fr.  payable 
clans  9  mois.  Il  retire  ces  deux  billets^  et  remet  à  .leur  place  Un 
billet  de  i  ^^56  fr.  payable  dans  un  an.  On  demande  le  taux  de 

l'inlereL       (Rép.  10  fr.  33  c.  pour  -  par  an.  j 

NeuTÎëme  problème.  Une  personne  possède  i3ooo  fn^qu  elle 
partage  en  deux  portions  placées  en  intérêt^  de  manière  qu'elle 
en  retire  des  ret^enus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première 
portion  sur  le  même  pied  que  la  seconde j  elle  retirerait  pour 
cett^  partie  ZOofr.  d'intérêt^  et  si  elle  faisait  valoir  la  seconde 
portion  au  même  taux  que  la  première j  elle  retirerait  490  fr. 
d'intérêt.  On  demande  les  deux  taux  d'intérêt  ?  (Rép.  7  et  6.)  • 

N.  B.  L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  sim- 
plement que  par  la  métbode  générale. 

Dixième  problème.  Troi^gjf  deux  rectangles  dont  on  connaît 
la  somme  q  des  surfaces^  ht^mme  a  des  bases ^  et  dont  on  con-^ 
naît  les  surfaces  p  et  |p',  quand  à  la  base  de  chacun  d'eux,  on 
donne  la  hauteur  de  Vautre ,  c'est-à-dire  quand  on  alterne  les 
hauteurs?  * 

Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Onzième  problème.  Partager  deux  nombres  sl  et  h^  l'un  et 
Vautre  en  deux  parties^  de  manière  que  le  produit  d'une  partie 
de  a  par  une  partie  de  b,  soit  égal  à  un  nombre  donné  p  y  et  que 
le  produit  des  parties  restantes  de  a  et  h  soit  aussi  égal  à  un 
nombre  donné  p'  ?  Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  Troui>er  un  nombre  tel,  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  entre  ce  nofnbre  et  deux  autres 
nombres  donnés  a  et  b  y  dans  un  rapport  connu,  p  -^  iq?  Résoudre 
et  discuter  ce  problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non- 
seulement,  parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applica*- 
tioas  des  princ'q^cs  sur  les  inégalités^  mais  encore  parce  que  les 
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formules  auxquelles  on  parvient  renferment  implicltefmeint  les 
solutions  d'une  foule  de  questions  analogues  >  dont  les  énoncés 
ne  différent  que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  de  maximis  et  mînimis.  Propriétés  des  Trinômes  du 
second  degré. 

X07.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qui  se  rap- 
portent à  la  théorie  des  équations  du  second  degré  y  et  qu'on 
rencontre  souvent  dans  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géo' 
métrie.  Ces  questions  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse  receçcir  le  ré* 
aultat  de  certaines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur  des 
nombres» 

Soit  proposée  cette  première  question  :  Partager  un  nombre 
donné  2a  en  deux  parties^  dont  ùt produit  soit  le  plus  grand 
possible,  ou  un  maximum. 

Désignons  par  x  l'une  des  parties ,  Pautre  sera  2a— x^et 
leur  produit,  j:(2a  — x).  Si  l'on  donne  à  x  différentes  var 
leurs  y  ce  produit  passera  par  différens  étdts  de  grandeur,  et 
il  s'agit  d'assigner  à  a;  la  valeur  qui  doit  rendre  ce  produit 
le  plus  grand  possible, 

l)é8ignons  par  jr  ce  plus  grand  produit  ^  dont  la  valeur  est  in- 
connue  pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé^  l'équation 

X  (2a  -—  a:)  =  jy. 

Regardant  d'abord  jr  comme  connu  ;  et  tirant  de  cette  équa-*- 
tion  la  valeur  dé  a;  ^  on  trouve    a?  =  a  di  V^a*  <—  j'. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent 
être  réelles  ;  qu'autant  que  l'on  aura  ^<^a%  ou ,  tout  au  plus, 
y  r=:a^;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  recevoir  j^  ou  le  produit  des  deux  parties,  est  a\  Mais  si 
l'on  fait  j^  =  a%  il  en  résulte  x  sx  a. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  dit^iser  le 
nombre  donné  2a  en  deux  parties  égales,  et  le  maximitm  qu'on 
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obtient  est  U  carré  de  la  nvfit^  du  nombre ^  résultai  auquel  on 
est  dé)à  parvenu  par  un  autre  moyen  (n®  loo). 

Solution  plus  simple.  Appelons  201  la  différence  qui  existe 
entre  les  deux  parties  ;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  2a ,  la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (i\**  4)  représentée  par 

,  ou  a  +^9  1a  plos  petite  par  a  —  x,  et  l'on  aura  pour 

Péquation^  {a  +  x){a  —  x):=^yy  ou,  efîectuant  les  calculs, 
a*—  x* z=:y  j  d'où  a:  =  dz l/a»— j^- 

Pour  que  cette  Taleur  de  x  soit  réeUe,  il  faut  que  j^  soit  tout 
au  plus  égal  à  a*;  et  en  faisant  y  =  a^y  on  obtient  x  =  o,  ce 
qui  prouve  que  les  deux  parties  doivent  être  égales. 

Cette  solution  a  l'ayantage  de  conduire  à  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes. 

108.  JV.  B*  Dans  les  équations  x  (aa -*- x)  r=  jf ,  et 

(fl  +  x)  (a  —  x)  =y,  établies  cî-dess!is,  la  quantité  x  eSt  ce 
qu'on  appelle  une  variable j  et  l'expression  x(!ia  ^— x.)  ou 
(a  +  x)  (a  —  x),  est  dite  une  certaine  fonction  de  la  va- 
riable. Cette  fonction,  représentée  par  y,  est  elle-même  une 
autre  variable,  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à 
la  première.  C'est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quel- 
quefois celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante j  tandis 
que  ia  seconde,  ou  y^  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles 
qu'on  attribue  à  x. 

En  résolvant  les  deux  équations  x(2a  —  x)  =J',  et.... 
(a  +  x)  (a  —  x)  =  j,  par  rapport  à  x,  ce  qui  donne 

x  =  arhV/a*— ry^ 
et  x=    ±i^a^—y^ 

on  peut  regarder,  à  son  lour,  y  comme  une  variable  indé'» 
pendante^  et  x  comme  une  certaioe  fonction  de  celte  va- 
riable. 

log^  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de  diviser  un 
nombre  2  a  ^n  deux  parties  te  lies  j  que  la  somme  des  racines  car^ 
rées  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum, 

12.. 


l8o  QUESTIONS    • 

Ap{>etonsa:*  Vune  cJes  piirties,  aa-— x*  sera  l'autre  parlîe, 
el  la  somme  (\c  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression 
X  +v/ââ  —  x^j  c'est  cdlè  expression  dont  il  faut  déterminer 
le  maximum.  ^  ^ 


Posons  x  +  \/2a  —  x'*  =  y. 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faut  chasser  le  radical.  On 
a  d'ûlîord  ,  en  transposant  le  terme  x  dans  le  second  membre, 

d'oîi,  élevant  au  carré,        aa  —  x»=y—  ixy  +  x\ 

ou,  ordonnant  par  rapport  k  x,         ax*-—  2)'x  =  aa  —  y*. 


équationd'oîi  Ton  tire     x  =  -2-  ±  i/  «^  H --^ , 

ou  simplifiant ,  x  î=  ^  ±:  -  \/^a^y\ 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  faut  que  y* 
soit  tout  au  plus  égal  à  4^  J  donc  2  ^/a  est  la  plus  grande  valeur 
que  puisse  recevoir  y,  ^ 

Maïs  si  l'on  fait  js  aj/a,  îl  en  résulte  x=\/a,  d'où  l'on 
déduit  x'  =  a  et  aa  —  a7'=a. 

Ainsi ,  le  nomb/e  donné  aa  (/oi^  être  divisé  en  deux  parties 
égales,  pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux 
parties  soit  un  maximum.  Ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  à 
àV/a. 

Soit,  par  exemple,  7a  le  nombre  proposé  j  on  a  5a  =  36  +  36  ; 
d'où  V/36-f-V36=ia;  c'est  le  maximum  des  valeurs  qu'on 
puisse  obtenir  pour  la  somme  des  racines  carrées  des  deux 
parties  de  7  a. 

Et  en  effet,  décomposons  72  en  64  +  8  ;  on  a  V/64  =  8, 
V/8  =  a  +  une  fract.  ;  d'où  v/64  +  V/8  =  10  -|-  une  fract  ; 
soitencore  72  =49+23 joua  v/49=7,  V/23=:4+unefract.-, 
donc  \/49  +  V^3  =  11+  une  fracl. 


) 
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ConsiUérooâ ,  pour  3*  exemple ,  l'expression  j-^ jç- ,   qu'il 

s'agU  de  rendre  un  MiKnfUM  (m  étant  supposé^  h) . 

Posons  ?^  f       ,?  =  y  ;  d'où  m*x*—  (m»—  n')  y  ;  a?= — n'  ;     ^        ;  ; 
(m' — n")x      -^  ^  ;       ' 

on  en  déduit     x  =  C^'— ^'b^  h-  J_  |/(^._„»)y_4;n-n% 

Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x,  correspondantes  à  une  va- 
leur de  y ,  soient  réelles,  il  faut  évidemment  que  (m*  — n*)*v* 
soit  au  moins  égal  à  l^m^n^y  et ,  par  conséquent,  que  y  soit  au 

moins  égal  a  — r ;.  Ainai,  — : r  est  le  minimum  des  va- 

°        m*^^n*  m*— /i* 

leurs  que  puisse  recevoir  la  fonction  y. 

Mais  si  TA  fait  ^  =  — ; ^  ,    dans  Vexpression  de  x ,  le 

radical  disparaît,  et  la  valeur  de  x  devient 

m*  —  n*  %mn  n  ]  / 


2ni*  m*  —  n*        m 

Celte  valeur,  x=  —,  est  donc  celle  qui  rend  l'expression 

proposée  un  minimum. 

1 1  G.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marclie 
qu'il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  serte^  de  question^. 

Après  avoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quaniité 
susceptible  de  détenir j sors  mi  maximum,  sqjt  vm  minimitm, 
on  régale  à  une  lettre  quelconque  y.  Si  V équation  que  l'on 
obtient  ainsi  est  du  second  degré  enn  (  x  désignant  la  quan^ 
tité  variable  qui  entre  dans  l'expression  algébrique^j  on  la 
résout  par  rapport  à  I,  ;  puis  on  égale  à  zéro  la  quantité  sou-' 
mise  au  radical,  et  l'on  tire  de  cette  dernière  équation  une 
Valeur  de  jj  qui  représente  cJors  le  jnaximum  ou  le  minimum 
cherché.  Substituant  er^n  cette  videur  de  f  dans  ^expression 
de  X,  on  a  la  valeur  de  cette  dernière  variable j  propre  à  #a- 
tis faire  à  l'énoncé. 


1 8a  vELOURiàxàs 

JY.  B,  S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  essen- 
tiellement positive,  quelle  que  fût  la  valeur  de  j^,  on  en  conclu- 
rait que  l'expression  proposée  pourra U  passer  par  tous  les  étais 
de  grandeur  possibles^  en  d'autres  termes ,  qu'elle  aurait  Vinfiai 
pour  MAXIMUM ,  et  o  pour  minimum. 

4x*  +  4x  —  3 
Soit,  pour  nouvel  exemple,  l'expression  — rr- — -j--r — ;  on 

demande  si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum  ou 
d'un  minimum  ? 

Il  en  résulte  l'équation  4^  —  ^{3y — ï)a=6y  +  S,  d'où 

l'on  déduit  X  = -^^ i:  -  V^9^*+4«  ^^>  quelque  valeur 

qu'on  donne  h  y^  la  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  posi- 
live;  Ainsi,  y  ou  l'expressioq  proposée  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur. 

Dans  les  exemples  précédens,  la  quantité  sous  le  radical  de 
la  valeur  de  x  ne  renfermait  que  deux  parties»  l'une  affectée 
de^ou  dejr*,  et  l'autre  toute  connue,  et  il  a  été  facile  d'ob- 
tenir le  maximum,  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était 
susceptible.  Mais  il  peut  arriver  que  la  quantité  soumise 
au  radical  soit  un  trinôme  di|  second  degré  de  la  forme, . . 
"f^y^+ny^p^  Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  diffif 
Jcile,  et  pour  mettre  ^n  état  de  la  résoudre  complètement,  il 
est  nécessaire  de  démontrer  plusieurs  propriétés  relatives  k 
ces  trinômes. 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

III.  On  appelle  trinôme  du  second  degré j  toute  expression 
algébrique  qui  peut  être  ramenée  à  la  forme  my^^ny  +  p , 
m,  net  pétant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques,^ 
désignant  d'ailleurs  une  variable j  c'est-^i-dire  une  quantité  que 
Ton  fait  passer  par  dilTérens  ct.its  de  grandeur. 
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Ainsi,  3j^*— 5jK+7,     —Qy^  +  ny+5, 

{a  —  b+ 2c)y + 4A*j'—  aac*+3tt*i, 

'  sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 

Si  l'on  ^ale  «^  o  le  trinôme  '»j'*+7»y+p,  ce  qui  donne 

my+ny+p  =  o,    d'où     ^  =  — ^±:^l//i^  — W, 

on  peai  faire  trois  hypothèses  principales,  par  rapport  à  la 
nature  des  valeurs  de  jr  qu'on  vient  d'obtenir. 

On  peut  avoir  n^-^^mp^o,  ou  positif;  dans  ce  cas,  les 
deux.  rat;ines  sont  réelles  et  inégales  de  signes  quelconques. 

Ou  bien,  n*— -4'np=ï^o,  auquel  cas  les  deux  racines  sont 
réelles  el  égales. 

Ou  bien  enfin,  n^-=^fynp^Oy  ou  négatif;  alors  les  deux 
racines  sont  imaginaires. 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  difiërens  cas: 

PreniièremenU  Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second 
degré  est  tel  qu'en  l'égalant  à  o,  et  résolvant  l'équation  qui  en 
résulte ,  on  obtient  deux  racines  réelles  et  inégales, fox^^  quantité 
(  positive  ou  négative  )  comprise  entre  les  deux  racines ^  et 
substituée  à  la  place  de  y  dans  le  trinôme  j  donne  nécessai- 
rement un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  dont  le  coeffi- 
cient de  y*  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  entre 
les  deux  rapines  et  substituée  à  la  place  de  j,  donne  un  ré" 
sultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  j\ 

En  effet,  désignons  par^' et j''' les  deux  racines  (supposées 

réelles)  de  l'équation       my*^  +  nj^  -f-  p  =  o , 


ml 


Le  premier  membre  m  (y""  -| y  +  —J  peut  (  n?  98  )  sq 

mettre  sous  la  forraem(y  — y)  (^— y).  Ainsi  l'on  a 

^y  +  ny+p  =  m{y—y)iy—y''), 
fjuclque  valeur  qu'on  donne  iy. 
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Cela  posé,  soitûft  une  quantité  comprise  entre  y  et  j^",  c'est- 
à  "  dire  telle  que  Ton  ait  «•>  ou  <  y\  mais  «  <CQ\k^y'\  il  en 
résulte  c«  —  j^'  >  ou  <C  o  ;  mais  a  —  j'"  <  ou  >  o  ;  d'où  Von 
voit  que  \ts  facteurs  «  —  y\  «  —  y" y  sont  de  signes  con- 
traires; ainsi  leur  produit,  («  — y)(« — J'*)*  ^st  négatif. 
Donc,  7n(ct — ^')  (« — y),  ou  sa  valeur  ma^+net-f-p,  est  de 
signe  contraire  à  celui  dont  m  est  affecté. 

Si,  au  contraire  ,  on  suppose  en  même  temps  «f>  ou  <^  y  et 
flt>  ou  <  y",  d*oii  l'on  déduit  «—y  >  ou  <;o;  et  «— ^  >ou 
<^o,  les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  donc,  leur  produit 
(«• — y)(« — y)  est  positif ,  par  conséquent,  7n(€i— y)(« — v") 
ouma*-J-w«+/?,  est  de  même  signe  que  m. C.Q.F.D. 

En  second  lie'Uj  si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales ,  toute 
fjuantitè  diffèi^enie  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à  Oj  substituée 
dans  ce  trinôme j  donne  un  résultat  de  méms  signe  que  le 
coefficient  de  y*. 

En  elTet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  oo  a  )a  rek- 

tion   n*  —  f\THp:=Oy  A*ou  ron4îrc /;  =  t—; dès Iors,le trinôme 

zni  *-l-  "J'  +P »  <^"  ^  (y  H y  'i )>  peut  se  mettre  sons  la 

fortne  m  (^'+  ^^  +  4^.)  ="»  (j+  ^-^J-  O»-  -  !'  «?«»  évi- 
dentquepour  toute  valeur  de^,  autre  que —  - — ,   la  quantité 

(y  H j  sera  positive.  Ainsi, mf  y-f j  ,  ou  my*+nj+/T, 
I2r/fl   /                                                                                                                                 \                           2/1»    / 

sera  de  môme  signe  que  m.  C . Q. F.  D. 

Ttvisièmement.  £nfin,  si  les  4cux  racines  sont  imaginaires, 
(ouïe  quantité  réelle  positit^e  et  négaiipe,  substituée  cï  la  place 
de  y,  donnera  un  résultat  de  même,  signe  que  le  coefficient 
de  y\ 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires ,  on  a  la  re- 
lation /i*  —  J^mp  <  o  ;  d'où  ^mj?  ]>  «*,  ou  bicu  (n''  io5),  divisant 

pa:  4m%...  ^  > -— 
m        ^rn^ 
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Soil  donc      ~=  7 — ■  +  P..  • ,  P  désignant  une  quantité 
m       ^ni 

rsscnliellcracnl  positive",  il  en  résulte 

quantité  qui  test    a  toujours  de  même  signe  que  m,  quelque 
"valeur  que  l'on  y  substitue  pour  y^ 

lia.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à  parler 
cFune  proposition  qui  est  d'un  fréquent  usage  dans  Vanalj5e. 

Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  2*  degrés  my*  +  ny  -J-  p , 
est  un  carré  parfait j  on  a  entre  ses  cœfficiens  la  relation 
n*  —  4"*P  =  ^• 

£n  effet,  si  ce  trinôme  est  un  c«irrc  parfait  et  de  la  forme 
(/»'jf  +  /»')*,  les  deux  racines  de  l'équation  wiy*  +  7/^  +  p=  o 
doivent  être  égales.  Or,  pour  qu'elles  soient  égales  ,  il  faut  que 
la  quantité  sous  le  radical ,  ou  tz*  —  ^mp,  soit  nulle.  On  a  donc 
la  relation  »•  —  ^mp  =  o. 

Réciptx>quement.  Si  l'on  a  entre  les  coefllciens  la  relation 
n*  —  ^mp  =  o^  le  trinôme  est  un  carré  parfait  ;  car  on  déduit 

de  cette  relation ,  p  =  -7—  ;  d'où 

mr  +  ny+p^mf  +  ny  +^  =  (^yV^m  +  ^J . 

II 3.  Voyons  actuellement  l'usage  de  ces  propriétés,  dans  la 
résolution  des  questions  de  nutximis  et  minimis. 

Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu*on  fait  varier  r,  la  fonc- 

X*  —  2x  +  21 
tion  — —--_-- — ^  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

X*  •■■"  2J7  "^  2 1 

Posons  — 25-r;;7"7 —  =J'>  ^''^"  ^^ — 2(3)'+ 1  )x=— 2 1  —  1 4y. 
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Il  en  résulte    a:  =  3y  +  i  ih  V^gy*  —  8y  —  20. 

Pour  que  x  soît  réel ,  il  faut  que  gy'  —  8y  —  ao  soit  positif. 
Or,  si  l'on  égale  cette  quantité  à  o,  il  vient 

8  20  -,  ,  ^  10 

y— -jy=~  =  o,     dou    j^=2ety  =  — ~. 

Ces  deux  valeurs  de  j^  étant  réelles,  il. suit  de  la  première 
des  propriétés  ci-dessus^  que ^  dès  qu'on  donnera  à  y  des  va- 
leurs comprises  entre  a  et  — *  — ,  telles  que  1 ,  o,  —  1 , .  • , 

la  valeur  du  trinôme  sera  négatwe,  puisque  le  coeiBciciit 
de  y^  est  positif.  Mais  en  donnant  à  y  des  valeurs  non  com- 
prises entre  a  et  -^ ,  comme  3,  4*  •  •  •  •  •  ou  —  *>  —  3, 

—  4-  •  •  j  O"  obtiendra  un  résultat  positif.  On  voit  donc  que 
a  est,  en  nombres  absolus j  iM  minimum  des  valeurs  que  doit 
recevoir  y,  pour  que  x  soit  réel.  Si ,  dans  l'expression  de  x  ci- 
dessus,  on  fait  j'  =  2 ,  le  radical  disparait ,  et  l'on  trouve  x=  7. 

y^    mmmm    «^J^    '  \         21 

En  effet,  Texpi^esslon       ^  .  JZ^ —  devient,  dans  Thypo- 

ihèse  de  X  =  7 , . , .  *^^  .  .  >    =-5  =  2. 

'  4^  —  '4  2° 

La  racine  ^  =  —  —  est ,  en  nombres  néçfitifsj  le  maximum 

des  valeurs  que  y  peut  recevoir ,  et  la  valeur  de  x  corréspon- 

10  7 

dante  à  ce  maximum j  estx=3x  — h  1  =  —  o* 

9  ^ 

Lorsque,  x  étant  exprimé  en  j' ,  le  coelVicient  de  y^  «ous 

le  radical ,  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de j^,  déduites  du 

trinôme  égalé  a  zéro,  sont,  Tune  positive,  Tautre  négative, 

la  valeur  positive  est  un  maximum  j  puisque  toute  valeur  plus 

grande  donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 

Aey^y  et  la  valeur  négative  est  un  minimum  ^  parmi  les  valeurs 

négatives  que  y  peut  recevoir. 
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Nous  laissons  aux  élëres  le  soin  d'examiner  les  autres  cir- 
constances qui  peuvent  se  présenter ,  par  exemple ,  le  cas  ou  le 
coefficient  de  y*  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y  sont  posi- 
tiveâ;  celui  oii  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs 
sont  imaginaires;  et  il  pourront  d'ailleurs  s'exercer  sur  les 
questions  suivantes  : 

Partager  un  nombre  donné  aa  en  deux  parties j  de  manière 
que  la  somme  des  quotlens  qu'on  obtient  quand  on  les  diuise 
mutuellement  l'une  par  l'autre^  soit  un  minimum. 
(Rcp.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum  est  2.) 

Soient  sl  et  h  deux  nombres  donnés  dont  a  est  le  plus  grand; 

on  demande  que  l'expression        ■       ^^ soit  la  plus  grande 

possible? 

(  Rép.  Maximum  =       ,  ,     ,  et  la  valeur  de  x  correspon- 
aab 


danteesta:^:?: 


a  — A' 


Ondemande^uè^ soit  le  plus  petit  possible. 

{Minimum^=:{^a'\-^by\     x=i\^ab.) 

S  III.  Des  équations  et  problèmes  du  second  degré 
à  deux  ou  plusieurs  inconnues. 

11 4*  Kous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète^  car 
noua  ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
seoond  degré  à  deux  inconnues,  dépend  en  général  de  la  résolu- 
tion d*une  équation  du  quatrième  degré  à  une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ùe  dé-> 
pendent,  en  dernière  analyse,  que  de  la  résolution  d'une  équation 
du  second  degré  à  une  inconnue. 

Premier  problème.  IVouçer  deux  nombres  telsj  que  la  somme 
de  leurs  produits j  par  les  nombres  respectifs  a  et  hj  soit  égale  à 
2,%,  et  que  leur  produit  soit  égal  à  p. 
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Soient  X  et  r  les  deux  nombres  diercliés;  on  a  les  c(iualions 

ax.  +  by  =  2s , 
xy=p. 

De  la  première,  on  tire  y  = r — •;  d'où,  substituant  dans 

la  secopde  el  réduisant,     ax^  —  2«r=s=:  —  bp. 

Donc,  x=-dr-V/«* — <ibp, 

a       a 

et  paroonséquent,j^=:Tqp  t\/i»*  —  obp. 

Le  problème  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  deux  solu- 
tions directes,  car  s  est  évidemment  >  V^.s*  —  abp  \  mais  pour 
qu'elles  soient  réelles ,  il  faut  que  Ton  ait  s*  >  ou  =  abp.* 

Soit  «  =  i=  I  ;  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  réduisent  à 

x  =  5±:V^«* — p    et    y  =  «qiV/«* — P- 
D'où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles 
de  X,  prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  qu<î  si 
s  +  V  «* — p  représente  la  valeur  de  x,  s  —  V^«*  —  p  repré- 
sente la  valeur  correspondante  de  y,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance^  en  observant  que  les  équa- 

C    X    I    V  SïS  25 

lions  se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à  { 

et  alors,  la  question  revient  à  trouver  deux  nombres  dont  Ut 
somm-e  soit  2.Sj  et  dont  le  produit  soit  p,  ou,  en  d'autres  termes , 
à  partager  un  nombre  us  en  deux  parties  j  dont  le  produit  soit 
égal  à  un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a  vu  (n**  loo)  que  les  deux  parties  sont  nécessaire- 
ment liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 
x"  —  2fix  +/7  =  o  ,  dont  le  coefficient  du  second  terme  est  la 
somme  as  prise  en  signe  contraire  j  et  le  dernier  terme  est  le 
produit  p  des  deux  parties. 

Il 5.    Second  problème.    Trouver  quatre  nombres  en  pro^ 
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portiotij  connaissant  la  somme  25  des  extrêmes  j  la  somme  as' 
des  moyens  j  et  la  somme  4c^  des  carrés. 

Désignons  par  i^,  x, y,  a,  les  quatre  termes  de  la  proportion  ; 
on  a,  pour  les  équations  du  problème,  en  vertu  des  données  et 
(le  la  propriété  fondamentale  des  proportions , 

X  +y  =  2/, 

uz^zjcy, 

îA»  +  X» +y +;&»=4c*. 

Au  premier  abord ,  il  peut  paraître  diiïicilc  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  mais,  à  l'aide  iVune  inconnue  auxiliaire^ 
un  parvient  a  les  déterminer  simplement. 

En  effet,  soit  p  le  produit  inconnu  des  exti-émcs  ou  des 
moyens ,  on  a 

i^  Les  équations  <  ^  'qui  donnent  {    ^  >. ?J 

(  Voyez  le  problème  précédent  ) 

oT      .       *•        J'^'+y=2»',      .,              (x=s'+ »/*'"—», 
sMjesequations  {        ^  'quidonnent{         ^        , L 

^         l   'O^i''     '  W=«'— v/«'*— /?. 

On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit/?. 

Or ,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  Aeu^x,y,z  dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 

[s  +  v/»"^^)*  +  («  -  V^^y + («' + \/7^Y 

on,  développant  et  faisant  les  réductions, 

4«*  +  4«'*  — 4p  =  4<^*;     donc     p=«»  +  s'-— c\ 

Beportant  cette  valeur  de  p  dans  les  expressions  de  u ,  x, j^,  a, 

^     f     w  =  ff  +  i/c*— «'•,     xz=is'  +\^c^  —  s% 
on  trouve  enfin  \  , ,         . "7 
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Ces  quatre  nombres  oonsli  tuent  évidemment  une  proportion  ; 
car  on  a 

A^.  ^.  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  de  l'Algèbre  de 
M.  Lhuilier;  est  propre  à  faire  voir  combien  l'introduction 
d'une  inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul^  facilite  la  détermi- 
nation des  inconnues  principales.  On  trouve,  dans  l'ouvrage 
que  nous  venons  de  citer,  d'autres  problèmes  du  même  genre, 
qui  conduisent  à  des  équations  d'un  degré  supérieur  au  second , 
et  que  néanmoins,  on  peut  résoudre  à  l'aide  d'équations  du 
premier  et  du  second  degré,  en  introduisant  des  inconnues 
auxiliaires, 

1 16.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donne- 
rsiit  lieu  à  deux  équations  quelconques  du  second  degré  à  deux 
inconnues. 

Une  équation  a  deux  inconnues  est  dite  du  second  degrés 
lorsqu'elle  renferme  des  termes  dans  lesquels  la  somme  des  expo-- 
sans  des  deux  inconnues  est  égale  à  net  ne  surpasse  pas  2.  Ainsi, 
"Sx*  —  4^  + j^  — xy  —  5y  +  6=o,  ']xy  —  4^-|- j^  =  o,  sont 
des  équations  du  second  degré. 

Il  suit  dé  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux 
inconnues,  est  de  la  forme  ay^  +  bxy*\-cx^+dy  +fx  +g=o, 
a,  b,  c...  représentant  des  quantités  connues,  soit  numériques  y 
soit  algébriques. 

Soient  donc  proposées  les  équations 

a'y^  +  b'xy  +  dx^  +  dy+fx  +  ^  =  o. 

On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à  x;  et  il 
tient 

ex*  +(iy  +f)x  +  ay^+dy  +g=o, 
cV  +  (6>+/')x  +  ay  +  d>+/=o. 

Cela  posé,  si  les  deux  coefficiens  de  x*  étaient  les  mêmes  dans 


A    DEUX    IKCONNUES.  igi 

les  deui  équations,  on  obtiendrait ,  en  retranchant  ces  deux 
équations  Fune  de  l'autre,  une  équation  du  premier  degré  en  ^^ 
qui  pourrait  être  substituée  à  Punedes  équations  proposées;  de 
cette  équation ,  l'on  tirerait  la  valeur  de  x  eny ,  et  reportant  cette 
valeur  dans  ilne  des  équations  proposées ,  on  parviendrait  à  une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'inconnuey. 

Or  ^  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  c,  et  la  seconde 
par  c,  il  vient 

cc'x^  +  {by  +/)  c'x  +  {ay^  +  Vj.  +  ^)  c'  =  o, 
ce' 9?^  +  (^>+/)  ex   +  («y  +  ^^  +  /)  c   =  oj 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes  ^  et  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  x^  est  le  même. 
£n  les  soustrayant,  on  trouve 

\(Jbc'  —  cV)y  +fc'  —  c/T  jf  +  {ac'  —  ca')  y»  +  (A'-c(/)y      . 

equawonqufuufluc*  {bc'—ch')y  +fc'  -.  c/ 

Cette  expression  de  x,  substituée  dans  l'une  des  équations 
proposées,  donnerait  une  ^^i^^/on/^no/^^n^. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution,  qui  entraînerait  dans 
un  résultat  très  compliqué;  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'é-  • 
quation  en  y  doit  être  en  général  du  quatrième  degré;  car  le 
numérateur  de  l'expression  de  x  étant  de  la  forme  my^+ny-^p , 
son  carré ,  ou  l'expression  de  **,  est  du  quatrième  degré;  or,  ce 
carré  forme  l'une  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général ,  la  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnuen  dépend  de  celte  d'une  équation  du  qua^ 
trième  degré  à  une  seule  inconnue. 

117.  Il  est  une  classe  d'équations  du  quatrième  degré,  dont 
on  peut  ramener  la  résolution  à  celle  des  équations  du  second 
degré;  ce  sont  les  équations  de  la  forme  x^  +/?«*  +  g  ==:  o. 
On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées  j  parce  qu'elles 
ne  contiennent  que  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x^, 
des  termes  en  x*,  et  des  termes  tout  connus. 
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Pour  résoudre  Téquatlon  x^  -^pr*  +  tj  ^=.0 ,  on  pose,  pour 
le  moment,  x*  =  jk>  ce  qui  réiluît  l'équation  à 

y^+/>yH-^=o,  d'oii  Ton  tire  j^ss— ^±:  l/j — Ç'» 
nialsTéquatton,     x^=y    donne    x  =  ±  Vy, 


D..nc,        ,  =  ±  v/-f  ±  V^'f^- 


On  reconnaît ,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l'équalion , 
que  Vinconnuc  a  quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signc«  + 
et  —,  qui  affectent  le  premier  radical ,  peut  être  succcssiie- 
ment  combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  afiectent  le 
second;  inai&  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  ^  deux 
à  deux* 

Soit,  par  exemple,  Véquation     x^  —  aSjp*  =  —  i44; 

si  l'on  pose  *'  ;=  j',  il  vient  y^  —  a5y  5=  —  144» 

d'où  l'on  tire  ^^=16,    ^  =  9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  x^  =>^j  on  obtient 

1».  x*=ï6,     d'où  x=:±4;     2*>.  a:»  =  9,     d'où     x  =  it3. 

Ainsi ,  les  quatre  valeurs  sont  +  4>  —  4>"l"3et  —  3. 

Soit  encore  l'équation  x^  —  7a;*  =  8.  Posons  x*  ^=.y^  l'équation 
devient  y*  —  ^y  =8;  d'oii  ^^=8  et  ^=: — 1. 

Donc,     i**.  x^  =  8,    d'où    x  ^  ±.  2 v'a;     a'*.  *«  =  —  i  , 

d*où    *=î:rh  ^/ — î;     les  deux  dernières  valeurs  de  x  soni 
imaginaires. 

Soit  Péquation  algébrique        x^  —  {2bc  +  4^')  •^'  ^=  —  ^'<**  » 

posons  af*=j';  l'équation  devient  y* — (2^  +  4^0^  = — b^c'*\ 

d'où  l'on  déduit         y  :=z  ^ -h  2a*  ±:  2a  V  bc  -f  a»  , 

el  par  consi'qucnl ,    jr  =  dz  V  ^c  -f-  2a'  dt  ?rt  Vue   -f-     a*. 
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Extraction  âe  ia  fw>ine  carrée  d'une  expression  en  partie 
rationnelle  et  en  partie  radiccde* 

1 18.  La  résolntion  i\eViquaiion  trinôme  du  quatrième  degré 
donoe  naissance  à  une  nouvelle  espèce  d'opération  algébrique  ; 
c'est  Vextraction  dé  la  racine  .carrée  d^une  quantité  de  la 
forme  a dz^  b^ael  i. étant  des  quantités  liuKiértqttes  ou  algé-" 
briques. 

Que  l'on  ait  TeJcpression  3  ih(/  5  à  élever  au  carré. 

OnUH)uve(3dzi/5)*r=9d:6i/5+5t=i4db6i/5 
donc    réciproquement^  V^  Ï4^^<&i/5aB  3  ^|/  5. 

Pareilkment,(v^î±:i/ii)«==:7±:A»/7Xi/ii+ii 


donc  réciproquement^     V 184-24/77==  V^^:±i  V/ii.# 

-  D'où  l'on  voit  qu'une  expression  telle  que  ^a±^b^  peut 
quelquefois  être  ramenée  à  là  forme  a'^x/V  ou  yd^Ly/V  ; 
et ,  lorsque  cette  transformation  est  possible  ^il  est  avantageux  dé 
l'effectuer^  puisqu'alors  on  n'a  qifune  ou  deux  racines  carrées 
simples  à  extraire, tandis  que  l'exiHression  }/ a'±jy  b  exige  qu'on 
extraie  une  racine  carrée  de  racine  carnée. 

119.  Nous  nous  proposei*ons  donc  cet\e  question  :  V ne  quan- 
tité de  la  forme  adlV^b,  étant  donnée^  reconnaître  si  cette 
quantité  est  le  carré  d'une  expression  de  la  /ormeafdz^h'  9 
ou  \/^±y  y,  et  déterminer  cette  racine. 

Appelons,  en  général,  p  et  ^1  les  deux  parties  dont  la  racine 
carrée  de  a +V^^  est  censée  se  compoier;pet  q  aont  alors  deux 
mjohomes  irrationnels  du  second  degré j  on  bien,  l'un  une  quan-^ 
tité  rationnelle  J  et  l'autre  un  monôme  irrationnel. 

Cela  posé,  observons  d'abord  que ,  si  l'on  a 


^a  +  ^brzzp+q (1), 

il  en  résulte  nécessairement 

i3 
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|/a— i/é=p— y (n). 

<}e«  équations,  multipliées  entre  elles,  donnent 

V/a*— i=p'— g» (3). 

Or,  puisque  p  et  9  sont  deux  monômes  irrationnels,  ou  Pnn 
rationnel  et  l'autre  irrationnel,  il  /ensuit  que  p^étq^  doivent 
étve  ratioaaeh-;  tiinsi,p*— ç%  ou  sa  valeur, ^/a*— 6,  est  né- 
cessairement une  quantité  rationnelle. 

P'o&Poa  peut  déjà  conclure  que,  si  âd:|/7*estle  carré 
^  d'une  quantité  de  la  fbrine  â'db  t/T*,  pu  ^a'±\/b',  l'expres- 

sion a*-^  b  doit  ét4kn  carré  parfait,  Cest  le  caractère  auquel 
4m  reconnaît  la  possibilité  de  l'opération. 

Soit  donca*-— &un  carré  parfait,  et  posons  y^a*— Asrc; 
Féquation  (3)  devient 

D^ailleurs,  les  équations  (i)  et  (a)  étant  életées  an  earré^ 
donnent 

d^ott ,  en  ajoutant  membre  à  membre , 

.?•+?'=« (4); 

mais  on  a  dé)i^  p»— ç* s^c. ....  •(5)  ; 

donc,  ajoutant  cet  nouvdles  équations,  et  retranchant  la  a*  de 
^  la  f ,  on  obtient 

ap*— û+<?, 


/^ 


et   par   conséquent 


,=±V^£^. 


Ainsi,   |/M^*.<«/»+?«dsy/^d:^£Eî, 
OU  plus  clairement  y 

(liC  double  signe  ±:,dont  le  second  membre  est  aflecté,  vient 
de  ce  qu'en  général ,  l'expression  d'une  racine  carrée  peut  être 
indifféremment  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — .) 

Ces  deux  formules  peuvent  être  vérifiées  à  posUnori;  en  efiet 
élevons 9  par  exemple,  les  deux  membres  de  h  première  au 
carré;  il  Vient 

+  à 

mais  la  relation  V^a*  —  4  =  c  donne  c*ais  a*— 5  ; 
on  a  donc  a^-^  br^a  +  {^a'  —  a*+6cssa  +V^ft. 

On  vérifierait  de  mémie  la  seooade  fîovmittlew 

lao.  Remarque,  G>mme  l'exactitude  des  formules  (6)  et  (7) 
est  constatée^  quelle  que  soit  la  quantité c^  ouV^a* —  b,  il 
s'ensuit  que ,  quand  bnn  même  a*  -^  &  ne  serait  pas  un  carré 
parfait^  on  pourrait  encore  remplacer  les  expressions  V/a-f-j/6 
et  V^a  —  ^  bf  par  les  seconds  membres  des  égalités  (6)  et  (7}  ;. 
mais  alors»  on  serait  loin  d'avoir  simplifié  la  question ^  puisque 
les  quantités  p  et  f  saraient  de  nèftte  forme  que  f expression 
proposée. 

Il  n'y  a  done  lieu ,  en  général  >  à  effectuer  cette  transforma- 
tion que  lorsque  a^—  fr  est  au  carré  parfait. 

i3.. 
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i  a  I .  Appliquons  les  formules  (6)  et  (7)  à  quelques  exemples. 
Soit  d'abord  l'expression  numérique  94  +  4^  V^p  ^«^  revient 
à94+i/88ao.  On  a  ' 

a=:94,    6=8820, 

d'oi  r=l/ârZî=|/8836— 88ao=4, 

quantité  rationnelle.  Ainsi 9  la  formule  (i)  est  applicable. 
Il  Tient 

OU  réduisant,  =^W  ^9+V^^)f 

ou  bien  enfin, 


»/94  +  4al/5  =  ±:(7+3i/5). 

Eu  effet,      (7  +  3i/5)«=49+ 454-4^1^ 5 
=  94+4»  4/5. 

Soit  encore  Texpression 


on  a  a=ïip+2m*,    6=4'»*(np+m'), 

d'ol  a»— 6=11  V, 

et  c    ou     ^a^-^bssnp'j 

donc,  la  formule  (7)  est  applicable.  Elle  donne,  pour  la  racine 
demandée, 

ou  réduisant ,        ±:  (  ^np  +  m'— m) . , 
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^  Eq  effet, 

(  V  np  +  i»"  —  m)*  =  np  +  a»*  —  aif»t/np  +  m*. 
Soif,  pour  troisième  exemple ,  à  simplifier  Pexpression 

Vi6+  3oi/^  +  Vie  — 3ol/*-  ij 
eo  appliquaut  les  formules  précédentes ,  on  trouTerait 


\/i6+3oV/- 1=5+3  |/—i,>/i6—3ol/—i=5-3|/-.i; 
donc,      \/i6  +  3oi/.irr+  ^16  — 3oV^ir7  =  to.  ^ 


G}  dernier  exemple  fait  ressortir,  plus  que  tous  les  autres, 
rulîlité  du  problème  général  dont  noua  venons  de  nous  occuper  ; 
car  il  prouve  que  des  expressions  imaginaires  combinées  entre 
elles,  peuvent  donner  lieu  k  des  résultais  réels j  même  nz- 
tionnels. 

JLcs  élèves  pourront  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 


V'28+iol73=5+|/3;V'i  +  4i^^  =  a+»/^J 


CHAPITRE  IV. 

yliuiljrsc  ùidétermirèée  du  premier  et  du  second  degré. 

InlroducUon,  Lorsqub  l'énoncé  d'un  problème  fournit  moins 
d'équations  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  le  problème  est  dit  in-^ 
déterminé,  en  ce  sens  que  (n^  55)  ses  équations  peuvent  être 
saiisfailcs  ])ar  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  atU  ibuécs  aux 


; 


inoonniies.  Maïs  il  arrive  souvent  que  la  natare  de  la  question 
exige  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres 
entier^;  d^ns  ce  cas,  l'une  des  inconnues,  ii  laquelle  on  pou- 
vait d'abord  donner  une  valeur  tout- à-fait  arbitraire}  ne  doit 
plus  recevoir  que  des  valeurs  entières  et  telles,  que  la  valeur 
correspondante^  de  Tautrç  inconnue  ou  de  cbacone  des  autres 
inconnues  soit  aussi  exprimée  en  nombres  entiers.  Or,  cette 
condition  restreint  beaucoup  le  nombre  des  solutions j  surtout  si 
Pon  ne  veut  4enir  compte  que  des  solutions  dirwetes,  c'est-à- 
dire  dl*t  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
inconnues» 

L'objet  de  ^ANALTSB  IKDÉtBRBCtMlx  DU  FBBMIBR  DEOBi  esl  de  ré^ 
aaud^  les  questions  indéterminées  du  premier  degré  en  nombres 
entiem  eêp&sitifi.  Nous  verrons  plus  loin  le  bul  quePon  se  prO' 
poiedans  Panai  jse  indéterminée  du  second  degré. 

S  I".   Équations  et  Problèmes  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

laa.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
(n^ 66) être  ramenée  à  la  forme  ax-|^y=3c;  a,  6,  c, désignant 
des  nombres  entiers ,  positifs  ou  négatifs. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que^  si  les  coefficiens 
9k  et  h  ont  un  Jucteur  commun  qui  ne  dii^ise  pas  le  second 
membre  c ,  l'équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres 
entiers. 

Car  soit  ossAa',  b^=:.hV;  l'équation  devient  ha' X'\-'hVy:=:c, 

Cm 

d'oà  Von  lire  a'x+  b'y  =  t>  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite 

par  êkucun  système  de  valeurs  entières  de  tt  eiie  y  y  tant  que  c 
n^est  pas  divisible  par  h. 

Nous  supposerons ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  a  et  6  soient 
des  nombres  premiers  entre  eux^  puisque,  s'ils  avaient  un  facteur 
commun,  il  faudrait  que  c  renfermât  aussi  ce  facteur; auqael  cas 
on  pourrait  le  supprima  dans  l'équatioU' 
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ia3w  Pour  plus  de  clarté  >  nous  traiterons  d'abord  des  équa* 
tiens  particulières  y  et  nous  généraliserons  ensuite. 

PaBlnàKS  QutsTiON.  Partager  iSg  en  detix  pariies,  dont 
Vune  soit  diçisible  par  8  et  Vautre  par  i3  ? 

Désignons  par  x  et  ^  les  qaotiens  de  la  diTÎsion  des  deux 
parties  cherchées  par  les  nombres  respectifs  8  et  i3;  il  es^ 
clair  que 8x  et  i3y  expriment  ces  deux  parties,  et  Pon  a  l'équa- 
tion 8x  + i3ysE=i5g,  .••  (1)9     . 

qui  y  d'aprëé  l'énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et> 
positifs  pour  xeîj^* 

On  déduit  d'abofd  de  cette  équation  ». . . .  xss^Sl^Jzï  ,^ 

oa^eSecluant ladiviaion autant q«e possible, xsii9^4* ^  5*^ . 
Obserrons  maintenant  que  la  valeur  de  x  sera  entité,  sr 
l'on  donne  à  y  une  yaleur  telle ,  que  ^  h  -^  aoit  un  nombre  en- 
tier; d'ailleurs  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi»  iljhut-eâ 
il  suffit  que  ^  ^  soit  égal  k  «n  nombre  entier  quelconques 
Soit  t  ce  nombre  entier  (#  est  dit  une  indéterminée  ) '^  il  en- 

résutte 1^:1^  =  /,    d'oîi    5y  +  &=7---   Wr 

et  la  valeur  de  x  devient    x  =  19 —  j  +  t. 

Toute  valeur  entiëte  de  t  qui ,  substituée  dans  Péquation  (a)  y. 
en  donnera  «ne  seknUable  pour  y^  satisfera  k  la  condition 

que  7  "^   y  soit  entUr;  ainsi ,  les  deux  valeurs  de  x  et  de  y 

Gorrespondanles  seront  entières  et  satisferont  d'ailleurs  à  l'éqiu' 
tÎQD  (i),;qui  résulte  évidemmemt  de  l'élimination  d«  t  entre 

les  deux 'équations  -a       ae=e,  xsb  19 — y^i^t.  La  question 

est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  (2)^ 
dont  les  coefficiens  sont  plus  simples  que  ceux  de  l'équa- 
tion (1). 
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On  tire  de  Péquation  (a), y  z=,  -i— ^ — 

ou ,  efiectoant  la  diviaion  en  partie ,    jr  =s  i  —  i  -f 


Toute  valeor  eotîëre  de  ty  qui  rendra  a  -—  3/  un  multiple  de 
$  y  donnera  aussi  pour  y  un  nombre  entier ,  et  sera  par  oonsc- 

2—3/ 

quent  <»nTenabIe.  Posons  donc  — ? —  =  /^,  /  étant  une  nou- 
velle indéterminée  ;  il  vient      3/  +  5/  =  2  • . .  (3)  » 
et  la  valeur  de  j*  se  réduit  ji  yzsii^^t^i, 

[L'équation  (a)  résulte  d'ailleurs  do  FéKmination  de  /  entre  ces 
deux-ci.] 

La  question  est  encore  ramenée  à  résoudre  en  nombres  en- 
tiers l'équation  (3),  de  laquelle  on  tire 

2  —  5/  ^   ,    2  —  2/, 

posons-^ — s=l%  il  en  résulte    2/  +  3/=a...  (4), 

et  /  =  —/  +  /'. 

De  Péquatîon  (4)  on  déduit    /  =  -:=llf^=  i  - 1-  _  f. 

f 
Posons  enfin  -  =  Z',  il  en  ré^nltç    fz^^f. . .  (j^ 

et  /=!-/•— r 

Comme  dans  l'équation  (S),  le  coefficient  de  l^ est  égal  à 
Vunitéjf  il  s'ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à  <^  en 
donnera  une  semblable  pour  /'.  D'ailleurs,  les  deux  inconnues 
principales  x  et  y  »  et  les  inconnues  intermédiaires  /,  /,  ^  et  l*, 
font  liées  entre  elles  par  les  Anq  équations 

a;=i9— j^+/, 

y  —  ^  — /+/, 
t=  -/+/•, 
/=i  —i'—tr 
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Ainsi ,  en  donnant  ^  ^  une  valeur  entière  quelconque  >  et 
remontant  de  la  dernière  de  oe$  équations  aux  deux  premières, 
on  obtiendra  pour  x  et^r  des  valeurs  entières  correspoudaiites , 
qui  vérifieront  néoestairement  Péqnation  proposée  ;  car,  d'après 
les  raisoonemena  qui  ont  été  laits  plus  haut ,  cette  équation 
résulte  de  l'élimination  de  #>  /,  ^^  /*,  entre  les  cinq  équations 
que  l'on  vient  d'établir. 

Mais  afin  de  n'attribuer  à  ^  que  des  valeurs  auxquelles  cor- 
respondent des  valeurs  entières  et  positives  pour  x  et  y,  il 
convient  d'exprimer  x  et  y  enfotiction  immédiate  (*")  de  Fin-  «-^ 

déterminée  ou  inconnne  auxiliaire  f',  à  l'aide  des  cinq  équa* 
lions  cî-dessus. 

Or^  l'expression  de  if  devient  ^  lorsqu*on  remplace  ^'par  sa 

valeur  en  /*,       /=  i  —  a/*—  /*,      ou      /=  i  —  3^, 
remontant  à  l'expression  de/. . .  <=s-«/-f*<'ss-r-i  +  3^+  ^^^ 
Donc  /  =— I+5A 

On  trouvera  de  même  y=^ — (— i  +  5/*)+i— 3/*. 

Donc  ^=3— 8/*. 

Eofin,  x=i9-.(3— 80  +  (— i  +  SOi  ou  jc=i5+i3/*. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  re- 
produisent Péqnation  proposée»  par  l'élimination  de  A  En  ef* 
fet,  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  i3>et  la  seconde 
par  8,  et  qu'on  ajoute  les  résultats^  il  vient 

i3j-|-8xs=  iSg. 

Faisons  successivement  1^=0,  i ,  2,  3....,  ou  bien  x'^ss^-i, 
—  2,  —3....;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  1 

valenrs  de  x*  et  de  ^  en  nombres  entiers  y  soit  positifs  soit  né- 
gatifs,  propres  a  vérifier  la  proposée-,  mais  si,  comme  l'exige  f 


(*)  On  appelle /onc(io/x  d'une  kiire  considc'itfc  coinmc  variable ^  tome 
rxprestion  qui  rcnfennt  cette  lettre  combioec  avec  de»  quaniiie»  connues. 
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/  l'énoncé,  on  ne  doit  tenir  compte  que  des  êokuions  entières  et 
r  posidi^es^^ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3—8^ 
et  i5  +  i3^  positifs.  Or,  il  n'y  a  évidemment  qne  «*ssso  et 
^=—  *  j  qui  satisfassent  k  cette  condition  j  car  tonte  valeur 
positive  de  ^  rend  y  négatif,  et  toute  valeur  native,  numén-^ 
guement  pins  grande  que  i ,  rend  x  négatif* 

Si  l'on  fait  successivement    **  =  o ,  ^=  -^  i , 

ilen  résulte  |  ^=    J'     ^="'    l 

l  a?=3 15,     07=   a.    ) 

Donc  les  deux  ^stèmes  x^=i  i5  et  y  sa  3,  a?  sxa  et  j^as  1 1 , 
sont  les  seuls  qui  vérifient  l'équation    8x  +  i3y  b=  iSg. 

Quant  h  la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction 
algébrique,  puisque  6x  et  i3y  représentent  les  deux  parties 
cherchées,  il  s'ensuit  que  8  X  i5  ou  lao,  et  i3  X  3  ou  Sg, 
forment  une  première  solution;  que  8  X  a  ou  i6 ,  et  i3  X  1 1 
ou  143  forment  une  seconde  solution;  c'est-à-dire  que  169  peut 
être  partagé,  soit  en  iao+39,  «>it  en  16  +  143. 

124.  Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

17X  — 49^^  =  — 8...(i). 

On  en  déduit  d'abord         a:= ^iJ  ==  ay  +  l^î^Zl?. 

17  -^  17 

Pour  qu'à  une  valeur  entière  de  y,  il  corresponde  une  valeur 
entière  de  x,  il  faut  et  il  msfit  que  i5y  —  8  soit  un  multiple 

de  17.  Soit  donc  "^ =  ^,  tétant  une  inconnue  intermé- 

diaire;  il  en  résulte       iSy—fjtssB...  (a), 

®*  a:  c=  2y  + 1 

[L'élimination  de  /  entre  ces  deux  équations  reprodoirait 
l'équation  (i).] 

On  déduit  de  Féqualion  (2) ,  y  7=  ?l[^  =  t  +  ^^ , 
et  la  nouvelle  expression ,   — ^ — ,  doit  être  un  nombre  entier. 


Pcwant  ^~f=  t\  on  obtient  2/—  i5/=  —  8. . .  (3), 
et  J'=*+^. 

Uéqaation  (3)  donne    t  ^  — ^—  =  ^t — 4  "+"  "• 

Donc    -  doit  être  un  nombre  entier. 

a 

PosoQft  enfin  -  ss  /*.  il  Tient        /  =  ^f, 

et    .  f=:7/— 4  +  <*. 

Maintenant  y  pour  exprimer  x  et  jf  en  fonction  de  Tindéter-  O 

minée  fy  rapprochons  les  quatre  équations  . 

*=7/-4  +  <^, 

/5=2A 

L'aTant-demière  dertent  é=:7X2<'— 44"^j  ou  ^=i5**— 4; 
remontant  à  la  seconde ,  on  a  ^=  1 5^"— 4+^^  >  ou  j«=  1 7  /*— 4  i 
enfin ,  la  première  devient 

X  =  2(17^ —  4)  +  »5^— 4>  ou  a:  =  49^""  >^' 

Ces  deux  formules  reproduisent  l'équation  proposée  ;  par  l'é- 
limination de  i"'^  car,  si  l'on  multiplie  la  première  par  49 9  la 
seconde  par  17,  et  qu'on  retranche  les  deux  résultats  l'un  de 
l'autre  j  il  Tient  "*^ 

*  7  Jf  —  49 J' =  —  2  04  +  1 96  =  —  8. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  k  f  des  valeurs  positives 
quelconques,  on  obtiendra  pour  jr  et  j'  des  valeurs  positiTCs; 
mais  on  ne  peut  supposer  /  négatif. 

Soit  t ^=.    I,     2,       3,       4"  •  • 

OntrouTe  jf=:i3,  3o,     47i     64,... 

a;=r:37i  86,  i35|  184. ••• 
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Le  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation 
proposée  esl  donc  infini  ;  et  le  plus  petit  système  est  a*  =  87  , 
j  =  i3. 

Ce  système  véi^Uie  l'équation ,  car  on  a 

17x37—49x13=609— 637=— a 

Nous  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple,  de  reprendre 
tous  les  raisonnement  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour 
rendre  compte  de  toules  les  opérations  ;  mais  il  est  facile  hutl 
commeuçans  de  les  reproduire ,  en  suivant  pas  à  pas  les  trans- 

fonnalions. 

125.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  : 

Soit  czx  -f-  ^  =  <?•  •  •  (1)9  l'équation  qu* il  s'agit  de  ré- 
soudre. Tiriez  de  cetlê  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a 
le  plus  petit  coefficient^  de  x ,  par  exemple ,  et  effectuez  la 
division  autant  que  possible^  vous  obtenez  une  expression  do 
X  en  y,  composée  d'une  partie  entière  et  d'une  partie  fraction- 
naire qu'il  faut  tâcher  do  rendre  entière.  Egale»  cette  seconde 
partie  à  une  première  indéterminée  t  *,  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  en  y  et  t,  que  Ton  peut  nommer  Véqaation  (2)  ,  cl 
dont  lt2s  coelllciens  sont  plus  simples  que  ceux  de  l'équation  (i); 
la  valeur  de  \  se  troupe  d' ailleurs  exprimée  en  fonction  entière 
Je  y  et  iy  et  l'équation  proposée  résulte  de  l'élimination  de  t 
entre  téquation  {%)  et  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  T  en  y 
«IL 

Tirez  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à  une  secondes 
indéterminée  t';  d*oà  il  résulte  une  équation  (3)  en  t  et  t',  plus 
simple  que  les  équations  {i)  et  (2)«  I^a  valeur  dey  se  trouve  ainsi 
exprimée  en  fonction  entière  de  t  et  t'  ;  et  la  proposée  résulte  de 
l'élimination  de  t€t\!  entre  l'équation  (3)  et  les  deux  équations 
qui  donnent  x  en  fonction  entière  de  y  et  t,  puis  y  en  fonction 
entière  de  t  et  \!. 

Opérez  sur  l'équation  (3)  comme  sur  les  équations  {})et  (2) , 
et  continua  celte  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous 


parveniez  à  une  dernière  équation  entre  deux  indêiérminées  ,  ^ 

dont  Vtàne  ait  pour  coefficient  l'mrri.  ^      "    ^ 

Remonte»  emuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes ^  ^ 

et  cherchez  j  par  des  suèetitutions  suçceseivegj  à^xprimer  x  et  ; 

y  en  fonction  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  (leux  formules  à  l'aide  desquelles ,  en  don- 
nant à  l'indéterminée  restante  des  valeurs  arbitraires,  tous 
trouvez  tons  les  sjst^es  de  valeurs  entières,  tant  positive»  que 
négatiifes,  propres  à  vérifier  l'équation  proposée,  ax  +  b^':sic. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives  pour 
xet  y^  les  deux  Normales  indiquent,  par  lenr  composition, 
entre  quelles  limites  doivent  être  comprises  Us  i/aleurs  de  la 
dernière  indéterminée,  pour  que  cette  condition  soit  satis^ 
faîle. 

Remtuquea.  i®.  Le  procédé  qui  vient  d'être  indiqué  doit 
toujours  .conduire  à  une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefiieient  d'une  des  indéterminées  est  égal  à  Vunité» 

En  effet ,  dans  la  première  opération  ,  on  est  conduit  à  diviser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  pçtit; 
ilans  la  seconde  ,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur 
division  ;  dans  la  troisième ,  le  premier  reste  par  le  second  retfte , 
et  ainsi  de  suite,  c'est  â-<lire  que  l'on  applique  aux  deux  coeffi- 
ciens  le  procédé  dn  commun  diviseur.  Donc,  puisque ,  par  hjpo<^ 
thèse,  les  deux  coeffîcie.ns  sont  premiers  entre  eux  (n°  122)9  on 
ftarviendra  finalement  à  un  reste  égal  à  i ,  qui  servira  de  coeffi- 
cient à  l'avant-dernièrç  des  indéterminées  que  l'on  aura  intro- 
duites dans  le  cours  du  caldil. 

2°.  -Lorsqu'on  applique  le  procédé  à  une  équation  dans  la- 
quelle 4es  coefficiens  des  deux  inconnues  renferment  un  fac- 
teur commun ,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre , 
maïs  que  l'on  n'a  pas  d'abord  aperçu,  la  suite  des  calculs  fait 
feconnaitre  Y  impossibilité  de  r^soudr«  la  question  en  nombies 
entiers. 

Soil ,  par  exemple ,  IVquation     49*  "-"  ^^y  =11. 

(Le  facteur  7  est  commun  aux  coefficiens  de  x  ci  y,  ci  n'entre 
pas  dans  le  second  membre.  ) 
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On  en  déduit    j^rs^^^.      ;==<+  ^T  ., 

on  a  «= 7 =2/+ -^ — ^7 — • 

i4  ^       i4 

Posant  2i+-Lî=*',    d'où    «=a/  +  <% 

on  trouTe 

Cette  dernière  équation  est  évidemment  impoêêtèle  en  nombres 

entiers  pour  tel  /,  puisque  -  est  une  fraction.  Donc  aussi  Péqua* 

tion  proposée  est  impossible  en  nombres  entiers,  pour  x  et  j^« 

126.  Au  reste,  le  procédé  ci- dessus  est  susceptible  de  plu- 
sieurs simpUfications  qu'il  est  important  d'introduire,  dans  la 
pratique. 

.  Reprenons  Féquation  déjà  traitée,  i7jr  — 4^  = 8; 

on  CQ  déduit  d'alM>rd,  j^  c^s  ^^^       ?. 

»7 
Observons  actuellement  que  49  est  égal  à  1 7  x  a  + 15,  ou  bien 

encore, égala  17  X  3  — a;  donc,  ^^  =i:3v —  3?. 

17  -^       17' 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme  x  =  3y  <-*  ^^^  "^^ 

'7        ; 
et  la  question  est  ramenée  à  trouver  pour  y  nn  nombre  entier 

qui  rende  entière  l'expression   -^        .  Or  cette  expression  re- 
vient à     ^      ^  ;  mais  les  deux  nombres  17  et  a  $orA  pr^mUrs 

£ntre  êux.  Ainsi,  pour  que     ^       '^  soit unnombreentier.  il 

17 


fmtet  il  êuffU  (  Ariih.,  n*  i3a)  qne  j'  +  4  soit  diviaible 
par  17. 

Posons  donc  ^ — ^  =  ^,  *  étant  un  nombre  entier  tout-à-fait 

arbitraire  ;  il  en  résalte. .  •. J^  =  >  7^  —  4 

et  la  valeur  de  «devient.  ,.*....  4P=3^— -2^, 

ou ,  remettant  pour  y  sa  valeur  eat,  xs=:  49^  —  i  a. 

Ces  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de 
la  pftiposée;  car  PéKmination  de  t  entre  ces  deux  équations  re- 
produit l'équation  174^  -^  49y  =  "— >  8. 

En  faisant  ^=i,2,3,4'*«>  on  trouverait  des  valeurs  en- 
tières et  positives  pour  x  ety}  mais  on  ne  peut  supposer  /né- 
gatif ni  égal  à  o. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications 
précédentes,  puisque,  par  leur  moyen,  on  n'a  introduit  qn^une 
9êule  indéterminée  dans  le  equn  da  CÉlcuk 

Ces  modifimûms  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exem- 
ples; mais  an  ne  peut  bs  expliquer  que  sur  d^  équations 
particulières  ;  c'est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
ivivante^  ^ 

127.  SxcoKHE  QUESTION.  Payer  78 /r.  at^ec  deg  pièces  de  Sfr. 
et  de  3Jf*,j  sans  aucune  autre  monnaie? 

Soient  x  le  nombre  de  pièces  de  5  fr.  et^  celui  des  pièces  de 
3  fir.  ;  cm  a  Téqûation  5ar  +  3y  =  78,  qui  n'admet  que  des  va- 
leurs entières  et  positives^  comme  solutions  de  la  question. 

Cette  équation  résolue  par  rapport  k  y  y  donne  y  =  7   *^^* 

ô    . 

on,  effectuant  la  division y  ^=s  7,6  '^^  x -^ — 

3  ' 

ou  bien  encore ^==26—2^^4--, 

ô 

En  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y,  on  voit 
que  la  valeur  de^'  correspondante  k  une  valeur  entière  de  Xy 

ne  peut  être  elle-même  entière  qu'autant  que  l'on  aura  ^  égal 
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h  un  nombre  entier  ;  et  comme  a  e«t  premier  avec  Z,  tl  faat  et 

il  suffit  {/iriih.  n®  i32)  que  x  soît  dmsible  par  3.  ^^_^ 

^  Soit  donc ;p  =s  3/;    j 

L*  ^  W  en  résulte j<  =  26  —4f—  2^,  on  bien, j'  =  26  —  5^. 

Si  l'on  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  de  suite  qojexdolt 
êlre  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne    4P=  3^, 

d'où  résulte  encore  ^  =  26  —  2*  -f-  /,    ou    ^  s=  26  —  5/. 

Ces  deux  formules  montcent  que  t  doît  être  positif  et  ne  peut 
avoir  une  valeur  plus  grande  que  -^,  ou  5  %. 

Soit  donc      ^  c=    o,     i^     2,     3,     4»     ^> 

il  en  résulte     «  =    o,     3,     6,     g,   12,   i5, 
y  =  26,    21,    l6,    n,      6,      I. 

Ainsi ,  Ton  peut  satisfaire  à  la  question  de  six  manières  diffé- 
rentes,  savoir»  avec  26  pièces  de  3  fr. ,  sans  aucsae  pièce  de  5  fr.; 
avec  2 1  pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr. ,  avec  16  pièces  de  3  fr . 
et  6  pièces  de  5  fr. ,  et  ainsi  de  suite. 

TaoïsiiME  PROBLÈiiE.  Trouper  unnombre  qui^  étant  diwi 
par  39,  donne  le  reste  16,  et  divisé  par  56,  donne  le  reste  27? 

Appelons  x  le  quotient  entier  de  la  division  du  nombre  cher- 
ché par  39,  39*  -I- 16  est  une  première  expression  de  ce  opmbre; 
soit  j^  le  quotient  entier  de  la  division  par  56, 56y  4-^  27  est  une 
seconde  expression  du  nombre. 

On  a  donc  l'équation        39^:  -f-     16  =  56^  -^  27, 

ou  réduisant* 39r  —  56y  =  11 (1). 

•      ^         wi  ..         56r-+-n  ,   ^lY+ii 

On  en  déduit  x  =  — =^ —  =  J  +     \^ — . 
09  09 

,.  ^         (aay— 11)  ii(3ty*-.i) 

ou  bien  encore ,  *  =  2y  —  ^^ — =^-5 =  s>.r >~^ ^. 

39  39 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  s'aperçoit 
que  le  facteur  1 1  peut  être  mis  en  évidence,  dans  le  numérateur 
de  la  fraction.) 


1 1  r^v  "^  i^ 

.domine  clans  Pexpre?sîon  ^ ■',  le  facteur  1 1  est  pre- 
mier avec  39,  pot; r  que  cette  e:ipression  soit  un  nombre  en* 
tier^  il  faut  et  il  suffit  que  2y  -^,  i  soit  dmsible  par  39. 

Posons  donc  -^ r=  /,  îl  en  résulte  a)'— 39/=  i .  • .  (2), 

et  par  conséquent x=  sy  —  i  lâ. 

T>'       a-      /  N  1                            39/ +  1               ,  ^+ 1 
L  équation  (2)  donne. .  - . .  ys=  -^ =  19^  -j ; 

posant =  /,  on  obtient  l'équation     t^=-ii  —  i, 

et  par  conséquent ...«•.*;..•.  y=.  19^+  ^« 

Si^  dans  cette  dernière  équation^  on  remplace  t  par  sa  TalcUr 

en  <',  elle  de?  ient  j^  ==s  1 9  (24'—  »)  +  «',     d*cù    j^  =  39^' — 1 9 . 

Reportant  cette  Taleor  de^  et  celle  de  t 
.  clans  ^expression  de  a:,  on  trouve a*  b=  56/ —  27. 

On  reconnaît,  i  l'inspection  de  ces  deux  formules,  que  / 
peut  ayoïr  une  valeur  positive  quelconque. 

Soit  /=:i,  îlen  réaultcj=39 — jg=2o,  x=56 — 27=29* 

Substituant  la  valeur  de  x  dans  rexpressîpn  39r+  16,  on 
obtient  39.29-1-16,  ou  f  i47>  pour  le  plus  petit  nombre  qui 
satisfait  à  l'énoncé  de  la  question. 

Soit  encore  f'^=:2,  on  trouve  a;  =56. 2 — ^27=85;  donc 
39c  +  i6=  39.85  -[-  16  :?=  333 1 ,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
d'ailleurs  vérifier  l'énoncé  sur  les  deux  nombres  qui  viennent 
d'être  obtenus. 

iV*.  B,  L'artifice  auquel  nous  avons  eu  recours  dans  cette 
question,  suppose  de  l'habitude;  mais  nous  ne  saurions  trop 
en  recommander  l'ifiRrge,' parce  qu'il  abrège  beaucoup  la  dcler- 
mi nation  des  valeurs  de  x  et  de  j'. 

128.  Si  l'on  compare  les  formules  propres  à  donner  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de 3',  dans  les  diverses  questions 
que  nous  avons  traitées  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces 

•4 
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problèmes  ;  on  peut  facilement  reconnaître  qu'elles  jouissent 
de  cette  propriété  commune  :  Les  coefficient  de  l'infU terminée 
qui  entre  dans  ces  formules,  sont  réciproquement  les  mêmes 
(au  signe  près  pour  l'un  des  deux)  que  les  coefficiens  dont  les 
inconnues  x  et  y  sont  affectées  dans  Inéquation  proposée;  c'est- 
à-dire  que ,  dans  la  valeur  de  x ,  le  coefficient  de  l'indéter- 
minée est  égal  au  coefficient  dont  y  est  affecté  dans  l'èqua- 
tion^  et  dans  la  râleur  de  j',  le  coefficient  de  l'indéterminée 
est  égal  au  coefficient  de  J.  de  Inéquations  pris  en  signe  cow 
traire;  ou  réciproquement  (quant  aux  signes  des  deux  coef- 
ficiens). 

Pour  démontrer  cette  propriété,  reprenons  l'équation  gé- 
nérale 

et  supposons  qu'après  avoir  appliqué  la  méthode,  on  soit  par- 
venu aux  deux  formules 

x=smt  +  A..*  (2), 
^sr:  nt  +  B...   (3). 

Nous  observerons  d'abord  que,  dans  ces  formules ,  les  coef- 
ficiens TO  et  71  doivent  être  premiers  entre  eux;  car,  s'ils  avaient 
un  facteur  commun,  et  que  Von  eût,  par  exemple, 

m=^m'kj     n^s^n^kj 
ries  formules  deviendraient 

y=zn'kt  +  B\ 
et  en  posant    ^  =  t  >     on  obtiendrait 

d^oii  il  suivrait  qu'à  une  valeur  fractionnaire  -g  de  /,  il  corres- 
pondrait des  valeurs  entières  de  x  et  de  j*,  ce  qui  serait  con- 
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traire  à  la  nature  de  la  méthode ,  qui  Teut  que  toutes  les  indé- 
terminées introduites  dans  le  cours  du  calcul  ne  reçoivent  que 
des  valeurs  entières. 

Celât  posé,  on  a  vu  précédemment  que  l'équation  (i)  doit  ré« 
sulter  de  Pélimination  de  t  entre  les  équations  (2)  et  (SjT 

Or,  pour  effectuer  cette  élimination,  il  suffît  de  multiplier 
Péquation  (2)  par;»,  et  l'équation  (3)  par  ni,  pais  de  retran- 
cher l'une  de  l'autre  ;  ce  qui  donne 

nx  —  i»y  =  7»  A  —  mB , 
équation  qui  doit  être  identique  avec  l'équation 

(  puisque  d'ailleurs  m  et  n,  ainsi  que  a  et  6,  sont  premiers 
cotre  eux),  et  donne  par  conséquent 

CSomme  on  peut  soustraire  les  deux  équations  (2)  et  (3),  dans 
un  ordre  inverse,  il  vient  encore 

jTiy  —  TUF  =  mB  —  nA; 

d'oii^  comparant  airec  l'équation  (i), 

»  =  — a,     mz^b. 

Ce  qu'ail /allait  démontrer. 

AiTTRSMERT.  Lcs  valcurs  (2)  et  (3)  devant  vérifier  l'équa- 
tion (i),  quel  que  soit  ^,  on  a  nécessairement 

a(m<  +  A)  +•  ft(/»*  +  B)  =  c, 

ou,  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  /, 

(a;»  +  bn)t  +  alL  +  bBz=z  c. 

Mais ,  comme  la  supposition  de  ^  =s  o  dans  les  formules  (2) 
et  (3),  donne  a:=:  A  et  j'  =  B,  ces  valeurs  doivent  former 
un  système  particulier;  ainsi  l'on  a  séparément 

cA  +  iB=:c; 

14.. 


donc  Fi^nlité  précédente  se  réduit  à 

{am  +  bn)  ù  =  o, 

I  Or  y  pour  que  cette  égalité  soît  satisfaite  pour  toute  valeur  en- 

^  itère  attribuée  à  t^  il  faut  que  Ton  ait 

am  +  ^/*  =  o  :     d'où    —  ^=  —  7  ; 

et  puisqu'on  a  déjà  reconnu  que  m  et  n  sont  premiers  entre 
euXj  aussi  bien  que  a  et  6>  on  doit  ayoir  (Arith.^  n**  167} 

eu  bien,  m  =  b,  n  =  —  a. 

129.  On  peut,  au  reste,  donner  de  cette  propriété  une  dé- 
monsti^ation  qui  soit  tout-à-fait  indépendante  de  la  métbode 
qu'on  a  suiyie  pour  obtenir  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Soit  toujours  Fé^uation  proposée 

ax+iy  =  c...   (i); 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 

x=zA    et   j'  =  Cy 

pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (  positifs  ou 
négatifs);  je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  com- 
prises dans  les  deux  formules 

^  ,     >     ou  bien     1  *^  ,    , 

a;=:«t  —  ht  }  .  tx=:«  +  ^^; 

t  désignant  an  nombre  entier  tout4-fait  arbitraire. 

En  effet ,  puisque  «*  et  f  forment  un   premier  système  de 
)  valeurs  de  x  et  de  y,  en  nombres  entiers,  on  &  Tégalité' 

a*  +  ^f  =  <^  •  •  •   (2)* 
Retranchant  celle  égalité,  membre  à  membre ,  de  Téqua- 
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lioa(i)>  on  obtient 

a{x^a)  +  b(y  —  C)  =  o,..   (3), 

équation  qui  peut  remplacer  la  proposée. 
Or,  Féquation  (3)  reyient  à  celle-ci  : 

i(y— C) 
a 

et  pour  que  la  valeur  de  x ,  correspondante  à  une  Taleur  en- 
tière dey,  soit  elle-même  entière ^  il  faut  et  il  suffit  que 
^(y  —  0  soit  di?isîble  par  a;  mais  on  sait  (n®  122)  que  les 
coeffîciens  a  et  6  sont  premiers  entre  eux  (  autrement  l'équa- 
tion ne  serait  pas  résoluble  en  nomljres  entiers);  donc,  en 
vertu  du  principe  établi  en  Àrithmétî^e  (n^.i32);  il  faut 
et  il  suffit  que  y  —  ^  soit  un  multiple  de  a. 

Posons  donc j^  — *  C  =  a/,        •• 

il  en  résulte x — •  =  —  è/j 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 
y^e  +  at, 

Gomme  de  l'équation  (3)  on  tire  encore 

^-c^ 1 — ' 

si  Ton  pose x  — •  *  =  &/, 

il  en  résulte y  -^C  z=i  —  at^ 

éqiiations  qui  donnent 

y  =  ^  —  aL 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ty 
les  valeurs  y  =:  C  +  a^,  a:  =  et  —  bt^  satisfont  à  la  pro- 
posée: -' 
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En  effet ,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation  y  on  trouYe 

a{âL  —  ^4-&((4-aO  =  c,  ou  réduisant,  aet  +  i^rsc^ 

*-^  égalité  yérifiée ,  puisque  «  et  C  forment,  par  hypolliëse,  une 

I  solution  de  la  proposée. 

i3o.  Conséquence,  Si  dans  les  formules 

on  fait  successivement  ; 

<=sjo,   I,  a,  3,  4"*»     c*    ^= — ^>  ~^'  — 3,.,, 
elles  deviennent 
y'=C,  C+a,  C+sto,  C+3a...  ]  U=C— a,  C— aa,  C— 3a...^ 

D'oii  l'on  voit  que  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou 
négatives ,  de  la  proposée ,  forment  deux  progressions  par  dif- 
férence^ dont  la  raison  est,  pour  les  valeurs  de  x  y  le  coefficient 
dont  y  est  affecté  dans  l'équation^  et  pour  les  valeurs  de  j,  le 
coefficient  dont  x  est  aff)scté  dans  la  même  équation, 

i3i.  AuTRB  liiTHODS.  II  résuUe  de  l'analyse  du  n®  129, 
que  toute  la  difiSiculté,  pour  résoudre  complètement  Inéqua- 
tion ax  +  by^2Cy  consiste  à  trouver  une  première  solution j, 
puisqu'on  peut  ensuite  obtenir  toutes  les  ajttres,  au  moyen  des 
formules 

XzazûL — i/,     ^  =  C-f*a/.    . 

Cette  eonsidéi*atîon  conduit  à  une  seconde  méthode ,  pour 
résoudre  Téquation  indéterminée.  Elle  repose  sur  les  proprié-^ 
tés  élémentaires  des  fractions  continues. 

Soit ,  pour  premier  exemple ,  l'équation  déjà  traitée  (n*  124  ) 

17a;  — 49jf  =  — 8. 

Si  Tonconvertit  -r-  en  fraction  continue  ( Arith.,  n*  167  ) ,  et 
—  49 
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qu'on  forme  les  réduites  (À-rilb. ,  n*»  169),  on  obtient  les  frac- 
tions 

o     I     I      8      17 

I'  â'  3'  '23'  4^" 

Or,  Ton  sait  (Arith.,  n**  171)  que  U  numérateur  de  la  diffi^ 
rence  entre  deux  réduites  consécutives  est  égal  ià  +  1  ^  si  la  ré" 
duite  de  laquelle  on  retranche  est  de  rang  pair;  et  à  —  \  j  si 
cette  réduite  est  de  rang  impair. 

Donc  ^ comme -^  est  de  rang  impair,  on  doit  aToir 

(égalité  qui  peut  d'ailleurs  se  vérifier  immédiatement). 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité 
▼érifiée ,  par  8 ,  c^est-à-dire  par  le  second  membre  de  la  pro-^ 
posée  j  pris  en  signe  contraire;  il  vient 

17X23x8— 49X8X8=— 8, 

ou  17X184       —49X64     =—8, 

égalité  qui  est  encore  exacte ,  et  qui  ne  difiêre  de  la  proposée 
qu'en  ce  que  184  remplace  x  ^  et  64  remplace  y\  d'où,  l'on 
voit  que  la  proposée  est  nécessairement  satisfaite  par 

a?=i84  et  ^  =  64. 

Cette  première  solution  étant  trouvée,  on  a  (n^  129) ,  pour 
déterminer  les  au  très ,  les  formules 

x=i84  +  49^  ^^=64  +  17^. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives,  il  faut 
supposer  t positif ,  ou  égal  à  o,—  i,  —  2,  —  3,  Uhypo- 
tbëse  <= —  3 ,  donne  x  =37,  y  ==  i3  ;  c'est  le  plus  petit 
système  trouvé  n*  124. 

1 32.  Pour  généraliser,  supposons  que  l'équation  à  résoudre 

soit 

ax-^byzsze,  ..(i), 
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a  et  6  étant  deux  nombt^es  absolus  >  mais  c  pouvant   être  po- 
sitif ou  négatif. 

Convertissons  en  fraction  continue^  qui  ^  }>ar  sa  nature, 

^  doit  être  irréductible  (n^  122) ,  et  formons  les  réduites  consc- 

\         . — :  .,         a 

cutives  ;  la  dernière  est  y,  et  Favant-dernlère  peut  être  repré- 
sentée par  —,  y  ce  qui  donne  la  rel^dion 
m 

savoir  ;  +  i ,  si  la  réduite  r  est  de  rang  yfair,  et  —  i ,  si  cette 

réduite  est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu^elle  soit  de  rang  pair  ;  on  a 

t^éifoliU  vérifiée aXm  — i  X^H^  +»  ; 

multiplions  ses  deux  membres  par  c  » 

il  vient. .....  ^ «Xn^'c  — éx ^«0  =  0, 

résultat  qui  ne diilere  de  l'équation  aX'-^by=ic, 

'  qu'en  ce  que  x  et  y  sont  remplacés  par  m'c  et  me  ;  donc 
X  =:  m'c  et  y=imc  forment  une  solution  de  l'équation . 

Si  la  réduite  r  est  de  rang  impair^on  a  aX  m'—  ix  m  =a — >; 

d'où  multipliant  par  —  CfC'X*^  m'c — i  X  —  mcz=zc. 

Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  l'équation     ax  —  by  =  c , 

on  en  conclut     x œs—  nie ,  y sa^ —  me ,     pour  solution. 

Si  l'équation  est  de  la  forme. . .   gj:-|-  &y  =r  c, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coeffî- 
ciens  a  et  6  sont  de  même  signe, 
on  peut  la  modifier  et  récrire 
ainsi: az  —  ÔX  —  J^==^7 

Dès  lors,  en  formant^  comme 

ci-dessus ,  l'égalité aX^m'c  —  b><:mc=:ic, 

o* bien,  celle-ci «X-^-'^'c— fcx— mcsasr, 
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on  pourj-a  conclure  que   x=niCfys=: — mc^  ou  x=  —  m'c, 
yz=mc  forment  une  solution  de  Féquation. 

Ainsi,  quelle  que  soit  Féquation  proposée,  on  peut  tou- 
jours,  au  moyen  des  fractions  contmues,  obtenir  une  première 
solution  de  celte  équation  ;  et  les  formules  xsa — bt^ 
yz=zC'+'  at,     donnent  cnisuite  toutes  les  autres. 

i33.  Appliquons  cette  méthode  à  un  nouvel  exemple. 
Soit  à  résoudre  Féqoation 

29r+ 17^=^50. 
La  fraction -^ ,  convertie  en  fraction  continue,  donne  pour 

les  réduites  consécutives, -,  -,  -sy  — ,  -^. 

1       I      3       ^       1^ 
D  oîi  résulte  V  égaillé  vérifiée     29  X7  —  17X12=:  —  1, 

(ici ,  la  réduite  —  est  de  rang  impair). 
Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par — 25o;il  vient 

29X — >75o — 17X  —  3ooor=25o; 
mais  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

29 XX  — 17  X — y      =25o. 

'  Ifoii  Ton  voit  que  x  =  —  1 760 ,  y  =  3ooo ,  forment  une  «a- 
Uuioh. 

Les  formules  deviennent  alors     \  J     ~ 

t  yz=z       3000  +  39^ 

Si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombre» 
entiers  et  positifs ,  il  faut  supposer  t  négatif;  ainsi,  changeant  le 
signe  de  <,  on  a  xz=z — 17504-17^,  y=zZooo  —  29^;  et  il 
est  évident  que  les  valeurs  de  x  et  dej'  ne  seront  positives 

1760 

ciu^îiutant  que   Fou  aura         \    '  "^-.^     '  ( 
, ^     ^  t29f<;3ooo. 


■)    L4 


n 
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OU. effectuant  les  diyisîons,     f>  loa  — ,    mais    <  io3 — . 

Donc  t=  io3  est  la  seule  valeur  de  Findéterminée ,  qui  rende  jc 
et  y  positifs. 

Pour  t=  I  o3 ,  on  trouve  x=i,  y^=^ii,  valeurs  qui ,  suIjs- 
titttées  dans  l'éqoation ,  donnent . 

agX  I  +I7X  i3  =  a9  +  aai=a5o. 

On  volt  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne 
foutes  les  solutions  de  l'équation. 

134.  Dans  quelques  circonstances ,  la  première  solution  peut 

s'obtenir  ;  sans  que  l'on  soit  obligé  de  convertir  t  en  fraction 

continue,  i*.  Si  l'un  des  deux  coefficiens  a  et  &  est  un  sous^ 
I  multiple  exact  de  la  quantité  toute  connue  c ,  l'équation  donne 

/  sur-le-champ  une  première  solution. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  5x+  3^^  =  78  ;  le  coeffîcient  3 
divise  78  et  donne  pour  quotient  26. 

Donc»  si  l'on  pose  x  =  o  et  jr?=  26,  l'équation  est  satisfaite, 

car  elledevient        5x  o  -f-  3x^6:^=  78; 

Soit  encore  l'équation  lar  +  35y  =  i56. 

i56  est   divisible  par  12  ,  et  donne  pour  quotient  i3  ;  ainsi, 
a:=i  3,  jf=o,  forment  un  premier  système;  et  l'on  a  pour  les 
autres,  a?  =  1 3  —  35l ,    j^  s=  i2f. 
i  2^.  Tontes  les  fois  que ,  d'après  l'inspection  de  l'équation,  on 

reconnaît  que  la  somme  ou  la  différence  des  coeilicicns  a  et  6, 
multipliés  respectivement  par  deux  nombres,  donne  un  sous- 
multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s'obtient 
encore  sur-le-champ. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  25x  —  i6y  :?;;'  1  a . 

Gomine  en  faisant  x  —  2,y=  3,  on  trouve  25X2  — i6x3  =  2 , 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée ,  par  6 , 


0?  =  fit  -f-  A^, 
at. 


lorsqu'on  met  le  signe  de  A  en  éridence,  ]      ^"T 

Or,  en  admettant  le  cas  le  plus  défaTorable,  celui  où  «t  et  C 
sont  deux  nombres  négatifs^  il  suffît ,  pour  quc,x  et  y  soient 
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quotient  de  12  par  a;  il  vient  ^Sx  I3  — 16  X  18=  la. 
D'où  l'on  peut  conclure  que  x=  la,  ^=18  satisfont  à  la 
proposée. 

Soit  encore  l'équatiotf  i3j;  —  ^^  =  o  ; 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  x::=zOj      J*  =  o  • 

Ainsi^pes  formules  générales  sont  x 5=347^9  ^=i3/. 

Au  reste,  ces  mojeos  de  trouver  une  première  solution  ne  ^ 
soiif  que  des  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis 
que  la  conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours 
certain  d'y  parvenir. 

Nous  engageons  les  coamençans  à  se  familiariser  également  ^ 

avec  les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer ,  pour  ré*-  ' 

soudre  l'équation  or  +  6y  =  c. 

i35.  On  peut,  à  la  seule  inspection  des  signes  de  l'équation  ^ 
ax  '^by'=2C ,  annoncer  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  ^ 
entiers  et  positifs^  est  limité  ou  infini. 

I**.  Tout^  les  fois  que  b  est  positif  (a  peut  toujours  être  sup-  0 

posé  tel) ,  le  nombre  des  solutions  est  limité.  ( 

c  "~  by 
En  effet,  on  déduit  de  l'équation ,  x  :^ ^ .  1 

Cela  posé,  si  c  est  négatif ,  quelque  valeur  positive  que  1  on 
donne  à  ^^  la  valeur  de  x  correspondante  sera  négaHve  ',  ainsi ,  ^ 

dans  ce  cas,  l'équation  n'admet  aucune  solution. 

Si  G  est  positif  >  on  ne  peut  donner  à  y  des  valeurs  positives 

plus  grandes  que  t»  autrement  x  serait  négatif^  donc,  etc. 

a^  Toutes  les  fois  que  6  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de 
c,  le  nombre  deà  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  x^^m  —  bt,  y:=zC  +  at  deviennent, 
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positifs,  de  supposer  à  ^des  valeurs  numériquement  plus  grandes 
que  celles  de  r  et  -.  Ainsi ,  Ton  peut  donner  a  /  des  valeurs  en- 
tières quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotiens. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  solutions  est  limité  j  on  peut 
toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  comprises 
les  valeurs  de  l'indéterminée  t^en  considérant  les  deux  formules 

-.   j  I   jr  =  «  —  bty 

qui  sout,  dans  ce  cas. l  />   .      . 

^  .  \  y  =  Q  +  Qt. 

^  Il  suffît)  pour  cela,  de  poser  les  inégalités I  ^  j.    /  *»s    * 

et  d'en  déduire ,  d'après  les  transformations  exposées  (n**  io5), 
n  deux  autres  inégalités,  dont  les  premiers   membres  ne  ren- 

V  ferment  que  t.  On  obtient  ainsi  le  nombre  total  des  solutions 

dont  la  question  est  susceptible. 

§  II.  Des  Équations  et  problèmes  à  trois  ou  un  plus 
grand  nombre  d inconnues. 

i36.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  trois 
inconnues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  deux  équations 

5x-4-4y+   «  =  27^...   (i), 
8^  +  9y  +  3z  =  656...  (2), 

dans  Tune  desquelles  l'inconnue  z  est  affectée  d'un  xH)efficient 
égal  à  P  unité.  Commençons  par  l'éliminer. 

Pour  cela,  multiplions  la  {>remlère  équation  par  3,  et  retran- 
chons la  seconde  de  la  première  ;  il  vient  7X  +  3y  =  160...  (3), 
équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (2). 

Appliquant  à  l'équalîon  (3)  la  première  méthode,  on  trouve 


les  deux 


formules \  ^     .       ' 

l  yz=z5i  +7*- 
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Reportant  ces  deux,  ei^  pressions  de  jr  et 
^ey  dans  la  première  équation,  on  obtient 
5(1— 30  +  4(5» +70  +  »=  ^7»,  ou  ré- 
diiîsant, 8  =  63  —  i3^. 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en 
fonction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi ,  en  donnant  à  t  des 
valeurs  entières  quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables 
pour  X  yy  yZ\  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  pro^ 
posées;  car  y  d'après  ce  qui  Tient  d'être  dit  »  lé  système  des  trois 
formules  équit^aut  aux  deux  équations. 

Si  l'on  demande  das  Taleurs  entières  et  positives  pour  x,  jyZy 
il  est  évident  que  t  ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif;  mais 

oa  peut  supposer  £=o,  — i,   — î5...,  jusqu a   ^= 

7 

ou  —  «7  -. 
7 

Faisant  donc  ï=o,  —  i,— 2,  — 3,  — 4>  —  5>  — 6,-7, 

Î.T=i,  4,  7,  10,  i3,  .16,  19,  22; 
^^=51,  44»  37,  3o>  ^3,  16,  9,  2. 
t=63,  76,  89,   102,   n5,   128,   |4">   ï54; 

d'où  l'on  voit  que  le  problème  est  susceptiblc/de  huit  solutions 
différentes. 
Vérifîons  seulement  les  solutions  extrêmes. 

,•.«=, ,  y^St ,  .=63 ,  donnent  {^;    {"^If^Xl'.  cSsI 

«  /r/      1  (5.22+4.   2+1.154=272. 

a".«=22,  y=:2,z=si 54,  donnent  <Q        ,  ,  •     *-,     r,ir, 

-^  *  1 8.22+9.  a+3.i54=656. 

137.  Soient,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 

6*+7y  +  4«=i22.. .   (i), 
iijF  +  8j^  — 6«  =  145, . .  (2). 

Pour  éliminer^;;  entre  ces  deux  équations ,  multiplions  la  prc« 
mière  par  3  et  la  seconde  par  2,  puis  ajoutons  les  résultats 
membre  à  membre^  il  vient. ....    (\ox  +  37^y  =s656. . .   (3), 


) 
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équation  pour  laquelle  on  trouve,  d'après  la  première  mè^ 
tbode,... f  «''t^' 

Reportons  ces  expressions  de  seidej  dans  Féquation  (i)  ;  elle 

devient., 6(87^+9)4-7(8  — ^4^0  +  4*=  ^^'^y 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant ,  22  —  29^ = 6 . .  •  (4) . 
Ici  l'inconnue  z  n'est  pas,  comme  les  deux  autres  x  et  y, 
exprimée  en  fonction  entière  de  l'indéterminée  L  Ainsi ,  il  faut 
eocore  appliquer  à  l'équation  (4)  l'une  des  deux  méthodes 
connues. 

y    ,    « 

Comme  d'ailleurs,  toute  valeur  entière  de  ^,  substituée  dans  les 
expressions  de  «  et  de  j^,  en  donnera  de  semblables  ponr  ces 
inconnues,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  met  a/  à  la  place  de  t  dans  ces 

expressions,  ce  qui  donne 4 j      Zl   çi         «1  ' 

ces  formules  réunies  à  celle-ci  : stzzz  29^  -f  3 , 

comprendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x^y^z^ 
propres  à  yérifier  les  équations  proposées. 

Si  l'on  ne  yeut  que  des  solutions  directes,  il  est  yi^ible  que  / 
ne  peut  être  positif,  puisque  y  serait  négatif;  et  /  ne  peut  être 
négatif,  puisque  zei  x  seraient  négatifs.  Mais  l'hypothèse  /=o 
donner  =  9)  jf  =  8,  £  =  3;  «îonc  ce  système  est  le  seul  qui 
satisfasse  aux  deux  équations. 

£n  résumant  la  marche  précédente,  on  en  conclut  cette  règle 
générale  :  Eliminez  l*une  des  inconnues  entre  les  équations  pro- 
posées,  etclierchezpour  l'équation  résultante  débite  élimina- 
tion, les  deux  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent,  en  fonction  ENTiiftE  d'une  indéterminée  t  Substituez 
ces  expressions  dans  Vune  des  équations  proposées ,  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation,  ne  renfermant  plus  que  t  et  l'inconnue 
que  l'oîi  avait  df abord  éliminée^  Déterminez,  pour  cette  nouvelle 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deux 
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iiiconnues  qu*  y  entrent,  en  fonction  ENTrÈRJE  dfune  seconde 
indéterminée  i\  Substituez  enfin  l'expression  de  t  dans  celles  des 
deux  premières  inconnues,  lues  Taleurs  des  trois  inconniies  se 
trouYent  ainsi  exprimées  en  fonction  entière  de  t^'j  et.il  ne  s'agit 
plas^  après  cela,  que  de  déterminer  pour  /  les  limites  entre  les- 
quelles ces  valeurs  doivent  se  trouver ,  pour  que  celles  des  incon- 
nues principales  soient  entières  et  positives, 

K  B,  Toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  pour  coeili*- 
cient  l'unité,  dans  l'une  des  équations,  il  est  plus  simple  d'éli- 
miner cette  inconnue  ;  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux 
autres  en  fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  si  l'on  re« 
porte  ces  valeurs  dans  l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  af- 
fectée d'un  oocOicient  égal  à  l'unité,  on  obtient  immédiatement 
cette  troisième  inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indé- 
terminée j  ainsi,  dans  ce  cas,  une  seule  opération  est  suffisante. 
Les  deux  équations  du  n^  i36  en  ont  offert  un  exemple. 

x38.  Voici  la  marcbe  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
quatre  inconnues  :  Après  avoir  éliminé  l*une  des  inconnues  ,  on 
exprime,  à  taide  des  deux  équations  résultantes,  et  d'après  ce  gui 
vient  d'être  dit,  les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entièi^s 
d*une  înéme  indéterminée,  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 
l'une  des  équations  proposées.  Si,  dans  la  nouvelle  équation,  les 
coefficiens  des  deux  inconnues  qui  y  entrent  sont  différens  de 
l'unité,  on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en 
fonction  ENTiiBJB  d^une  seconde  iiuié terminés;  puis  on  rem^ 
place,  dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnue^,  la 
première  indéterminée  en  fonction  de  la  seconde,  et  l'on  obtient 
ainsi  les  quatre  inconnues  primitives  en  fonction  SNTjias  de  la 
seconde  indéterminée. 

Même  raisonnement  pour  quatre  équations  k  cinq  incon- 
nues, etc*  Nous  proposerons,  pour  exercices,  les  questions 
suivantes^ 

Troisième  question.  Un  monnoyeur  a  trois  sortes  d'argent. 
Sur  S  onces  ou  i  marc,  la  première  contient  >]  onces  d'argent  fin, 

la  seconde  5^»^  -,  et  la  troisième  4°"*^  -.  //  veut  faire  un  alliage 
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d^  3o  marcs  pesanù^  qui  contienne  6  onces  d*argêntsur  8.  Cvm,' 
bien  (en  nombres  entiers)  doitr  il  prendre  de  marcs  de  chaque 
sorte? 

j  X  =  10,   12,   i4,    i6,    i8,  j 

Réponse.    X  y  rss,  30,    i5,    10,      5,      o,  / 

l   a   =     o,     3,     6,     9,    12,  l 

c'eslà-direc»/?^  solutions,  en  admettant  o  pour  valeursde  1 

y  et  de  z.  ) 

Quatrième  question.  Trouver  trois  nombres  entiers  (els^qur 
la  somme  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  3,  5,  7,  soit 
égale  à  56o ,  et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés  9  y 
25,  49  *^*^  égale  à  2920  ? 

X  =  i5,  5o   )  \ 


Réponse, 


=  i^j  ûo  I  ^ 

y  =82,  4^   >, c'est-à-dire ^£iur solutions.   ; 
=  i5,   3o  J  J 


z 


Cinquième  question.  Troui^erun  nombre  N  quij  étant  dimé 
par  I  ï^  donne  le  reste  3;  divisé  car  1 9^  donne  le  reste  5,  et  divisé 
par  29^  donne  le  reste  10?  • 

(iî^^.N=4< 28  +  6061^;  en  sorte  que  4^28  est  le  plus  N 
petit  nombre  qui  satisfait  à  Péooncé.  / 

Sixième  question.  Trouver  pour  x  un  nombre  tel,  que  les 

3x— 10    iir  +  8     i6x^ — 1  ,  . 

expressions  ■    ,  — —  ,   — . — soient  des  nombres 

"entiers? 

{Rép, x=  211  -{-SgS/,  tétant  une  indéterminée.) 

139.  Si,  dans  la  sixième  question,  on  désigne  par^,  zet  c^ ^  les 

3x — 10     nx  +  8  t6r — i  ,     ,      .. 

quotiens , — , = ,  on  a  pour  les  équations 

xlu  problème,     3r — io=7y,  iix-|-8     =i7«,  iGr — i  =l5u; 
x>ubien,....     3r — 7y=io,iir — 1751= — 8,  i6x — 5vs=zi. 
^\  faudrait  donc  appliquer  à  ces  équations  la  marche  indiquée 
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ilanslen^  précédent,  pour  trois  équations  à  quatre  inconnues. 
Mais  nons  allons  déyelopper  un  mojen  beaucoup  plus  simple 
de  déterminer  la  valeur  de  x,  qui  est  ici  l'inconnue  principale. 
Ce  moyen  est  d'ailleiirs  applicable  à  toutes  les  questions  du  même 

genre. 

D'abord,  si  nous  considérons  la  troisième  expression,  i— IZl 

elle  revient  à  3xH — ;  ainsi,  pour  qu'eUe  soit  entière,  il 

feut  et  il  suffit  que  x  —  i  soit  un  multiple  de  5. 

X  ~~~  I 
Posons  donc   —5—  =  t;    il  en  résulte    x  =  i  +  5^ 

Toute  valeur  entiëre  de  e,  substituée  dans  cette  formule,  don- 
nera pour  a:  un  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième  condition  de 
l'énoncé* 

Substituons  maintenant  cette  valeur  de  x  dans  la  première 

3x —  10    .,    .     ^     i5^ —  7  / 

expression , j  il  vient i ,    ou    2^  —  i  -}-  -  , 

7  7  7* 

d'où  l'on  voit  que  cette  nouvelle  expression  sera  entière,  si  l'on 
suppose  ts^jtf)  d'ailleurs  cettecondition  est  nécessaire.  Ainsi, 
pour  que  les  première  et  troisième  expressions  proposées  soient 

entières,  il  faut  que  l'on  ait    a?  =  1  +  5t,    t  étai%t  de  la  forme 
t:=z  7^  j    ce  qui  donne.. . .     a:  =  i  +  35/^. 
Portons  cette  nouvelle  valeur  dans  la  seconde  expression 

■ ' — ;     il  vient    !— ^,  /ou     23/  +  i  +r — ri  .     / 

Or,  on  a  a  — 6/ =  2(1— 30; 

d'ailleurs,  2  est  premier  avec  17;  donc,  pour  que  la  seconde 

expression  soil^un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  1 3/ 

soit  divisible  par  1 7. 

Posant  i^:::^ —  =  t\  on  en  tire /=  l^ZSiL, 

>7  3 

i5 
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OU,  effectuant  la  dÎYÎsion  , /  =  —  6^"  -^ ~- . 

ô 

*"  +  « 
Soit     — ^ —  =  /^,  on  obtient t'  ==        Su"  —  i , 

d'ôuPondéduit/'  =  — e^'  +  rjou-..   /  =—  17^4-a 
Reportant  cette  valeur  dansFex  pression  x=z         i     -f-35/y 

on  obtient,  toute  rédaction  faite, 

x=2ii^  —  SgSt*, 

Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  de  Xy 
susceptibles  de  satisfaire  à  l'énoncé. 

Soit  ^=0,  on  trouve  x  =  21 1  ;  c'est  le  plus  petit  de  tous 
les  nombres  cbercbés.  En  supposant  k  l"  des  valeurs  négatives 
quelconques,  on  obtiendrait  les  autres  solutions. 

N,  B,  Nous  remarquerons  que  SgS ,  coefficient  de  ^  dans  la 
formule,  est  le  produit  7  X  17  X  5  des  dénominateurs  des 
trois  expressions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte 
de  cette  propriété,  qui  se  modifie,  lorsque  les  dénominateurs  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux  ^  car,  dans  ce  cas,  !e  coefficient  est 
égal  au  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs. 

i4o.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  dits  plus 
^u* indéterminés j  c'est-à-dire  pout  lesquels  le  nombre  des  équa- 
tions est  moindre  de  deux  ùvl plusieurs  unités^  que  le  nombre 
des  inconnues. 

Soit  d'abord  l'équation  à  trois  inconnues,  ax-^by^  CK=;id. 
Si  l'on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre,  il  vient 

ûx+iy  =  cf— ca,       ou       aa;  +  ft>'=:c', 

(  en  désignant  p«v  e'  la  quantité  d  —  c/r,  qu'on  regarde  pour  le 
moment  comme  connue). 

Cela  posé .  Von  établit  pour  l'équation  ax  +  ^^  =  c\  les 
deux  formules  x  =:  «  —  bt^  ysszC-^at,  Apres  quoi ,  l'on 
remplace  dans  «  et  C,  c'  par  sa  valeur  d^^  es  *,  alors  xetj^  se 
trouvent  exprimés  en  fonction  entière  de  l'indéterminée^  et  de 
la  troisième  inconnue  s. 
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Soît  proposé 9  par  exemple,  de  payer  167  francs  avec  des 
pièces  de  5  fr. ,  6  fr.  et  20  fr. ,  scuis  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  XyjyZ  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  faut 
donner  de  chaque  sorte  ;  on  a  l'équation 

5r  4-  6y  +  202=  187 , 
qui  revient  à             5x+6y=i87  —  *^^  =  ^'* 
Tirant  de  cette  équation  la  valeur 
de  17,  on  a ,.  x^zl — F'*'» 

ou  bien, ,•• x  =  — y  + 


5 


.g  —y . 


Posant' — ç-^  -=  t,  l'on  en  déduit  y=^c'  —  5t, 

d*oii J...  x==  —  c'+6/. 

Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  c'  par  sa  valeur  187  —  20Z , 

c  (  y=      187— 20a— 5^, 

on  trouve  enfin { '^  o     ,  ,^ 

i  xc= —  187  +  20a  +  6^ 

Tant  que  l'on  admettra  pour  x  et  y  des  nombres  entiers  po-* 
sitifs  ou  négatifs,  on  pourra  donner  à  2  et  à  ^  des  valeurs  tout-à- 
fait  arbitraires;  mais  si  l'on  veut  satisfaire  directement  à  l'énoncé, 
la  forme  même  de  l'équation  proposée,  5x  +  &y  +  2oz  =  187 , 

prouve  que  2i  ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  —^ 

20 

on 9  —  ,  car  autrement,  x  ou  j^  serait  n^atif. 

Posons  donc  successivement  s  =  o,   i ,  2,  3 8,  g.. 

Si  l'on  fait  2  =  o ,  les  valeurs  de  x  et  de  j^ 

deviennent i  o  '       ^  ' 

l  y=      187  — 5^ 

formules  qui  prouvent  que  t  doit  être  >  ^-J- ,  mais  <  -y^* 

i5.. 
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OU  ^  3 1  ^ ,  mais  <[  87  ^.  Donc  t  peut  receToIr  six  valeurs  , 

savoir  :  32,  33,  34 >  35^  36  et  37. 

rt  =  32,  33, 34|35,  36y  37, 
▲insij  pour  2  =  0,  on  a.  ••    |x=3    5, 11, 17, 23,  2g,  35; 

[y  =  27,22,  17,12,    7,    2. 

r  X  =  —  167  +  6/, 

Soit  2=1;  Ion  trouve <  ^         g.^ 

\  y=       167  —  5^; 

d'où  *>  -J  ou  27  7c,  mais  •<  -^  ou  33  ^,  ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28,  29,  3o ,  3i ,  3a  et  33. 

r  ^  =  28, 29, 3o,  3i ,  32,  33, 
Ainsi,  pour  £=  I,  l'on  a. .    <  a:=     1,    7,  i3,  19,26,  3i, 

'  y=  3i7>^2,  17,1a,    7,    2. 

!t  =  25,26,27,28,29, 
07=      3,     9,  l5,  21,  27, 
y=    22,17,   «2,     7,     2- 
r  ^  =   22,  23,  24|25, 

Pour£=3... <|x=3     5,11,17,23, 

[y^  17,12,    7,   2. 


Pour   £  s  8 ,  les  formules   r  x  =  —  27  +6^, 
seraient  \  y=^    .27  —  5^. 

2''  I  2'7  2 

d'oi  *  ^  -rr-  ou  4  -->  mais  <C  -J-  ou  5  ».  Ainsi  ^  ne  peut  rece* 

voir  que  la  valeur  ^  =  5;  ce  qui  donne  x  =  3,  y^:tii. 

Enfin,  à  l'hypothèse  2=9,  il  ne  correspond  aucune  solutionj 
car  les  formules  deviennent    x  =  — 74-6^,     ^  =  7 — 5/, 

d'où  *  >  5  ^^  *  g>  ^*'*  ^  <  g  ou  I  =. 

i4i*  OnToit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  deux  équations 
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à  quatre  inconnues^  trois  équations  a  cinq  inconnues.  Cepen* 
danty  nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d'une  ques- 
tion de  ce  genre,  pour  faire  voir  comment,  à  l'aide  de  quelques 
considérations  particulières,  on  parvient  souvent  à  simplifier 
les  calculs. 

SKpriioiB  QUXsnoK.  Un  fermier  achète  loo  pièces  de  bétail 
pour  loo  louia^  savoir  :  des  bœufs  à  lo  louis  la  pièce ^  des 
vaches  à  5  louis  ^  des  veaux  à  %  louis^  e^  des  moutons  à  un 
demi  ^  louiez  Combien  a^t—il  acheté  d* animaux  de  chaque 
espèce? 

Soient  a:,  r,  s,  i«,  les  nombres  cherchés j  on  a  les  équations 


a>-|-  y+  «+  u=:iooj  f     ar+    jf+  «+m=ioo 

,  -     •        I  ï  >  ou  réduis.,  < 

iox+5y+a»+-M=iooi  M         .  ,  .    , 

En  retranchant  la  première  équation  de 

la  seconde ,  on  obtient i9Jt:+9y4'32=:ioo,' 

équation  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n*^  précédent. 
Mais  avant  tout ,  observons  qu'il  est  préférable  d'exprimer  j^  et  2 
en  fonction  entière  de  x\  1°.  parce  qu'il  est  évident  que  x  ne 

doit  pas  avoir  de  valeurs  au— desssus  de ou  5  —  :  a®,  parce 

que  les  coefficiens  de  ^  et  de  2  ont  un  facteur  conmiun;  ce  qui 
entraînera  nécessairement  une  condition  propre  à  déterïhiner 
les  valeurs  convenables  de  x. 

D'après  ces  considérations,  transposons  le  terme  igx;  il 

vient  9jr-f-32:=:  100  —  igx,  ou  bien,  3y  +  2i== 5~"      • 

Or,  puisque  Ton  demande  pour  x^y^z^Uj  des  nombres  entiers 

et  positifs ,  il  faut  que         -^ — ^  soit  entier  et  positif;  mais  il 

n'y  a  évidemment  que  x=i  etx=49qui  puissent  satisfaire  à 
celtedbuble  condition.  Ainsi  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs 
que  a:  =  i  et  X  =  4- 
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Soît  X  =  1 ,  îl  en  résulte  3y  +  a —  27 ,  ou  2  =  27  —  3y. 
Substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  s  dans  la 
première  des  équations  proposées,  on  trouTe  u  =  72  -f*  ^y» 
La  !'•  de  ces  deux  formules  montre  que  ^  ne  peut  pas  être  >  9; 
ainsi, 

\y=  o,   I,    2,   3,   4,   5,   6,   7,  8,  9, 

pour  x=i,ona<  2s=27,24)2i,  i8|  i5, 12,   9,    6,    3,   o, 

l«  =  72,74,76,  78,80, 82, 84i86y  88,  90. 

Soit  a:=4>  il  Tient  Sy  +  ^^^i     d'où    2=   8 — 3jr, 
et  a  =  88  +  2jr. 

L'expression  de  z  prouve  que  y  ne  peut  pas  être  ^  2  ;  ainsi  pour 


{or—  o,  I,  2, 
2=8,6,  2, 
u  =  88,  90,  92. 


a:  =  4;  on  trouve 

90,  92. 

D'où  Ton  voit  que  la  question  proposée  n'est  susceptible  que  de 
treize  solutions,  et  de  dix,  si  Ton  excepte  les  solutions  o. 

§  III.  De  ÏAnaljse  indéterminée  du  second  degré. 

i4a*  On  se  propose ,  dans  cette  partie,  comme  dans  l'Analyse 
indéterminée  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  en- 
tiers les  problèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations 
moindre  que  celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues,  donne  l'une 
d'elles  en  fonction  irrationnelle  de  l'autre,  il  s'ensuit  que  la 
question  consisté,  i^  à  déterminer,  pour  l'une  des  inconnues, 
des  valeurs  rationnelles,  qui  aient  la  propriété  d'en  donner  de 
semblables  pour  la  seconde i  2**.  à  «Iioisir  parmi  les  valeurs  de 
la  première  inconnue,  les  valeurs  entières  qui  en  donnent  de 
semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  P Ana- 
lyse indéterminée  du  second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes 
difficultés  que  celle  du  premier  degré.  C'est  en  effet  une  des  théo- 
ries les  plus  difficiles  de  l'Analyse  algébrique,  et  elle  sort  tout- 
à-fait  des  Élémens.  Nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  à  la  Théorie 
des  nontbrte  de  Legendre. 
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Noos  exposerons  toutefois  la  résolution  »  en  nombres  entiers , 
d'une  série  de  questions  à  deux  inconnues ,  dont  les  équations"^^ 
ne  renferment  que  le  rectangle  ou  produit  des  inœnnues^  sans 
renfermer  aucun  des  deux  carrés; 

Ces  questions,  assez  curieuses  par  elles-mêmes,  sont  tirées 
de  r Algèbre  de  M.  Lbuillier>  à  l'ouvrage  duquel  nous  devons 
déjà  les  énoncés  de  plusieurs  problèmes. 

143.  PREMiàRjs  QUESTION.  Trouper  en  nombres  entière  les  côtés 
d'un  rectangle  dont  la  surface  contienne  quatre  fois  autant  de 
mètres  carrés^  que  son  contour  contient  de  mètres  ? 

Soient  x  e\y  deux  côtés  du  rectangle  exprimés  en  mètres; 
xy  exprime  sa  surface ,  et  aa:  +  ay  son  contour. 

On  a  donc  y  en  vertu  de  l'énoncé  y  l'équation 

ory  =  8r  +  8y. 

De  cette  équation,  l'dn  déduitoc=  -^L   ou  x=8H -k* 

D'après  la  forme  de  la  valeur  de  x  en  y  y  il  est  évident  que, 
pour  une  valeur  entière  de  j',  on  ne  peut  en  obtenir  une  sem—  * 

blable  pour  x,  à  moius  que^  —  8  ne  soit  diviseur  de  64. 

Concevons  donc  que  l'on  ait  déterminé  {Jlrith.j  n°  148)  tous 
les  diviseurs  de  64,  et  qu'on  les  prenne  avec  les  signes  +  et  —  ; 
on  aur»  ' 

^—8=1,2,4,8,16,32,64,  I  — 64,— 32,— 16,— 8,— 4,-^2,— i; 

d'où 

jc=  9,10,12,16,24,40,72,  I —56,— 24^—8,    o^    4,    6,     7; 

Remplaçant  dans  l'expression  de  x,  y  —  8  par  ses  différentes 
valeurs ,  et  réduisant ,  on  trouvera 

jt=72,4o,24,i6,i2,io,  9,  I        7,       6,    4,    0,-8,-24,-56. 

En  jetant  les  yeux  sur  les  deux  dernières  lignes  de  calcul,, 
on  peut  voir  que  les  valeurs  de  x  sont,  dans  un  ordre  inverse, 
lés  mêmes  que  celles  de  y\  ce  qui  doit  être ,  car  Téquation  du 
problème  ne  change  pas  lorsqu'on  met  x  àla  place  de  y,  et  récif- 
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proquêToenL  D'oii  l'on  peat  conclure ,  en  faisant  d'ailleurs  abs- 
traction des  solutions  négatives,  que  les  systèmes  de  valeurs, 


traction  des  solutions  négati 
/    /  réellement  difFéitens ,  sont  y 


y  —    9^   10,   12,   i6, 
a;  =3  72,  4<>9  ^4'    '^- 

Ainsi ,  la  question  est  susceptible  de  quatre  solutions. 

Vérifions  le  système    j^  =  ïo,     x=zJ^o, 

La  base  du  rectangle  renfermant  4o  mètres,  et  la  hauteur  10, 
la  surface  est  de  4^0  mètres  carrés.  D'un  autre  côté,  le  contour 
est  égal  à  2(40  +  10),  ou  100  mètres;  or,  4<><>  ^^  égal  au  qua- 
druple de  100;  donc,  etc. 

Généralisons  cette  question,  et  proposons-nous  de  déterminer 
un  rectangle  dont  la  surface  contienne  m  /bis  autant  de  mètres 
carrés  que  le  contour  contient  de  mètres* 

On  a  l'équation     xy:=sm  (j2x  +  2y)  =  smx  -f-  2i»y. 

D  où  j  tirant  la  valeur  de  x  et  effectuant  la  division , 

4i»» 


:2I?»  + 


y— 


27n 


Remarquons  d'abord  qu'il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  divi- 
seurs négatifs  de  4^'î  <^^  si  ^  —  2m  est  négatif  et  numéri- 
quement plus  petit  que  2m,  y  est  bien  positif}  mais  comme 

Am>* 
alors     — est  négatif  et  numériquement  plus  grand  que 

nm,  la  valeur  correspondante  de  x  est  négative.  Le  contraire 
aurait  lieu  ,  si  j"  —  2m  était  négatif  et  numériquement  plus 
grand  que  ^m*,  c'est-i-dire  que  y  serait  négatif  et  x  positif. 
Or,  on  est  censé  n'admettre  que  des  solutions  directes  de  la 
question. 

Cela  posé,  soient  d,  d%  d",  rf'....  les  diviseurs  de  4^^**5  on  a 

.  y  —  2m  =:cî,  <?,£?%  cT*....  ; 
d'où  ^  =  2 TO  +  J,   21»  +  c£',  2?»  +''d",  im  +  (fr- 

et pat-  conséquent  ;  en  désignant  par  j,  q',  q",  q".*.  les  quotiens 
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entiers  de  4^»*  par  ci,  ûT,  J",  rf*... , 

x=î2fii  + jT^. 2ni+/,  ^tm+q'^am  +  q' 

Le  nombre  des  sohitioru  parait,  an  premier  abord,  égal  au 
nombue  des  diviseurs  de  /{m*;  mais  comme  l'équation  est  âymé- 
trique  (*)  en  x  et  y,  les  valeurs  de  x  tirées  de  l'équation  résolue 
d'abord  par  rapport  2i  y,  seraient  les  mêmes  que  celles  de  y  y 
prises  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi,  le  nombre  total  des  solu- 
tions distinctes  n'est  réellement  que  la  moitié  du  nombre  des  di" 
viseurs^  si  ce  dernier  nombre  est  pair,  et  la  moitié  plus  uuj  si 
08  nombre  est  impair. 

Soit  pour  seconde  application, 

771  =  3,     d'où     a:=6+  a\ 

cherchant  les  diviseurs  de  36,  on  a 

^  —  6=     ï,     a,     3,     4,     6,     9,   la,   i8,  36; 
d'où         y^=i    7,     8,     9,   10,   la,   i5,  i8,  a4,  4^* 

36 


-g  =,36,  i8,   la,     9,     6,     4,     3, 


a. 


y 

Donc       x=  4^?  24,   18,   i5,  la,   10,     9,     8,     7; 
ce  qni  donne  ciriq  solutions  distinctes. 

i44*  ScooNDK  QUSSTiOM.  Etant  donné  le  côté  a  (tun  carré  j 
trouper  en  nombres  entiers  les  côtés  cPun  rectangle  dont  le 
contour  soit  à  celui  du  carré  dans  le  même  rapport  que  leurs 
surfaces. 

Soient  x  e\.  y  deux  côtés  du  rectangle;  a(x+y)  et  xy  en 
représentent  le  contour  et  la  surface  ;  d'ailleurs ,  ^a  et  a*  ex- 
priment  le   contour    et   la  surface  du  carré.  Ainsi,  l'on   a 


(i)  Oo  wp^Wt  fonction  symétrique  de  deux  oa  pla&ienrs  quantitt^s,  totiic 
expression  qni  renferme  ces  qiiaiititf^s  combinées  de  la  même  manière  ,  cVst- 
Mire  telles  qo^ ,  iorsqu^on  échange  ces  quantités  les  nnes  dans  les  antres, 
l'expression  ne  change  j  as,  excepte  dans  Tordre  des  termes. 


r 

1      > 
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l'équatioQ 

•^^r=.  J^ — ^  y   ou  simplifiant ,     axy  =  a{x  +  y) . 

Il  peut  se  présenter  deux   cas  :  ou  a  est  pair,   ou  il  est 

impair. 

i^.  Si  a  est  pair  et  égal  a  2a\  il  Yient>  en  supprimant  le  fac-' 

a'» 

teur  a^   xy  ^sz  a' {x  ^  y)  ^    d'oi    x^==h3l  '\ >,     et  la 

y       a 

question  rentre  dans  la  précédente* 

2,^,  Si  a  est  impair^  on  a 

ay                      a   ,         a^ 
^ —     oux=-+^ 


2y  — a*  a       2(2y— a) 

Pour  que  cette  expression  de  x  soit  entière^  il  faut  et  il  suffit 
évidemment  que  ny  — a  soit  un  diviseur  de  a*. 

En  désignant  par  d ,  £^,  d*....  ces  diviseurs ,  et  parçr,  j'.y'.... 
les  q^ptîens  de  la  division  de  a*  par  dy  d%d',.,,  (  les  quantités 
d,df,d''J.,,qfq\q"...,  sont  nécessairement  des  nombres  impairs^ 
puisque",  par  hypothèse,  a  est  impair)  on  aura 

2^— a=      d,  cT,  d"....,  nombres  impairs, 

.,  ,             a+d    a+df    a-^d"  .  .. 

dou  y  =: ,  ,  ....,  expressions  entières.. 


q^  q',  ?'••••>  nombres  impairs , 


ây^a 

et  par  conséquent, 

a  +  q    û  +  q'     a+g* 
ce  = -^  — ,  — ^ ->-....,  expressions  entières 

Soit  en  premier  lieu,  a  =  ao  j  l'équation  est 
2ry  =  2o(x+j<), 

ou ,  divisant  par  a  et  résolvant  par  rapport 

100 
à  X x=  10  -f 
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cherçliant  les  dWisenrs  de  loo ,  on  trouve 

j^— 10=       I,     2|     4»     ^7   ^^i  ^®>  ^5,  5o,ioo; 

d'o&                 ^  =    n»    '2>    14'    l^y   ^^y   ^^»  ^^>  6o^iiOj 

=  lOOy   5o,    25,    20,    10,      5,  4»      ^»      ^  >. 


donc  x=  iiOy  6oy  35,  3o^  20,   i5^  149   12     11.; 

ce  qui  donne  cinq  solutions  différentes* 
Soit,  en  second  lieu ,  a=i5  ;  on  a  l'équatîon 

2xy=i5(x+j^); 

d'où  l'on  déduit  x  = ^^—7. ,  ou  bien ,  x = 1-  -7 =-. . 

2^— i5  2    •  2(2y— 15) 

Cherchant  les  diviseurs  de  225^  OB  obtient 

2y  — 15=     I,     3,     6,     9,   i5,  25,  45,  75,  225; 

d'oIi  y=i     8,     9,   10,   12,   i5,  20,  3o,  4^'    '^^> 

225 

:r;:^ — 7^=-^^»  7^>  45,  ^5,  i5,   9,    5,    3,     i, 

-V  "■"  **^ 
donc         j:=  120,  4^9  3o,  20,   i5,   la,  10,     9,       8; 

en  tout ,  cinq  solutions  différentes. 

145.  Tboistème  question.  Étant  donné  le  côté  a  d'un  cube, 
en  nombre  entier,  on  demande  (aussi  en  nombres  entiers)  le  côté 
de  la  base  et  la  hauteur  d'un  parallélépipède  rectangle  à  base 
carrée,  de  manière  que  leurs  capacités  soient  entre  Mes  comme 
leurs  surfaces  ? 

Soient  x  le  côté  de  la  base,  et  y  la  bapteur  de  ce  parallélé- 
pipède; x^  et2X*-+-4^  représentent  le  volume  et  la  sur- 
face totale  de  ce  solide;  d'ailleurs,  (^  et  6a* sont  les  expres- 
sions du  volume  et  de  la  surface  du  cube  donné;  on  a  donc 
l'équation  •- 

2X*  +  4-'^y  ^^*' 
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on  y  ohassant  les  dénominateurs  et  réduisant , 
Zxj  =  or  +  aay. 


On  déduit  dç  cette  équation ,  x  =  »  j^^  c=  -^^  -f 
ou  bien  encore ,  Sjt  =3  aa  -f 


3y_a       3  ^  3(3 j— a)' 
aa* 


3^  —a 

Cela  posé,  désignons  par  d>cl^9  cf..,,  tous  les  diviseurs  de  na*, 
et  posons    dy — a=  d,  i',  cT....; 

il  en  résulte  y=      ^     ,  ""3     »  — 3~*'* 

Soient  d'ailleurs  q,  q'^  ^'....  les  quo  tiens  de  aa^  par  à,  <f^(f„r, 

aa*  ,  , 

^"^^         3y  —  fl~  ^'  ^'  ^•••'» 

d'oi  3a  c=  aa  -|-  fi'j     ^^  +  ç\    aa  +^''.... 

Donc  x=— g—,     —3—,    —3—... 

En  ne  tenant  compte;  dans  les  deux  séries  des  valeurs  de  j;  et 

de  y,  que  des  expressions  entières  ^  on  obtiendra  les  systèmes  en 

nombres  entiers, propres  k  vérifier  l'équation. 

128 
Soit,  par  exemple,a=8>  Téquation  devient  3i::=:i  6-f-  5-— g  > 

cherchant  les  diviseurs  de  128,  et  les  égalant  ^13^^  —  8, 
ona         3y  — 8=      i,     2,     4»     8»   ^^»  ^2,  64,    128, 
d*où  y=     3,     ce,     4,     «,     8,     «,  24,     a 

gl2_=,28,  3a,  8,  a; 

donc  3x=  16+  128,  ï6  +  32,  16  +  8,  i6-|-2, 

et  par  conséquent ,  '^'  ' 

x=48,  16,  8,  6; 
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ainsi ,  Péqnatîon  particulière  admet  les  systèmes 

x  =  48,  i6,  8,     6, 
y-^  3,     4,  8,  314. 

Nous  proposerons ,  pour  nouveaux  exercices,  les  équations 

I  f  «  =  a6y  14»  10^  8. 

a».  8r^=:6v-|-  5y  +  12;  système  unique ,  ^  =  6,  *=  i. 

4*.  L'équation  générale  mxy  ssaax  +  by  +  c, 

QuATRiinCE  QVSSTiON.  On  cUmonde  ^  en  nombres  entiên,  les 
parallélépipèdes  rectangles  à  bases  carrées  ^  tels  que  leur  ccqxs» 
cité  vaille  cinq  fois  autant  de  mètres  cubes  que  leur  surface 
contient  de  mètres  carrés, 

/Côté  delabase,  ar=a20,i2o,70,6o,454o,3o,28,25,24,2apiiî\ 
\  hauteur,  ,^^s=s  ii,i2,i4,i5,i8,2o,3o,35,5o,6o,no,2io./ 

Douze  solutions. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 
dun  degré  quelconque. 

Introduction.  De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée,  de  même  ,1a  résolution  Jes  équations  du  troisième, 


/ 
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quatrième....  degré >  exige  qu'on  sache  extraire  la  racine 
troistëme,  quatrième. . .  •  d'une quantitC|  soit  numérique,  soit 
algébrique.  (^Fbyez  le  n"*  a,  pour  les  définitions  da  mot  pui^ 
sance  et  du  mot  /acinê.) 

L*élévation  aux  puissances,  l'extraction  des  racines  de  degré 
quelconque  et  le  calcul  des  radicaux,  feront  l'objet  principl 
de  ce  nouveau  chapitre ,  qui ,  ayec  le  premier  et  une  partie  du 
troisième,  constitue  l'ensemble  des  opérations  que  l'on  peut  avoir 
h  effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'ob- 
tenir d'après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique, 
soit  algébrique ,  cependant  cette  puissance  est  assujettie  à  une 
loi  de  composition  qu'il  faut  absolument  connaître  >  si  l'on  veat 
ret^enirde  la  puissance  Û  la  racine,  Or^  comme  la  loi  de  compo- 
sition du  carré  d'une  quantité  numérique  ou  algébrique  est 
fondée  (n^  86)  sur  l'expression  du  carré  d'un  binôme,  de  même 
la  loi  relative  k  une  puissance  de  degré  quelconque  se  déduit 
de  l'expression  d'une  puissance  de  même  degré  d'un  binôme. 
C'est  donc  par  la  détermination  du  dépeloppement  d^une  puis' 
sance  quelconque  d^un  binôme^  que  nous  devons  ^mmencer 
cette  nouvelle  théorie. 

§  V'.  Binôme  de  Newton  ^  et  conséquences  qui  en 
dérif^ent* 

146.  Si  l'on  multiplie  le  binôme  x-^  plusieurs  fois  de  suite 
par  lui«mème,  on  parvient  aux  résultats  suiyans  : 

(*+a)'  =  *  +a, 

(*  +  «)'«=*•+ aa*  +a*,  ' 

(jp  +  a)3  =  x^  +  3ûw»  +      3a»«  +  c?y 

(iP  +  û)*  =  jr*-h4ax3+       6a  V+      4^'*   +    «S 

\x  +  af=zx^-{'6ax^+     ioa»a^+    loaV +  5a**  +  c*. 

£n  jetant  les  yeux  sur  ces  différens  développemens,  on  re- 
connaît aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant 
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aux  exposans  de  s  et  de  a  *,  il  n'en  esl  pas  de  même  pour  les 
coefBciens.  Cependant  Menton,  célèbre  géomètre  anglais,  est 
parvenu  a  en  découvrir  unej  au  moyen  de  laquelle  le  degré 
d'une  puissance  étant  donnée  on  peut  former  cette  puissance 
d'un  binôme,  sans  qu'on  soit  obligé  de  passer  d'abord  par 
toutes  les  puissances  .inférieures.  Il  n'a  laissé  aucune  trace  des 
ralsonnemens  qui  avaient  pu  l'y  conduire^  mais  depuis,  on  a 
constaté  d'une  manière  rigoureuse  l'existence  de  cette  loi.  De 
toutes  les  démonstrations  connues ,  la  plus  élémentaire  est  celle 
qui  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  des  combinaUons*  Toutefois, 
comme  elle  est  encore  assez  compliquée ,  nous  commencerons , 
pour  en  simpUiier  l'exposition,  par  résoudre  quelques  problèmes 
relati£s  aux  combinaisons ,  dont  il  sera  facile  ensuite  de  déduire 
la  formule  du  binôme^  ou  le  développement  d'une  puissance 
quelconque  d'un  binôme, 

147.  Notions  préliminaires.  On  sait  déjà  (Arilh. ,  n*  127)  que 
le  produit  d'un  nombre  n  de  facteurs  a,  b,  c,  d,, , ,  necbange 
pas,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  leur  multiplication. 
Or,, on  peut  se  proposer  de  déterminer  le  nombre  total  des  ma- 
nières dont  ces  lettres  sont  susceptibles  d'être  disposées  les  unes 
à  la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui  correspondent  à  cbaque 
échange  que  l'on  fait  subir  à  ces  lettres  se  nomment  permu" 
tations. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres  a  et  b  donnent  un  produit  unique 
oh^  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même ,  les  trois  lettres  a,  & ,  c,  donnent  un  produit  unique 
ahcj  mais  fournissent  les  six  permutations  abc  y  acb,  cab,  bac, 
hcOy  cba. 

Soient  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a,  byC,d,e,,  ,'y 
si  on  les  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres,  2  a  a ,  3  à  3> 
4  à  4*  •  •  9  dans  tous  les  ordres  possibles ,  de  manière  toutefois 
que,  dans  cbaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre 
que  celui  des  lettres  données,  on  peut  demander  l'expression  du 
nombre  total  des  résultats  que  Ton  obtient  ainsi.  Ces  résultats 
sont  ce  qu'on  appelle  des  arrangemens. 
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Ainsi,  ab,  ac^  ad, , .  bcy  bc,  bd» , .  ca,  cb,  cd,  • .  sont  des 
arrangemens  2  a  a  des  9»  lettres. 

De  même^  abc,  abd.  •  •  bac,  bad,  • .  acb,  acd. . .  sont  des 
arrangemens  3  à  3  • . . 

Enfin,  lorsqu'on  dispose  ainsi  les  lettres  les  unes  à  la  suite 
des  autres,  ali  a,3à3,4À4--*><>i>  P^^^  exiger  que  deux  quel- 
conques des  résultats  que  l'on  forme  ne  soient  pas  composés 
des  mêmes  lettres;  c'est-à-dire  qu'ils  diffèrent  entre  eux  au 
moins  par  l'une  deslettres;  et  l'on  peut  demander  alors  le  nombre 
total  des  résultats  qu'on  obtient  amsi.  Dans  ce  cas,  les  résultats 
prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi,  abyac,  bc.  ad,  bd,,.  soutdes  combinaisons  a  à  a, en 
tant  que  deux  quelconques  des  résultats  diffèrent  au  moins  par 
l'une  dés  lettres. 

De  même,  abc,  abd.^  acd,  bcd.,.  sont  des  combinaisons 
3  à  3... 

Il  existe  donc  une  diffîérence  essentielle  dans  la  signification 
des  mots  permutation,  arrangement  et  combinaison. 

On  donne  le  nom  de  fekmittations,  aux  résultais  qu*cn  ob^ 
tient  en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres,  et  dans  tous 
les  ordres  possibles ,  un  nombre  déterminé  de  lettres ,  de  manière 
que  toutes  les  lettres  entrent  dcms  chaque  résultat,  et  que  cha- 
cune n*y  entre  qu*  une  fois. 

Le  nom  d'ABBiLKOKMXNS  s'applique  aux  résultcUs  qu'on  ob- 
tient en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres  ,  et  dans  tous  les 
ordres  possibles ^  aàa,3à3,4à  4*"  t»  ^  i>>  un  nombre  m 
de  lettres,  m  étant  >>»,  c'est-à-dire  le  nombre  des  lettres 
qui  entrent  dans  cbaque  résultat,  étant  moindre  que  le 
nombre  total  des  lettres  considérées.  Si  cependant,  on  suppo- 
»saitn=m,  les  arrangemens  n  k  n  deviendraient  de  simples 
permutations. 

Enfin,  on  appelle  oombxmaisoms  les  arrangemens  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eus  au  moin»  par  l^une  des  lettres 
qui  y  entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défi- 
nitions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivans. 
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148.  Premier  problème.  Déterminer  le  nombre  total  de$ 
ïERBfVTATiONs  doTit  u  lettres  9ont  auscepHblea  ? 

D'abord,  deux  lettres  a  et  6  donnent  évidemment  les  deux 
permutations  €ib  et  ba.  Ainsi ,  le  nombre  des  permutations  de 
deux  lettres  est  2y0u  fXn. 

Soient  actuellement  3  lettres^  a,  6 ,  r.  Mettons  à  part  l'une  I 
quelconque  de  ces  lettres,  c  par  exemple,  et  écrivons  à  la  droite 
des  deux  arrangemens  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  antres  , 
,  la  lettrée;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres^ 
abc,  baCé  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  k  part  cliacune  des 
trois  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations 
de  trois  lettres  est  /gai  à2X3,  ou  iX^XB. 

En  général,  soit  un  nombre  n  de  lettres,  ayb,c,d,,.,,  et 
supposons  déjà  connu  le  nombre  total  des  permutations  de 
n— - 1  lettres^  nombre  que  nous  désignerons  par  Q. 

Considérons  à  part  Tune  des  n  lettres,  et  écrirons  cette  letti^e 
à  la  droite  de  chacune  des  Q  permutations  qne  donnent  les 
n  —  I  autres  lettres,  il  en  résulte  Q  permutations  de  n  lettres, 
terminées  par  la  lettre  que  l'on  avait  d'abord  isolée.  Or , 
comme  on  peut  ainsi  mettre  à  part  chacune  des  n  lettres,  il 
s'ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations  de  n  lettres  est 
égal  a Q  X  ». 

Soit  n=2,  Q  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qu'une  seule  lettre  peut  donner;  donc,  Q  =  i ,  et  il  vient,  dans 
ce  cas  particulier,  Qx  »=  i  X  2. 

Soit  /»  =  3,  Q  exprime  alors  le  nombre  des  permutations  de 
3  —  I  ou  des  lettres,  et  est  égal  à  1X2.  Ainsi,  Q  X  »se  réduit 
à     1X2X3. 

Soit  encore  n^i^,  Q  désigne ,  dans  ce  cas  ,  le  nombre  des 
permutations  de  3  lettres  et  est  égal  à  i  X  a  X  3.  Donc  Qx  n 
devient     1  X  a  X  3  X  4-  - 

JV.  J?.  On  Toit  donc  que  la  formule  Q  X  n,  renferme  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi ,  en  reprenant 
les  raisonnemens  ci-dessus,  on  peut  résoudre  immédiatement 
le  cas  général ,  sauf  à  en  déduire  ensuite  tous  les  cas  parti- 
culiers. 
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i49*  Second  problxmb.  Un  nombre  m  de  lettres  a,  b,  c, 
d.  . .  étant  donné,  déterminer  le  nombre  total  des  abbanosmens 
n  à  n ,  que  Von  peut  former  apec  ces  m  lettres  j  m  étant  supposé 
plus  grand  que  n? 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale,  suppo- 
I   sons  dé\h  connu  le  nombre  total  des  arrangemens  n — i  à  n —  i , 
que  l'on  peut  faire  avec  les  m  lettres^  et  désignons  ce  nombre 
par  P. 

G)nsîdérons  l'un  quelconque  de  ces  arrangemens  et  écrivons 
n  sa  droite  chacune  des  lettres  qui  n'entrent  pas  dans  cet  arran- 
gen^ent,  et  dont  le  nombre  est  nécessairement  m  — -  (n  —  i) 
ou  m  —  n  +  i\\l  est  évident  que  l'on  formera  ainsi  un  nombre 
m — 7»  4~  '  d'arrangcmens  de  n  lettres ,  tous  différant  entre  eux 
par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  n —  i  lettres,  et  écri- 
vons à  sa  droite  les  m  —  n  4-  i  lettres  qui  n'en  font  pas  partie  ; 
on  obtiendra  encore  un  nombre  m-—  n+i  d'arrangcmens  de 
71  lettres,  tous  différant  entre  eux  et  différant  des  précédens, 
au  moins  par  la  disposition  d'une  des  n  —  i  premières  lettres. 
Gomme  d'ailleurs  on  peut  considérer  à  part  chacun  des  P  ar- 
rangemens n  —  làn  —  I,  et  écrire  successivement  à  sa  droite 
les  m-^Ti-f-i  autres  lettres,  il  s^ensuit  que  le  nombre  total 
d'arrangcmens  de  m  lettres  ti  à  n,  est  exprimé  par 

P(ot— n  +  i). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particulier,  le 
nombre  total  des  arrangemens  de  m  lettres  a  à  a,  3  à  3, 

4à4,...? 

Faisons  ra^a,  d'où  m  —  n+iz=z  m —  i;  P  exprime  dans 
ce  cas,  le  nombre  total  d'arrangcmens  2  —  làa  —  ï,  ou  i 
à  I ,  et  est ,  par  conséquent ,  égal  h  m)  donc,  la  formule  devient 
m  {m — i). 

Soit  n=3,  d'où  m  — n -f- '=''*""  ^i  P  exprime  alors  le 
nombre  des  arrangemens  a  à  a  ^  et  est  égal  km  {m  —  i)^  doncr 
la  formule  devient  w  (w  —  x)  (jn —  a).     , 
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Soitencorc  /i=4>  <l*oii  m  —  ii+i=/»  —  3j  P  exprima 
le  nombre  des  arrangement  3  à  3,  ou  est  égal  à  m  {m — i  )  (m — 2); 
donc  la  formule  dcTieiit  m  (jn — 1)  (to— 2)  (m— 3).  Et  ainsi  de 
suite. 

N^  B,  D'après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale,  P  (m — n+i)^  on  peut  con- 
clure que  cette  formule  développée  reTient  à 

7»(/7r— i)  (m  —  2)  (m — 3) {m — n+ï); 

c'est-à-dire  qu^elle  se  composé  du  produit  deâ  n  nombres  con^ 
sécutifs  el  décroiasans  ,  qui  se  trouvent  compris  depuis  m  £/z— 
clusiifement,  jusquà  m  —  (n—  i)  ou  m  —  n-f"i>  inclw 
sipement» 

Cela  poié,  il  est  facile  de  déduire  de  cette  formule  dévelop- 
pée, la  formule  du  n*  précédent,  c'est-à-dire  la  valeur  de  Qx?* 
aussi  développée. 

En  eflet^  on  a  vu  (n**  '47)  ^^^  ^^^  arrangem^ns  deviennent 
des  permutations,  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement^  égal  au  nombre  total  des 
lettres  considérées. 

Ainsi ,  pour  passer  du  nombre  total  d'arrangemens  de  m 
lettres  n  à  tz  ,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres ,  il  n' j  a 
qu'à  faire  dans  le  développement  ci-dessus,  7n^=.n\  ce  qui 
donne 

n{n  —  i)  {n  —  2)  (»  —  3) i. 

Kenvcrsant  l'ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  fac- 
teur étant  I ,  l'avant-  dernier  est  2,  le  précédent  3...,  on  obtient 

I.2.3.4-  •  •  •  •  ('^'"2)  {" —  ï)  'ï 

pour  le  développement  de  Q  X  /z. 

Ce  n'est  autre  chose  que  la  suite  naturelle  des  nombres,  com- 
pris depuis  I  inclusivement  jusqu'à  n  inclusivement  n 

i5o.  Tboisièub  PBOBcéiiE.  Déterminer  le  nomhre  total 
de  combinaisons  différentes  n  À  n  que  ^on  peut  former  avec 
m  lettres. 

16., 
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Désî{jnoii5  par  X  le  nofnbrti  total  àesarrangeniena  nk  n  qoe 
Ton  peut  former  avec  m  lettres  >  par  T  le  nombre  de  permw 
talions  dont  n  lettres  sont  susceptibles  >  enfin ,  par  Z  le  nombre 
total  des  combinaisons  différentes  nk  n,  nombre  qu'il  s^agît  de 
déterminer* 

Il  est  évident  que ,  pour  obtenir  tous  les  arrang^[mens  pos- 
sibles de  m  lettres  n  k  n,  il  suffît  de  faire  subir  aux  n  lettres 
de  chacune  des  Z  combinaisons j  toutes  les  permutations  dont  ces 
lettres  sont  susceptibles.  Or^  une  seule  combinaison  de/»  lettres 
donne,  par  hypothèse,  Y  permutations;  donc,  Z  combinaisons 
de  n  lettres  doivent  donner  T  X  Z  arrangemens  n  k  n\  et 
comme  on  a  d'ailleurs  désigné  par  X  le  nombre  total  des  ar^ 
rangemens,  il  s'ensuit  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  sont  liées 

entre  elles  par  la  relation  X = Y  X  Z ,  d'où  l'on  déduit  Z  =  =  • 

Mais  on  a  trouvé  (n^  149} 

X=:P(7ro  — »+0, 

et(nM48)  YsbQx». 

DonccnGn,     Z^  -  '     ^^^  ^      =kX -^— • 

QX»  Q  n 

Gomme  P  exprime  le  nombre  total  d'arrangemens  7»  -—  1  s 
n  —  I ,  que  Q  exprime  le  nombre  total  de  permutations  de 

P 

'71 —  I  lettres,  il  s'ensuit  que  «^  exprime  le  nombre  des  combi* 

naisons  différentes  de  i7t  lettres  /»  —  i  à  7»  —  i . 

D'aprjbs  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  de  combinaisons  2à2,3à3,  4^4-** 

P  . 

"Faisons  7»  =  2 ,  auquel  cas  j:  exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons a  —  ià2— i,ou  lài^etest  égal  à  77»  ;  la  formule 

•   1  j     •     *       ^^^ — *         77»  (77» — i) 

ei^dessns  devient  771  X ou  -—^ ^. 

2  1.2 

P  . 

Faisons  71= 3;  auquel  cas    ^  exprime  le  nombre  des  com- 
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binaisons  2  a  2,  ou  est  égal  à 5 

mÇm'^i)  (m  —  2) 
i.a.3  ' 

On  trouTeraît  de  même  —^ *-^ — 


045 
la  formule  devient 


^)  ("*"») 


— w-j pour  le 

I.2.3.4 

nombre  des  combinaisons  4  ^  4»  etc..  ;  et  en  général ,  pour  le 
nombre  des  combinaisons  71  à  tz^  on  a 

m{m^-'i)  {m  —  a)  (m — 3)....(iyi  —  yi+Q, 
I  •2.3.4*5* .  •  .Qï  —  y»  ^  * 

c'est  Texpression  '      qS  développée, 

i5i.  Démonstration  delà  formule  du  binôme.  Pour  découvrir 
plus  aisément  la  loi  du  développement  de  la  puissance  m'^"" 
du  binôme  x^a,  nous  commencerons  par  observer  la  loi  du 
produit  de  plusieurs  binômes  x  +  ap,  x+i,x-f-c,a?+d. .. 
ayant  un  premier  terme  commun^  et  dont  les  seconds  termes 
sont  différens» 

X  +  a 

X  +  b 
!•'  produit. .  • 


3"*, 


x*^  a 
+  b 

X  +  ab 

X  +  abc 

+  b 

+  c 

X  +  d 

+  oc 
■i-  bc 

x^+  a 
+  i 

+  d 

x>-^  ab 
+  ac 
+  ad 
+  bc 

x'+  abc 
+  abd 
+  acd 

+  bçd 

X  +  abcd. 

+  bd 
+  cd 

Ces  multiplications  étant  effectuées  diaprés  les  règles  ordi- 
naires de  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît,  sur  les 
trois  produits  qui  précèdent,  la  loi  suivante  ;  — 
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i**.  Par  rapport  aux  exposans ,  l'exposant  de  x  est  d'abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d'une  unité  d'un  terme  au  suivant^  jusqu'au  dernier  terme,  où 
it  est  égal  à. zéro. 

2?.  Par  rapport  aux  coeffîcîens  des  diverses  puissances  de  Xy 
le  ooeiBcient  du  premier  terme  est  l'unité;  le  coefficient  du  se- 
cond terme  est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes L  le  coelBcient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme 
des  produits  difiél^ens  de  ces  mêmes  seconds  termes ,  mulli- 
pliés  deux  à  deux;  le  coefficient  du  quatrième  terme  est  égal 
à  la  somme  des  produits  différens  trois  à  trois.  En  nous  lais- 
sant conduire  par  Vanalogie,  nous  pouvons  dire  que  Te^oefifi- 
cient  d'un  terme,  qui  en  a  n  avant  lui ,  est  égal  à  la  somme  des 
produits  dISerens  nh  n  des  seconds  tjermes  des  binômes.  Enfin, 
le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale, 
supposons  qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d'un 
nombre  771  de  binômes,  et  voyons  si  elle  a  lieu  lorsqu'on  intro- 
duit un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  (Nx**"""  représente  un  terme 
qui  en  a  n  avant  lui,  et  Mx"""""*"*  celui  qui  le  précède  immé- 
diatement). 

Soit  d'ailleurs  x  +  K  le  nouveau  facteur  introduit;  on  a  pour 
le  produit  ordonné, 


x'""*-'+Ajx'"+B 


x^-'-f  C    |x"— + . .  .+N     |x«-"-^»+. . . 


Déjà ,  la  loi  des  exposans  est  évidemment  la  même. 

-  Quant  aux  coefficiens,  i^.  celui  du  premier  terme  est  Punitij 
2^  A-|~K>9  on  le  coefficient  de  x*",  est  aussi  la  somme  des  se^ 
conds  termes  des  m  +  i  binômes. 

3'.  B  est,    par  hvpollicse,  égal  à  la  somme  des  produits  dififé- 

I 
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rens  2  à  a  des  seconds  termes  des  m' premiers  binômes  j  A&  ex<- 
prime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes  des 
m  premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  R  ; 
donc,  B  +  AK  est  encore  la  somme  des  produits  diffirenê  deux 
à  deux  des  seconds  termes  des  m  +  i  binômes. 

En  général ,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  nkn 
des  se<x>nds  termes  des  m  premiers  binômes ,  et  que  HK  repré- 
sente la  somme  des  produits  n — i  à  n — i  de  ces  seconds  termes, 
multipliés  par  le  nouveau  second  terma  R,  il  s'ensuit  que 
19  +MK,  ou  le  coefficient  qui,  dans  le  poljpome  de  degré  m+i> 
en  a  ;»  avant  lui,  est  égal  à  la  somme  des  produits  différens 
nà  n  des  second^  termes  des  m  -f"  '  binômes.  Le  dernier 
terme  U  X  K  »  est  d'ailleurs  égal  au  produit  des  m  +  >  seconds 
termes. 

Ainsi  la  loi  de  oomposifion,  supposée  vraie  pour  le  produit 
d'un  nombre  m  de  binômes ,  l'est  aussi  pour  un  nombre  m^-i  ; 
donc,  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m 
facteurs  binômes,  a?+a,  J^+i,  x  +  c^  a7+ (/,..,. ,  on  fasse 

û  =6  =  c  =  <{....,  l'expression  indiquée  de  ce  produit 

{x  +  a)  {x+  h)  (x  +  c)  {x  +  d)...,  se  change  en  (x  +  a)"» 

Quant  à  son  développement ,  les  coefficiens  étant 

a  +  i -|"  c  +  ^+«  •  •*  ûi + ce  +  fld +.. . ,  aie -j- ûid  +  acrf +.,. , 

!•.  le  coefficient  de af^"^ ,  ou  a-^b  +  c  +  d  + ^  devient 

a  4.  a  +  a  4"  A  +... ,  c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il 
7  a  de  lettres  a,  b,  c... ,  et  se  réduit,  par  conséquent,  à  ma» 
2®.  Le  coefficient  de  x"*"^,  ou  aé+ac-f-...,  se  réduit  à  a-^+a'+a*... 
ou  bien,  à  autant  de  fois  a*  que  l'on  peut  former  de  combinaisons 
différentes  avec  m  lettres,  multipliées  2  à  a,  ou  bien  enfîn  (n*^  1 5o), 

,         OT— I     _ 

a?».-- a\ 

a 

3*.  Le  coefficient  de  x*"'  se  réduit  au  produit  de  a^,  multi- 
plié parle  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  lettres  prises 

3  à  3 ,  ou  bien ,  à  ;n. .  — = —  .  a^  :  et  ainsi  de  suite. 

2  3  ' 

En  général,  si  l'on  désigne  par  Nx"*~"  le  termes  qui  en  a  un 
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nombre  n  avant  lui^  le  coefidcient  N  qui,  dans  Tliypothëse  où 
les  seconds  ternies  des  binômes  sont  différcnsy  est  égal  à  la 
somme  de  leurs  produits  n  à  »,  se  réduit ,  lorsqu'on  les  suppose 
tous  égaux  I  à  a"  multiplié  jiar  le  nombre  des  combinaisons  dif- 
fc^ntes  que  peuvent  donner  m  lettres  prises  n  sl  n.  Ainsi, 
(n^  i5o) 

QXn 
Donc  enfin ,  Ton  a  la  formule 

{x  +  a)"  =  a;"*  +  max""'  +  vi  û*jr'"'"" 

a  3  '  Q./i     ^ 

iSa.  Pour  peu  que  l'on  jette  les  yeux  sur  les  différens  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple ^  d'après  la- 
quelle un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du 
coefficient  précédent,  ' 

Le  coefficient  d*un  terme  de  rang  quelconque^  se  firme  en 
multipliant  le  coefficient  du  terme  précédent  par  fesposant  de  x 
dans'  ce  terme  ^  et  dipisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes 
qui  précèdent  celui  que  l'on  considère. 

En  eflfet,  prenons  le  terme  général^  — — pr ^  a"jc"""* 

(on  l'appelle  terine  général^  parce  qu'en  faisant  successivement 
n  =  2  ^  3 , 4-**  on  peut  en  déduire  tous  les  autres)  ;  le  terme  qui 

p 
le  pi*écède  d'un  rang  est  évidemment^  û"-"»^:"'*"'*"  ,    puisque 

P         . 
(n*  i5o)  yr  exprime  le  nombre  de  combinaisons  n—  i  à  re—  x. 

Or  on  voit  que  le  coefficient  -^ — pr est  égal  au  coef- 

p 

fîcient  -rr  qui  le  précède ,  multiplié  par  m  —  /»  -{"  1 1  exposant  de 

X  dans  ce  terme,  et  divisé  par  ;*,  nombre  des  termes  qui  pré- 


BINOMS   DB   NBWTON.  !»49 

cëdeot  celai  que  l'on  considère.  C'est  dans  cette  loi,  due  à  Newioii, 
que  consiste  principalement  Informulé  du  binôme.  Elle  sert  à 
tlévelopper  une  puissance  particulière  >  sans  qu'on  soit  même 
obligé  d'avoir  recours  à  la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  {x  +  df.  On  trou- 
vera, d'après  cette  loi, 

(x+û)6=««4.6a^+i5a*jr*+aoa»*5+i5aV+6a5a;  +  a«. 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n'offre 
aucune  difficulté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale 

j:'"+i»a**'''+ ,  on  multiplie  6 ,  coef&cient  du  second  terme, 

par  5,  exposant  de  x  dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit  par 
!2, ce  qui  donne  1 5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4;  exposant  de 
X  dans  le  troisième  terme, et  on  divise  le  produit  par  3,  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  2o;  et 
ainsi  de  suite,  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement, 

(*-(-a)**»=jr»«-|.ioa«9  +  45«**^+iaoa^s^+aioa^x^, 
-f-252a*jp*4"2*ïOûV+iaoa7x^+45aV+ioû9ar  +  a»«. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  U  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 

Conséquences  de  la  formule  du  binôme  et  de  la  théorie  des 
combinaisons,  t 

i53.  Première  conséquence.  L'expression  (*+fl)"*  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a  et  x,  il  doit  en  être  ainsi 
de  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme  un 
terme  de  la  forme  Ko^jf"»-",  il  doit  en  avoir  un  autre  égal  à 
K4f"c"*"""  ou  Ka"-»*".  Ces  deux  termes  sont  évidemment  à 
égale  distance  des  deux  extrêmes,  dans  le  développement;  car 
le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque, 
étant  marqué  par  l'exposant  de  a  dans  ce  terme,  il  s'ensuit 
que  le  terme  Ka"«"~*  en  a  /»  ayant  lui,  que  le  terme  Ka"*::"** 
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en  a  un  nombre  m  —  n  avant  lui,  et  par  conséquent,  n  après 
lui  (puisque  le  nombre  total  des  termes  est  m+  i  ). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  Hunhlnome^ 
lea  coejpciens  à  égale  distance  des  deux  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux. 

N,  B,  Dans  les  termes  Ka"*"""",  Ka'"'~*jf'',  les  deux  coeflî- 
cîens  expriment  les  nombres  de  combinaisons  diiFcrentes  n  à  n 
et  m — n  ^  m — »,  que  Ton  peut  former  avec  m  quantités;  ainsi, 
l'on  peut  encore  conclure  que  le  nombre  de  combinaisons  diffé- 
rentes de  m  quantités  n  à  n  ^  est  égal  au  nombre  de  combinai- 
sons m  —  nà  m^nde  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  â?oz/z£  quantités  combinées  5  à  5,  donnent  le 
m^me  nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combi- 
nées 12  —  5  à  12  •—  5,  ou  7  à  7.  Cinq  quantités  combinées  2  à 
2 ,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantités 
combinées  5  —  2  à  5 — 2,  ou  3  à  3. 

i54-  Seconde  conséquence.  Si,  dans  la  formule  générale 


on  suppose    s  =  1 ,  a  =  i ,    elle  devient 


c'est-à-dire  que  la  somm^  des  coejjficiens  des  différens  termes  de 
la  formule  du  binôme  j  est  égale  à  une  puissance  de  2 ,  d^un  degré 
marqué  par  m. 

Ainsi ,  dans  la  formule  particulière 

{x  +  ay^  —  3i?+Sax^+  ioaV+  ioa^x^+5a^x +a\ 

la  somme  i-f-5+io+io-|-5+i*  des  coefficiens,  égale 
2^  ou  32.  Dans  la  dixième  puissance  développée  n^  i52,  la 
somme  des  coefficiens  est  égale  a  2***  ou  1024* 

i55.  Ti'oisième  conséquence.  Si  l'on  û  une  suite  de  nom- 
bres décroissant  d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre ,  dont  le  pre- 
mier soit  m  et  le  dernier  m  —  p  (m  et  />  sont  des  nombres 
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entiers)  y  que  Von  fasae  un  seul  produit  de  tous  ces  nombres, 
ce  produit  est  divisible  par  le  produit  de  tous  Us  nombres 
naturels  depuis  i  jusqu*à  p  +  i.  C'esl-à-dire  que  Pon  a 

mjjn —  i)  {m  —  a)  [m — 3). ..(m — p) 
1.2.         3       .     4 /?  +  ï 

égal  à  un  nombre  entier.  En  effets  il  résulte  de  ce  qui  a  été 
(lit  (n^  i5o),  que  cette  expression  représente  le  nombre  des 
combinaisons  différentes  ;>  + 1  à  /?+i,  qu'on  peut  former 
ayec  m  lettres.  Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par 
sa  nature,  un  nombre  entier;  donc  l'expression  cî-dessus  est 
nécessairement  un  nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à  rechercher,  de  celte  propriété, 
une  démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinai- 
sons ou  de  la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois 
que  la  question ,  assez  facile  à  traiter  pour  les  premières  ex- 

mirn — i)     m{jn — i)  [m  —  2)       _       .       ,     ,.^ 
pressions  —^ , 5 — ■ ,  offre  plus  de  diflB- 

culte  dans  le  cas  général. 

§  II*  Extraction  des  racines  des  nombres  particuliers. 

Quoique  nous  ayons  exposé,  dans  notre  Arithmétique,  les 
principes  de  l'extraction  de  la  racine  cubique,  nous  croyons  de- 
voir reproduire  ici  cette  théorie;  premièrement,  parce  qu'après 
l'extraction  de  la  racine  carrée,  c'est  l'opération  la  plus  usitée, 
secondement,  parce  que  les  mêmes  raisonnemens  pourront  s'ap- 
pliquer à  l'extraction  de  la  racine  4^*"',  5^*"'. . . .  n^*"'. 

i56.  On  appelle  cu^^  ou  troisième  puissance  d'un  "nombre, 
le  produit  de  ce  nombre  multiplié  deux  fois  par  lui -même  3  et 
racine  troisième  ou  cubique,  le  nombre  qui,  élevé  au  cube,  peut 
produire  le  nombre  proposé. 

Les  dix  premiers  nombres 

étant 1,2,  3,  4,    5,    6,    7,    8,    9,     10, 

on  a  pour  leurs  cubes,      1,8,27,64,125,216,343,512,729,1000. 
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Réciproquement^  les  nombres  de  la  seconde  ligne  ont  pour  ra- 
cines cubiques  les  nombres  de  la, première  ligne. 

On  reconnaît 9  à  l'inspection  de  ces  lignes^  que,  parmi  les 
nombres  d'un,  de  deux  ou  trois  chiffres;  il  n'y  en  a  que  neuf 
qui  soient  des  cubes  parfaits;  chacun  des  autres  a  pour  ra- 
cine cubique  un  nombre  entier,  plus,  une  fraction  qui  ne  peut 
s'exprimer  exactement  au  moyen  de  V unité.  En  effet,  admet- 
tons, pour  un  instant,  que  t,  nombre  fractionnaire  irréduc- 
tible, soit  la  racine  d'un  nombre  entier  N  ;  il  s'ensuivrait  que 

a         Ck 
le  cube  de  y»  ou  r^,  derrait  être  égal  à  N.  Or,  cela  est  im- 
possible, car  a  et  6  étant  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  a^  et  h^  ;  donc  tj  ne  peut  être  égal  à  un  nombre  entier. 

157.  La  différence  de  deux  cubes  parfaits  consécutifs  est 
d'autant  plus  grande,  que  les  deux  racines  sont  plus  grandes, 
et  cette  différence  peut  être  éyaluée  aisément.   /       -,, 

En  effet ,  soient  a  et  a  -4-  i  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs ;  on  a  (n«  iSa)     (a  -f- 1)'  =s  a*  +  3a* -f  3a  +  i  j 
d'où  (a+i)'  — o'csaa^+Sa+i; 

c'cst-à*dire  que  la  différence  de  deux  cubes  consécutifs  est  égale 
au  triple  du  carré  de  la  plus  petite  racine,  plus  le  triple  de  cette 
même  racine j  plus  i. 

Ainsi ,  la  différence  entre  le  cube  de  90  et  le  cube  de  89  est 
égale  à  3(89)«  -f  3  X  89  +  1  =  24o3i. 

i58.  Recherchons  maintenant  un  procédé  pour  extraire  la 
racine  cubique  d'un  nombre  entier. 

D'abord,  si  le  nombre  n'a  que  trois  chiffres  au  plus,  sa  ra^ 
cine  s'obtient  immédiatement,  d'après  l'inspection  des  cubes 
des  neuf  premiers  nombres.  Ainsi,  la  racine  cubique  de  126 
est  5;  la  racine  cubique  da  72  est  4  P^^^  une  fraction,  ou 
est  4»  à  une  unité  près;  la  racine  cubique  de  841  est  9,  à  une 
unité  près,  puisque  84 1  tombe  entre  729  ou  le  cube  de  9;  et 
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1000  OU  le  cube  de  lo.  Goosidéron»  donc  un  nombre  de  plus 
de  trois  chiffres. 
Soit 9  par  exemple,  io3823  le  nombre  proposé. 


103.623 

47 

64 

48 

48 

398.  23 

47 

48 

47 

384 

329 

192 

188 

23o4 

220q 

48 

47 

18432 

15463 

9216 

8836 

iioSg^  io3823 

Ce  nombre  étaat  compris  entre  looo^  qui  est  le  cube  de  lOf 
et  1 000000 y  qui  est  le  cube  de  loo,  sa  racine  est  nécessaire-' 
ment  composée  de  deux  chiffres,  ou  de  dixaines  et  d*unités« 
Désignons  par  a  les  dixaines  et  par  b  les  unités,  on  a  (u^  4^) 

(a  +  by  =  «3  +  3a'i  +  3a6*  +  6*. 

D'oii  il  suit  que  le  cvîbe  d'un  nombre  composé  de  dixaines 
et  d'nnités ,  contient  le  cube  dfs  dixaines j  le  triple  produit  du 
carré  des  dixaines  par  les  unités j  le  triple  produit  du  carré  des 
unités  parles  dixaines  j  plus  le  cube  des  unités. 

Cela  posé ,  le  cube  des  dixaines  donnant  au  moins  des  mille j 
les  trois  derniers  chiffres  k  droite  n'en  peuvent  faire  partie, 
et  c'est  dansla  partie  io3  (que  l'on  sépare  des  trois  derniers 
chiffres  par  un  point)  que  se  trouve  le  cube  des  dixaines.  Or, 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  io3  étant  4  pour 
64,  4  ^^  ^^  chiffre  des  dixaines  de-  la  racine  cherchée;  car 
io3823  est  évidemment  compris  entre  (4^)^  ou  64000,  et 
(5o)^  ou  i25ooo;  donc  la  racine  cherchée  est  composée  de 
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4  diiaînes,  plus  d'un  certain  nombre  d'unités  moindre  que 
dix. 

Le  chi fifre  des  dizaines  étant  trouvé,  retranchons  son  cube 
B4y  de  io3  ;  il  reste  89  qui ,  suivi  de  la  tranche  823,  donne 
39828  ;  et  ce  résultat  contient  encore  le  triple  produit  du  carré 
des  dixaine^par  les  unités^  plus  les  deux  autres  parties  énon- 
cées précédemment.  Or,  le  quarréd'un  nombre  de  dizaines  don- 
nant au  moins  des  centaines  ^  il' s'ensuit  que  ce  triple  produit 
ne  peut  se  trouver  que  dans  la  partie  à  gauche  898  des  deux 
derniers  chiffres  28  (que  IVn  sépare  encore,  pour  cette,  raison  « 
par  un  point).  D'un  autre  côté,  l'on  peut  former  le  triple  carré 
des  dixaines  4  9  ce  qui  donne  4^  »  donc  si  l'on  divise  898 
par  48,  le  quotient  8  est  le  chiffre  des  unités  de  la  racine^  ou 
un  chiffre  trop  fort,  parce  que  898  centaines  se  composent 
du  triple  produrt  du  carré  des  dixaines  par  les  unités,  et  des 
retenues  provenant  des  deux  autres  parties.  Pour  vérifier  si  ce 
chiffre  8  n'est  pas  trop  fort ,  on  pourrait ,  comme  pour  la  ra- 
cine carrée,  former,  à  l'aide  de  ce  chiffre  8  et  du  chiffre  4 
des  dixaines,  les  trois  parties  qui  entrent  dans  89828;  mais  il 
est  beaucoup  plus  simple  d'élever  48  au  cube  (comme  on  l'a 
fait  dans  le  tableau  ci-dessus  ).  Or,  on  trouve  pour  ce  cube 
1 10592,  nombre  plus  grand  que  108828;  ainsi  le  chiffre  8 
est  trop  fort.  En  formant  le  cube  de  4?  >  on  obtient  108828  ; 
donc  le  nombre  proposé  est  un  cube  parfait ,  et  a  pour  racine 
cubique  47* 

iV.  B.  On  ne  peut  pas  rechercher  d*abord  le  chiffre  des 
unités;  car  lé  cube  des  unités  pouvant  (n**  i56)'  donner  des 
dixaines  et  même  des  centaines,  ces  dixaines  et  ces  centaines 
se  trouvent  confondues  avec  celles  qui  proviennent  des  autres 
parties  du  cube. 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  cubique  de  479^4- 
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fie  nombre  479^4  étant  au-dessous  de  1 000000^  sa  racine  n'a 
que  deux  chiffres ,  ccst-à-d ire  que  des  dixaines  et  des  unités. 
Le  cube  des  dixaines  se  trouve  dans  47  mille j  et  l'on  prouverait, 
cotnxne  préoédemmenty  que  3,  racine  du'plua  grand  cube  con- 
tenu dans  47  j  exprime  les  dixaines.  Retranchons  le  cube  de  3 
ou  27  de  47  >  il  ^^^^  ^^j  abaissons  à  côté  de  ce  reste  le  seul 
chiffre  9  de  la  tranche  954;  le  nombre  209  centaines  se  com- 
pose du  triple  produit  du  carré  des  dixaines  par  les'unités,  plus 
des  retenues  qui  proviennent  des  deux  autres  parties.  Donc ,  si 
l'on  forme  le  triple  carré  des  dixaines  3 ,  ce  qui  donne  27 , 
et  que  Ton  divise  209. par  27,  le  quotient  7  est  le  chiffre  des 
unités  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  fort.  £n  élevant  37  au 
cube,  on  trouve  5o653,  nombre  plus  fort  que  479^4  >  ^>  ^'^^  forme 
ensuite  le  cube  de  36 ,  on  obtient  46656 ,  nombre  qui ,  retranché 
de  479^4  (comme  on  le  voit  dans  le  tableau  ci*dcssus) ,  donne 
pour  reste  1298.  Ainsi,  le  nombre  proposé  n'est  pas  un  cube 
parfait  ;  mais  sa  racine ,  à  une  unité  prèa^  est  36.  £n  effet ,  la 
dîfiërence  entre  le  nombre  proposé  et  le  cube  de  36,est^  comme 
on  vient  de  le  voir,  1298,  nombre  plus  petit  que  3  X  (36)* 
-|-  3  X  36  -}-  I ,  puisque  l'on  a  obtenu  dans  le  cours  de  la  véri- 
fication,  3888  pour  le  triple  du  carré  de  36. 

iSg.  Soit  maintenant  proposé  d'extraire  la  racine  cubique 
d'un  nombre  de  plus  de  6  chiffres ,  de  43725658 ,  par  exemple. 
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436i4ao8 
Quelle  que  soit  la  racine  cherchée,  elle  a  nécessairement  plus 
d'un  chiffre,  et  on  peut  la  regarder  comme  composée  d'unités 
et  de  dixaines  seulement  (  les  dixaines  pouvant  être  exprimées 
par  un  ou  plusieurs  chiffres  ). 

Or,  le  cuhe  des  dixaines  donne  au  moins  des  mille;  ainsi,  il  se 
trouve  nécessairement  dans  la  partie  à  gauche  des  trois  derniers 
chiffres  658.  Je  dis  maintenant  que,  si  l'on  extrait  la  racine  du 
plus  grand  cube  contenu  dans  cette  partie  à  gauche,  43725, 
considérée  avec  sa  valeur  absolue,  on  aura  le  nombre  total 
des  dixaines  de  la  racine;  en  effet,  soit  a  la  racine  de  4^7^^) 
à  une  unité  près,  c'est  dire  que  a^  et  (a-(- 1)^  comprennent 
43725;  donc  aussi  43726000  est  compris  entre  c?  X  1000  et 
{a  +  lyx  1000;  et  comme  ces  deux  derniers  nombres  dif-* 
fèrent  entre  eux  de  plus  de  1000,  il  s'ensuit  que  le  nombre 
proposé  lui-même,  ou  43725658,  est  compris  entre  a^X  1000 
et  (a  -)-  i)'"^  X  1000;  ainsi  la  racine  cherchée  est  comprise  entre 
celles  de  a^X  1 000  et  de  (a+ 1  )^X  1 000 ,  c'est-à-dire  entre  aX  1 0 
et  (a  +  i)  X  10.  Donc  enfin,  elle  est  composée  de  a  dixaines, 
plus  d'un  certain  nombre  d'unités  moindre  que  dix. 

La  question  est  donc  ramenée  à  extraire  la  racine  cubique 
de  43726;  mais  ce  nouveau  nombre  ayant  plus  de  trois  chiffres, 
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sa  racine  en  a  plus  d'un ,  c*est-a-dîre  renferme  des  dixaines  et 
des  unités.  Pbar  obtenir  les  dixaines,  il  faut  séparer  les  trois 
derniers  cbifires  7^5 ,  et  extraire  la  racine  du  plds  grand  cube 
contenu  dans  43.  (On  Toit  asses  ce  qn'il  faudrait  faire  si  ce  nou- 
veau nombre  a^ait  plus  de  trois  cbilTres.) 

Le  plus  grand  cube  contequ  dans  43  est  27 ,  dont  la  racine  csi 
3 ,  et  ce  cbiffre  exprime  alora  les  dixaines  de  la  racine  de  43725 
(00  le  cbiffre  des  centaine^de  la  racine  totale).  Retranchant  le 
cube  de  3,  ou  27,  de  43rOn  obtient  16  pour  reste,  à  côté  duquel 
îl  faut  abaisser  le  premier  cbifire  7  de  la  traadie^aS,  ce  qui 
donne  167. 

Formant  le  triple  éarré  des  dixaîne^S ,  on  trouvé  27  ;  et  si  l'on 
divise  167  par  ^7,  le  quotient  6  est  le  chiffre  des  unités  de  la  ^ 
racine  de  ^Z*]^5,  ou  un  chiffre  trop  fort.  Il  est  aiié  de  prévoir 
qaece  cbiffre  est  en  effet  trop  grand;  ainsi  il  faut  essayer  5,  et 
pour  cela  y  élevons  35  an  cube-,  il  vient  pour  résultat  42875, 
non»bre  qui ,  retranché  de  43725^  donne  pour  reste  85o ,  nombre 
évidemment  plus  petit  que  3  X  {35}*-h3x  35+1.  Ainsi  35  est 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  43726;  c'est  donc  le 
nombre  des  dixaines  de  la  racine  cherchée* 

Pour  obtenir  les  unités,  on  abaisse  k  côté  du  reste  85o  le  pre- 
mier chiffre  6  de  la  dernière  tranche  658,  ce  qui  donne  85o6  ;  on 
forme  d'ailleurs  le  triple  carré  des  dixaines  35  (cela  est  facile, 
puisque ,  dans  la  vérification  précédente ,  on  a  déjà  formé  le  carré 
de  35)  ;  puis  on  divise  85o6  par  ce  triple  carré,  3676;  le  quo- 
tient  est  a,  que  L'on  essaie  en  élevant  35)  au  cube  ;  ce  qui  donne 
43614208,  résultat  plus  petit  qi|e  le  nombre  proposé;  en  le  sous- 
trayant de  celui-ci,  on  obtient  pour  reste  1 1  i45o.  Aitisi  352  est 
la  racine  cubique  de  43725658 ,  à  une  unité  près. 

RioLS  oéN^R  AL£.  Pourêxtroire  la  racine  cubique  d'un  nombre 
entier^  séparez  le  nombre  en  tranchée  de  trois  chiffres  chacune, 
à  partir  de  la  droite,  jusqu'à  ce  que  vous  pan/eniez  à  une 
tranche  d'un,  de  deux  ou  de  trois  chiffres  au  plus  (le  nombre  des 
tranches  est  égal  au  nombre  des  chiffres  de  la  racine);  extrayez 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans' la  première  tranche 
à  gauche,  et  retranchez  ce  cube  de  là  première  tranche;  abdis^ 

>7 
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sez  à  c6tè  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche ^  et 
diçieez  le  nombre  awnei  formé ^  ptur  le  triple  earri  du  chiffre 

Idèjà  trouvé  àJLa  racine,;  écrU^e^  le  quodemt  à  la  droite  de  ce 
chiffre^  et  éleimft  l^eneemUe  des  deux  chiffrée  ou  ombe^  ei  ce 
't  cube  est  plus  fort  que  Penemnble  des  deun  premièree  tranches^ 

diminuer  le  quotient  d'une  ou  de  phteiêure  unités^  jusqu'à  ce 
que  voué  obteniez  un  cube  qui  puieso  se  retrancher  de  Yen^ 
semble  des  deun  premières  tremehes;  la  eousirmoti4m  foiéSj 
abaisse»  à  oôté  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  iroieiàme 
ùxtnchej  puis  diviee»  le  nombre  ainsi  formée  par  le  triple  carré 
de  If  ensemble  des  Aux  chiffres  déjà  trowféss  le  quotient,  sf'il 
^  n'est  pas  trop  fort,  doit  être  tel,  qu'en  l^écriifant  à  la  £vUe  des 

deux  premiers  chines  de  la  racine,  et  élevant  le  nombre  qui  en 
résulte,  au  cube,  on  puiese  retrancher  ce  produit  de  ^ensemble 
des  trois  premières  tranches.  Cette  nauiMe  soustraction  focUe, 
abaisseà  à  côté  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  quatrième 
tranche,  et  continuer' la  mime  série  d^opiratione ,  Jusq^^à  ce 
que  vous  t^e%  abaissé  toutsè  les  tranches. 

Remarque.  Souvent,  dans  le  ooiirs  de»  opéraitons,  on  soiip- 
çoiine  qu'un  des  quotiem  dont  novs  yenooê  de  fMurler  est  bean* 
s  conp  trop.fbrt^et  «lots  oa^  croit  pouvoir  le  dimîaoer  d'avance 

de  deux  on  plnsiewa  unités;'  mai»  en  élevant  an  cube  la  racine 
déjà  trouvée  I  suivie  de  ce  chil&e  9  et  retrancbant  ce  cube  de  l'en- 
^  semble  des  trandies  déjà  considérées  dans  le  nombre  domié ,  on 
peut  obtenir  un  reste  très  grand,  qui  laisM  à  penser  que  le  der- 
nier chiffre  obtenu  à  ht  racine  est  trop  ùàile»  On  le  reconnait 
(n^  iS))à  ce  sigae  ;  que  le  reste  Jfgale  ou  surpasse  le  triple  carré 
de  la  racine  obtenue,  plus  le  triple  de  cotte  même  racine,  plus 
un.  Dans  ce  cas,  on  augmente  ia  racine  d'une  ou  de  plu- 
sieurs unités  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  obtenu. 
Yoici  des  exem|Jles  sur  lesquels  on  peut  s'exercer  : 

y/^S^n^gsz  78  avec  le  reste  8697  ; 

ï/9i6325o864ï  =  45o8  avec  le  reste  20644129  ; 
3        \' 
V  329)  734o2i843a  =32068  exactement. 
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i6o.  Procédé  de  la  racine  fl(^"'  d'un  nombm  eniier.  Pour 
généraliser,  le  procédé  de  testraeiiion  dm  racines,  désignons 
par  N  le  nombre  pioposé,  at  far  i>  le  dagré  da  la  racine  à 
extraire;  si  2Î  n'a  paa  plna  de  n  -diiffres»  sa  raèine  n'a  qn'nn 
seul  chiffre  »  et  on  peut  l'obtenir  iwaédiatement»  et  forapant 
la  »"^'  puissance  de  diacnn  des  nombres  entiers  compris  de- 
puis I  jusqu'à  10  9  dont  la  7»''"'  puissanoe  est  lo*»  ou  le  plus 
petit  nombre  de  »  + 1  cbiffii^s. 

Si  IT  est  composé  de  plus  de  n  chiffres^  sa  raeine  a  plus  d*un 
chiffre ,  et  peut  alors  -être  regardée  eomme  renfinrmant  des 
disailles  et  des  unités.  Désignant  sea  disaines  par  a  et  ses  uni- 
tés par  6,  on  a  (n^  i5t) 

N  =  (a  +  6)*=a-  +  iia— '6  +  1 

c'est-à-dire  que  le  nombre  propesé  contient  la  »""'  puissance 
des  dixainesj  plus  n  Jbis  le  produit  de  la  n^^  x*^'  puissance 
des  dù^ines  par  les  unilés,  plus  une  suite  d'autres  parties  qu'il 
est  inutile  de  considérer,  ^'^ 

Or^  la  n'^"'  puissance  des  dixaines  ne  pouvant  donner  d'unités 
d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  suivie  de  n  zéros ,  les  n  derniers 
chiffres  à  droite  n'en  peuvent  &ire  partie-  U  faut  donc  les  sépa- 
rer et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  »""'  puissance  conte- 
nue dans  la  partie  à  gauche;  cette  racine  exprimera  les  dixaines 
de  la  racine  cherchée* 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  encore  plus  de  n  chifires^ 
on  serait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  k  droite> 
et  k  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n''""  puissance  contenue 
dans  la  nouvelle  partie  k  gauche  j  et  ainsi  de  suite. 

Après  apoir  séparé ,  de  cette  manière,  le  nombre  N  en  tran^ 
ches  de  n  chiffres  (la  dernière  tranche  à  gauche  n'ayapt  que  n 
chiffres  au  plus  )  ^  on  extrait  la  racine  de  la  plus  grande  n""*' 
puissance  contenue  dans  cette  première  tranche  à  gauche,  ce 
qui  donne  le  chiffre  des  unités  les  plus  fortes  de  la  racine 
totale,  ou  le  chiffre  des  dixaines  de  la  racine  du  nombre 
formé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauche.  Retranchant 

'7- 
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la  n""*  puisaance  de  ce  chiffre j  de  la  première  tranche  à 
gauche j  on  obtient  un  reste  qui,  suivi  de  la  seconde  trai^eke^ 
contient  encore  n  fois  le  produit  de  la  »  —  i'^**'  pnis^uce  du 
^  chiffre  trouvé,  par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d'autres 

f  parties.  Maïs  cette  première  partie  ne  peut  crîdemment  donner 

d'unités  d'un  ordre  inférieur  à  lo*""';  ainsi,  les  i»  •—  i  derniers 
chiffres  de  la  secbnde  tranche  ne  peuvent  en  faire  partie.  Il 
suffit  donc  d^abaisser  à  côté  du  reste  correspondant  à  la  pre-* 
mière  tranche /le  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche;  et  si, 
après  avoir  formé  n  joie  la  n  —  i^'"^  puissance  du  premier 
chiffre  dé  la  racine^  un  divise  par  ce  résultat  le  reste  suites 
du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche j  le  quotient  expri- 
mera le  second  chiffre  de  la  raciiie,  ou  sera  un  chiffre  trop 
£Qi%  Pour  ressayer,  on  l'écrira  à  la  droite  du  premier  chiffre, 
et  l'on  élèvera  l'ensemble  de  ces  deux  chiffres  à  la  n'^"*'  puis^ 
sance;  puis  on  retranchera  le  produit  obtenu ^  de  l^ ensemble 
des  deux  premières  tranches^  ce  qui  donnera  un  nouveau  reste, 
à  côté  duquel  on  abaissera  le  premier  chiffre  de  la  troisième 
tranc/iCj  puis  on  divisera  le  nombre  ainsi  formé  par  n  fois  la 
ri'— î*^"^ puissance  de  ^ensemble  des  deux  chiffres  déjà  trouvés 
à  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
abaissé  toutes  tes  tranches. 

Les  jeunes  gens  qui  auront  bien  saisi  la  marche  précédente, 
pourront  en  faire  l'application  à  l'extraction  de  la  racine  4*» 
5*,6* 

i6i.  Remarque.  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  rapine  à 

extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  plusieurs  autres, 

comme  4»  6*  •  •  •  9  ^  racine  peut  s'obtenir  par  une  suite  d'ex^ 

tractions  de  racines j  de  degré  plus  simple.  Pour  noûâ  rendre 

^        compte  de  ces  simplifications,  remarquons  que 

■^     («3)4  =  a»  X  a^Xa^Xa^  =  ^3+34.34-3  ^^^x^^  ^1. ^ 

et  qu'en  général ,  (a")" r^a^X  a'^Xa'^'K  a*». ..=  û"^*  (n*  16). 
^  Doue,  la  n""*'  puissance  de  la  m''"**  puissance  d'un  nombre'li&t 

égale  à  la  van^*^*  puissance  de  ce  nombre. 
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Rêciprocpiemeot,  la  racine  mn'''"'  d^un  nombre  est  égale  à 

la  racine  n^'"*'  de  la  racine  m''"'  de  ce  nombre,  eu  algébriqae7 

m     

mn  A.  /  ■• 

ment  y  je  dis  que  Von  a |/a  =s  y  t^a* 

•   - 

En  efFet,  soit y  (/  û  =  a'; 

élevons  les  deux  membres  à  ta  n""'  puis- 

m 

sance;  il  vient t^a=s «'■; 

[car,  d'après  la  définition  d'une  racine 

(ii^a),  ona  (i/K)*  =  K]. 

Élevons  de  nouveau  les  deux  membres 
à  la  m"**  puissance;  on  obtient a  ï=  (a'*)"*  =a a'"*. 

Extrajaatla  racine ifin'''^des a  membres,  |/  a  =3  o'^  . 

•     "•  '      mn  /  m  ^  j 

maîsonadéji  t^|/a=:a';  donc f/ass  y  |/a.  / 

On  trourera,  d'après  ce  principe,  _/ 

V^;56=  /V^=  »/IS=4; 

6  3. 

1/16796.16=  t/75g6=  i^ï/T5^=6. 

2V.  i9.  Quoique  les  racines  sucoessires  puissent  s'extraire  dans 
un  ordre  quelconque,  il  est  préférable  d'extraire  d'abord  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  simple,  parce  qu'alors  l'extraction  de  lu 
racine  du  degré  le  .plus  fort,  qui  est  une  opération  plus  compii- 
quép,  porte  sur  un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  cbiffres  que 
le  nombre  proposé.  Cest  ce  que  nous  avons  fiait  dans  le  secoud  et 
le  troisième  exemple  ci- dessus. 
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Extraction  cUa  racines  par  approximation* 

]6a.  Lorique  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 

^i/m«  Q'est  pas  une  puissance  parfaite ,  le  procédé  du  n*  160 

ne  donne  que  la  partie  entière  de  la  racine ,  on  la  racine  à  une 

unité  près*  Quant  k  la  fraction  qui  doit  compléter  ]a  racine , 

elle  ne  peut  être  obtenue  exactement  ^  car  la  n"*'  puissance 

Cl  o* 

d'un  nombre  fractionnaire  irréductible  -ry  étant v^,  ce  noureau 

o  tr 

nombre  ne  peut  se  réduire  à  un  nombre  entier.  Mais  on  peut 

déterminer  la  racine  atec  tel  degcié  d'approximation  que  l'on 

▼euL 

Soit^en  général^proposé  d'ex^aire  la  racine  1»'^*'  d'un  nombre 

entier  a^  à  une  fraction  près,  -^  c'est-à-^ire  de  manière  que 

l'erreur  commise  soit  moindre  que  -. 

F 

Observons  que  a  peut  ae  mettre  sons  la  forme  — -^^.  Si 

/>" 
l'on  désigne  par  r  la  racine  de  ap^  obtenue  à  une  unité  près  ^ 

le  nombre  — r^^  ou  a  •  est  alors  compris  entre  —  et  ^        '  . 

n 

donc  aussij  |/a  est  comprb  entre  les  racines  de  ces  deux  der* 

nicrs  nombres,  c'est-à-dire  entre  *-   et  ■        .  Donc  enfin,  - 

P  P  P 

est  la  racine  demandée,  à  une  fraction  près,  -. 

Règle  générale»  Pour  extraire  la  racine  n"*^'  d'un  nombre 

entier  j  à  une  fraction  près  j  -,  multiplier  le  nombre  par  p*;  ex-" 

traye%  du  produit j  la  racine  n''*"'  à  une  unité  près ^  puis  divisez 
le  résultat  par  \^* 

163.  Soit  en  second  Heu  r  une  fraction  ou  un  nombre  frac- 
tionnaire dont  il  faut  extraire  la  racine  n'''"^ 
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Multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction  par  &**';  il  Tient 

a        ai""** 

T  =     ,,  -.  Soit  r  la  racine  »""'  de  aô"""*,  à  une  unité  prës  ; 

aA»~'         a  r*       (r4- 1)"    ,  "a 

— Tjj— ,  ou  T>  est  compris  entre  jz  et  ^ — tï — 5  donc,  V't  ^st 

lui-même  compris  entre^^  et  — 7—.  Ainsi,  après  affoir  rendu 

le  dénominateur  de  la  fraction  une  n"*"  puiêsance  parfaite  ^ 
il  faut  extraire  la  racine  n*^*  du  numérateurj  à  une  unité 
prèsj  puis  diifiser  le  résultat  par  la  racine  du  nom^eau  déno" 
minateur* 
Si  Ton  Tcut  aToir  un  plus  grand  degré  d'approximation  que 

celai  qu'indique  la  fraciioB  7 ,  on  oxtrûra  la  raeÛM  de  a&*^',  à 
une  fraction  quelconque  près,  -  j  soit  /  +  —  cette  racine,  alors 


m 


~  désigno-a  la  racine  demandée  à  vuae fraction  prè»,  mar- 


qaéepar;ir 


Tels  sont  les  principes  de  l'extraction  des  racines  par  approxi- 
mation, que  nous  allons  appliquer  au  cas  particulier  de  la  racine 
cubique ,  parce  que  c'est  l'opération  la  plus  usitée. 

164*  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  troisième  de  i5,  i  — 

près. 

Onai5Xia'=i5xi  728=  25920.  Or ,  la  racine  cubique 

de  25g20,  k  que  unité  près,  est  29^  donc  ,1a  racine  demandée  est 

20  S 

-^  ou  2  — .  (Fbyex  p?  162.) 


12  12 


Soit  à  extraire  la  racine  troisième  de  47»  à  —  près. 

On  a  47  X  20' = 47  X  8000 = 876000 ,  Or  la  racine  cubique 


/  9/  /•■■  • 
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de  376000  à  une  unité  près ,  est  72  ;  donc  |/47=^^^  —  » 


a 
20 


20  20 

I 


Soit  proposé  d'évaluer  V^5  à  0,001  près. 
Il  faut  multiplier  25  par  le  cube  de  looo,  ou  par  1 000000000, 
ce  qui  donne  25ooooooooo.  Or,  la  racine  cubique  de  ce  nombre 

est  2320;  donc  1/ 25=2,920  à  0,001  près.  (/^o^#an®  162,) 

Eu  général,  pour  extraire  la  racine  troisième  éPun  nombre 
entier^  à  une  unité  décimale  près^  il  faut  ajouter  trois  fois  ou* 
tant  de  zéros,  à  la  droite  du  nombre  j  que  l'on  veut  aifoir  de 
chiffres  d^cinutux  à  la  racine;  extraire  la  racine  du  nouveau 
nombre,  à  une  imité  près,  puis  séparer  vers  la  droite  de  cette 
racine,  le  nombre  de  chiffres  décimaux  demandé. 

i65.  Proposons-nous  maintenant  d'^^r^raîr^  la  racine  cubique 
d^ une  fraction  décimale.  On  demande,  par  exemple,  la  racine 
cubique  dç  3, 1 4 1 5. 

G>mme  le  dénominateur  loooo  de  cette  fraction  n'est  pas  un 
cube  parfait,  il  faut  le  rendre  tel,  en  le  multipliant  par  100 , 
.  ce  qui  retient  à  ajouter  2  zéros  à  la  droite  de  la  fraction  xlécimale 
proposée, ^el  l'on  a  3,i4i5oo.  On  extrait  ensuite  à  une  unité 
près  (n®  i63)  la  racine  cubique  de  3i4i5oo,  c'est'à-clîfe  du 
nombre,  abstraction  faite  de  la  virgule,  ce  qui  donne  i46;  puis 


on  dipise  le  résultat  par  100  ou  V^i  000000  ;  et  l'on  trouve 

v3,i4i5=  iy4^ào,oi  près. 

Si  l'on  veut  un  plus  grand  degré  d'approximation ,  on  ajoute 
trois /ois  autant  de  zéros  de  plus ,  2i  la  suite  du  nombre,  que  l'on 
veut  avoir  de  chiffres  décimaux  de  surplus  à  la  racine. 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'une  fraction  ordinaire,  à 
une  unité  décimale  près,  le  moyen  le  plus  simple  consiste 
à  réduire  le  nombre  proposé  en  fraction  décimale,  et  à  pousser 
l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtenu  le  triple  du  nombre 
des  chiffres  décimaux  que  Von  veut  avoir  à  la  racine,  La  ques^ 
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tion  est  alors  ramenée  à  extraire  la  racine  cubique  d*une  frac- 
tion décimale. 

i66.  Soit  enfin  proposé  d'extraire  la  racine  sixième  de  33  à 
o,o.i  prfes. 

£n  appliquant  k  cet  exemple  la  règle  du  n*  i6a ,  il  faut  mul- 
tiplier a3  par  i  oo^,  ou  ajouter  douxe  zéros  à  la  droite  de  28 , 
puis  extraire  la  racine  sixième  du   nombre  résultant,  à  une 
unité  près ,  et  diviser  cette  racine  par  1 00 ,  ou  séparer  a  chiffres        p. 
décimaux  yen  la  droite. 


Mais  on  a  (n«  i6i)  i/a3x  (100)8=  \/v^a3  X  (100/ ; 
ainsi ,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  aS  X  (loo)^  à  une 
unité  près,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat,  puis  on 
divisera  le  nouveau  résultat  par  100,  ou  l'on  séparera  deux  ^^ 

chiffres  décimaux  vers  la  droite. 

^8  ^ 

On  trouTcraparcemojen^  V^a3=si,68,  k  0,01  près. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

V  ^l^^Tô  P^='^'9  i^79  à  0,0001  =  4,3908 j 

8  s  

V^  i3à  0,01  près=i,53;  V^3yOo4i5à  0,0001  s=  1,44^99 

V^o,ooio.i  k  0,01  près  =  o,io;  %/"4à  0,001  =  0,834. 

S  in.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  ra- 
cines des  quantités  algébriques.  Calçuldes  radicaux. 

Considérons  d'abord  les  quantité  monômes. 
167.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  aa^A*  ;  on  a 
(n*2) 

(ao'fcO*  =  ao^é»  X  aa'6*  X  aa^ *•  X  aa'fr*  X  aa^è*  ; 

d'oîi  t'en  Toit,  1®.  que  le  coefficient  2  doit  élre  muliplié  par  lui- 
^èmç  quatre  fois,  ou  doit  être  élevé  k  la  cinquième  puissance  ; 
2*^'  que  chacun  des  exposans  des  lettres  doit  être  ajouté  avec  lui- 
même  quatre  fois,  ou  multiplié  par  5. 
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Donc  enfin,  (!^a?l^)^=:jL^.€^^^b^^^   =3aa'*i>'». 
De  même,  (8a*6'cy =8«.a«>^3i3><  V=5iaa«A9c3. 

Ainsi,  pour  élever  an  monôme  à  une  puissanoe  donnée,  i/ 
faut  éki^er  Is  coefficient  à  cette  puissance  ^  puis  multiplier  cha- 
cùn  des  exposons  des  lettres  par  P exposant  de  la  puissance. 

Doue  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  degré 
quelconque  d'une  quantité  monôme,  il  faut,  i^.  extraire  la 
racine  du  coefficient^  2^  diviser  l'exposant  de  chaque  lettre 
par  Pindice  de  la  racine. 

Ainsi ,       l/6îâ9p?=  ^d^bc^  ;       |/i6a»6"c4s=  aa'ft^c. 

On  Toit,  d'après  cette  règle,  que  poui'  qu'un  monôme  soit 
une  puissance  parfsiite  du  degré  de  la  racine  à  extraire,  il  faut 
que  son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré,  et 
que  les  exposans  des  lettres  soient  divisibles  par  l'exposant  ou 
V indice  de  la  racine  à  extraire.  Nous  Terr<mf  plus  loin  comment 
on  simplifie  l'expression  de  la  racine  d'une  quantité  qui  n'est 
pas  une  puissance  parfaite. 

i68.  Jusqu'à  présent, BOUS  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monôme;  mais  si  l'on  observe  que,  quel  que 
soit  lesigpe  d'un  monôme,  son  carré  est  toujours  positif, t\ 
que  toute  puissance  de  degré  pair  an,  peut  être  regardée  comme 
^ale  à  la  yi""*  puissance  du  carré,  c'est4-dire  que  a*"  =(a')*, 
on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré  pair  dune 
quantité,  soit  ptsiiiife^  soit  négative,  est  essentiellement  po^ 
sitive. 

Ainsi  (dtaa*63c)4=+i6a«6"c4. 

Comme  d'ailleurs ,  une  puissance  de  degré  impair  an  -f-  i,  est 
le  produit  d'une  puissance  de  degré  pair  an,  par  la  première 
puissance,  il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d^un 
monôme  est  affectée  du  même  signe  que  le  monôme* 

Donc      (+4a*ft)'=+t>4afi63;    (_4a»6)3=— 64a«R 

11  est  évident  d'après  cela,  i".  que  toute  racine  de  degré  im- 


DBS  QVÀimTiB  iXoiBBIQUBS.  367 

pair  cPune  quantité  monôme j  doit  être  affectée  du  même  signe 

que  la  quantité* 

33  5 

Ainsi, ^/+8ô^+afl;  J/— 8a*=— aa;  |/— 3aa'*»6*=— 2a**. 

2^.  Qi^  fox^  racine  de  degré  pair  d*uth  monôme  positif 
peut  être  affectée  indifféremment  du  signe  +  oudu  signe '^^ 

A  6   

Ainsi,       V8iû*6"  =  ±:3ai3j  \/6^s=z±.a(^. 

3^  Que  toute  racine  de  degré  pair  d^un  monôme  négatifs 
est  une  racine  impossible;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui  j 
élevée  à  une  puissance  de  d^é  pair,  puisse  donner  un  résul- 

^  _.       s 

tat  négatif.  Ainsi,  |/—  a ,     |/ —  b,     V^—  c,  sont  des  sym- 

Ixdes  d'opérations  Inexécutables;  ce  sont  des  expressions  imagi^ 
mdres  comme  i/^  a,   V/— 6. . .  •  {J^oye%  n®  85.) 

Passons  maintenant  aux  polynômes. 

i6g.  Nous  ETOBS  déjà  tu  comment  on  élève  un  binôme  X'-^a 
i  une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut  arriver 
que  les  termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficiens  et  d'ex- 
posans. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (oa^  +  3a*)'  ; 
posons  pour  le  moment,  2a*  =  x,  3a*= j^  ;  il  vient 

(2a*+3aft)'=(a:+jr)3=:a:34.3x*y  +  3xy+/. 

Remettant  actuellement  2a*  et  3a*  au  lieu  de  x  et  de  j^, 

(2û«4.3a*)3=  (2a«)'+3(2a*)%  (3ai)  +3(2a*) .  (3a*)»+(3a4)5  ; 

ou,  effectuant  les  calculs  d'après  les  règles  du  u*  167  et  de  la 
multiplication  des  monômes, 

(2a*4-3a*)»=8a«+  360**  +  54a**»+27a'63  ^ 
on  trouvera  de  même 

(4a«*— 3a*c)*=(r+jr)4=:x44.4x3jf+6x-y»+4xy+j^* 

=<4a*A)t+4(4a»*)X— 3a4c)+6(4«**)*(—  3a*c)* 

+  4(4a»*)  (— 3aicy  +  (—  ZabcY 
=a56a»i<— 768a'*4c+864a«*4c>_432a5*V+8ia<*<d. 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 
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Soit  maintenant  à  développer  (r+j'  +  «)'j  posons  d'aborci 
a?  -|-  ^  =  a ,  il  vient 

ou  >  remplaçant  a  par  sa  valeur  x  +^7 

OU,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués , 

+  3xz^  +  3yz^+z\ 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  trois  termesjplus 
des  triples  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puissances 
des  deux  autres,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes. 
Cette  loi  serait  (n^  86)  facile  à  vérifier  pour  tout  polynôme. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  déreloppement  du 
cnbe  d'nn  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  eoefficiens  et 
des  exposans^  il  faudrait ,  comme  pour  les  binômes ,  désigner 
chaque  terme  par  une  seule  lettre,  déifelopper,  puis  remplacer 
par  leurs  I  valeurs  les  lettrée  introduites^  et  effectuer  tous  les 
calculs  indiqués. 

On  trouvera >  par  ce  moyen,  tout  calcul  fait, 

(aa*— 4ai + 36*)' = 8a6— 48a5é + 1  Saa^i*— ao8a?y  + 1980*4^ 
—  io8ai*+27i«. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues,  les  puissances 
quatrième,  cinquième,  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

Y  70.  Quant  k  l'extraction  des  racines  des  polynômes,  nous 
nous  bornerons  à  exposer  le  procédé,  pour  la  racine  cubique; 
il  sera  facile  ensuite  de  généraliser. 

Soient  N  Te  polynôme  donné ,  et  R  sa  racine  cubique.  Con- 
cevons, comme  pour  la  racine  carrée  (n®87),  ces  deux  poly- 
nômes ordonnés  par  rapport  à  une  lettre,  a  par  exemple.  U 
résulte  de  ta  loi  de  composition  du  cube  d'un  polynôme  (n**  169), 
que  le  cube  de  R  renferme  deux  parties  qui  ne  peuvent  se 
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réduire  avec  les  autres;  ce  sont  le  cube  du  premier  terme  et 
le  triple  carré  du  premier  terme  par  lo  second  ;  car  il  est  évi- 
dent que  ces  deux  parties  renferment  la  lettre  a  avec  un  ex  posant 
plus  grand  que  dans  le  triple  carré  du  second  terme  par  le  pre- 
mier,  dans  le  cube  du  second  terme ,  dans  le  triple  carré  du  pre« 
mier  terme  par  le  troisième  ^  etc.  Donc  ces  deux  parties  forment 
nécessairement  le  premier  et  le  second  terme  de  N.  Ainsi ,  en 
extrayant  la  racine  cubique  du  premier  terme  de  Nj  on  a  le 
premier  terme  de  R;  divisant  ensuite  le  second  terme  de  N  par 
le  triple  carré  du  premier  terme  de  h.  (triple  carré  que  l'on  peut 
former  aisément),  on  a  le  second  ter/ne  de  R.  Connaissant  les 
deux  premiers  termes  de  R^  <^i  peut  former  le  cube  de  ce  bi- 
noniej  et  le  retranchfr  âfe  N.  Le  reste  K^  contient  encore  le  pro- 
duit du  triple  carré  du  premier  terme  de  R  par  k*  Iroislèuiei 
plus  une  suite  d*autres  parties  renfermant  a  a\ec  un  exposant 
moindre  que  celui  qui  entre  dans  ce  produit,  lequel  est  par 
conséquent  le  premier  terme  du  reste  M'.  Donc,  ei  l'on  divise 
U  premier  terme  de  N'  par  le  triple  carré  du  premier  terme  de 
\^  on  a  nécessairement  le  troisième  terme  de  R.  Forment  le 
cube  du  trinôme  déjà  trom^  à  la,  racine^  et  retranchant  ce  cube 
de '^j  on  a  uih  nouveau  reste  N"^  sur  lequel  on  peut  opérer  comme 
on  a  opéré  sur  le  reste  N'y  et  ainsi  de  suite. 

Si  maintenant  on  rapproche  toutes  les  parties  du  raisonne- 
ment précédent ,  qai  sont  marquées  en  lettres  italiques^  on  en 
conclura  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la  racine  cubique 
d'un  polynôme  quelconque ,  et  on  pourra  l'appliquer  aux  poiy-  ' 
nomes  développés  n^  169. 

I^ous  nous  contenterons  d'indiquer  à  ceux  qui  voudraient 
découvrir  le  procédé  d'extraction  de  la  racine  n.*'^',  que  >  si 
lou  désigne  par  a?  +  ^  +  *  +  «*••••  ^es  différens  termes  d'une 
racine,  l'expression  de  sa  t»'^*"'  puissance  renferme  entre  autres 
parties,  x*  +  nx^^y.,,.  +  wx"""'*  + . . .  -j-nx^^^u  ;  et  ce  sont 
ces  parties  qui ,  mises  successivement  en  évidence  dans  le  poly- 
nôme proposé,  servent  à  faire  retrouver  fes  différens  termes  de 
la  racine. 


a^0  CALeVL  DES'RAPIOAUX. 

Calcul  dêê  radicaux. 

171.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  pol  jnome ,  dont  on  de- 
mande une  racine  d'un  certain  degré ,  n'est  pas  une  pnissance 
parfaite,  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opération^  en  faisant  (n*  9) 
précéder  la  quantité  proposée  du  signe  |/^  et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signCi  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à  ex* 
traire.  Ce  nombre  s^appelle  V indice  du  radicaL 

Souvent,  on  peut  faire  subir  k  Vexpresêion  radicale  qndques 
simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  à  celai  do 
n°  84;  c'est  que  la  i^acine  vf*^*  et  un  produit  esi  égale  au  produit 
des  racines  n'^""  des  diffirens  facteurs^ 

En  termes  algélnriques  : 

En  effet  >  élevons  chacune  de  ces  deux  expressions  à  la  /i'^"' 
puissance;  on  trouve  pour  la  première^ 

n  

et  pour  la  seconde, 

(I/o  X  »/6  X  v^c^o*— (i/ûr.ci/6)^(v^c)»,-.  ==cfci-.. 

Donc,  puisque  les  n^^'^**  puissances  de  ces  expressions  sont 
4gales^  elles  doivent  l'être  elles-mêmes.  {Vcye%  a**  176.) 

3  - 
Gela  posé,  soit  l'expression  ^54a<6V,  qui  ne  peut  èUe 

remplacée  par  un  monôme  rationnel,  puisque  54  n'est  pas  un 
cube  parfait ,  et  que  d'ailleurs  les  exposans  de  a  et  c  ne  sont  pas 
divisibles  par  3  ;  on  a 


V^54a*6V=  V/ 270^6^  .  v/2ac»  =  3a6V^2ac*. 
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3    _^  3  _         4 ; 4    

De  même,  v/8a*  =2  |/a*;    i/48a^6V=aaiV  |/3ac*; 

6  6 6  a    

s    3  ^  4 

Dans  les  expressions,  3a&t/aac* y  aV/û%  aa4*cV/3ac',  les 
quantités  qui  sont  en  ayant  du  radical ,  fn  êigne  de  multipUca- 
tiouj  sont  appelées  les  coeffùtiens  du  radical. 

172.  Le  principe  démontré  n^  161  donne  lien  à  one  antre 
espèce  deaioiplifiGation. 

a 

Que  Ton  ait,  par  exemple,  l'expression  radicale  t/4^*; 

3  ___^ 

comme,  en  vertu  de  ce  principe,  y^a*  =  y  V ^9  et  que  la 

quantité  soumise  au  radical  |/,  est  un  carré  parfait  ^  on  pent  ef- 
fectuer cette  «Ltractîon  de  racine  carrée ,  ce  qui  donne 

|/4a«=  1/20. 


De  même,  l/36a*6*  =  Vp^^  =  y/Hab. 

m 
fiin  .    /  is  m 

En  général,  |/a"  n:  V  V^o*  =  l^^î  c'est-à-dire  lorsque 
Pindîce  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  nombre  71,  et  que 
la  quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  n'^*'  exacte, 
on  peutj  BOJM  changer  la  valeur  du  radif^al^  dipiaer  son  in^ 
dice  par  n^  et  extraire  la  racine  n'^"'  de  la  qiuuUitè  sous  le 
signe. 

Cette  proposition  est  l'inyer&e  d'une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l'on  peut  multiplier  V indice  d^un 
radical  par  un  certain  noTnhre^pourpu  que  l'on  ilèpe  la  quan- 
tité  sous  le  signe  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce 
nombre, 

m  mn  n 

Ainsi,  V^a  =  ^a*.  En  effet,  a  est  la  même  chpse  que  V^a" ; 

m    

m  f  n  mn 

<lonc  V^û  =  V  v^a"  =  V/a". 
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Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radi- 
eaux  à  avoir  le  ménje  indice»  ce  qui  est  souvent  utile. 


Soient  y  par  exemple ,  les  deux  radicaux  l/aa  et  i^[cL  +  b)j 
que  l'on  yeut  réduire  au  même  indice. 

Si  Ton  multiplie  Findice  du  premier  par  4>  indice  du  seconci, 
et  que  l'on  élève  la  quantité  2a  à  la  quatrième  puissance;  si, 
de  méme^  on  multiplie  l'indice  du  second  par  3,  indice  du 
premier ,  et  que  l'on  élève  a  -f-  ^  &u  cube  ^  on  ne  changera 
point  les  valeurs  des  deux  radicaux;  et  il  viendra,  par  ces 
opérations, 

v/m=  1/2^4==  |/TS?j  1/7+1=  v/fa  +  by. 

RèoLSoiNiRAiiE.  Pour  réduire  deux  au  plusieurs  radicaux  au 
même  indice,  multipliez  l^ Indice  de  chaque  radical  par  le  pnh 
duii  de  tous  les  autres  indices j  et  élet^ez  la  quantité  sous  le  signe 
à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce  produit. 

Cette  règle,  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  des  mêmes 
modifications. 

4.    _         6    8  . 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  l/a,   l/56,    V/a*  +  6', 

que  l'on  vent  ramener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres 4, 6, 8,  ont  des  facteurs  communs,  et ^ue 
24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il  suffit 
évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6 ,  le  second  par  4 1  et 
le  troisième  par  3,  pourvu  que  l'on  élève  les  quantités  sous 
chaque  signe  radical ,  aux  puissances  de  degrés  marqués  res|)ec- 
tivement  par  6,  4  et  3 ,  ce  qui  donne 


^a^  i/a«;    \/5b=    \/5^b^,  \/a^  +  b*=    V^(a*-i-^T- 

Ces  notions  établies,  proposons-nous  d'exécuter  sur  les  radi* 
eaux  les  opérations  de  l'Arithmétique ,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  six,  en  y  comprenant  la  formation  des  paissances  et 
l'extraction  des  racines. 
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173.  yfddition  et  soustraction  des  radicaux.  Deux  radicaux 
aont  dits  semblables,  lorsqul^ila  ont  le  même  indice  y  et  que  la  . 
quantité  sons  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé ,  pour  ajouter  ou  soustraire  deux  radicaux  sembla—  ' 
blesy  il  faut  ajouter  ou  soustraire  leurs  coefflcienSj  et  placer,  la 
somme  ou  la  différeryce,  comme  coefficient ^  en  aifont  du  radical 
commun,  '.»v  v.^ 


Ainsi,    3{/b  +  2i/bs=z5\/b,  i^b  —  %\/b2mi^b^ 

3a  v'i  ±:  ac^/t  =  (  3rt  d:  ic)  V'i. 

•  Souvent,  deux  radicaux  ne' sont  pas  semblables  au  premier 
abord,  et  peuvent  le  devenir,  lorsqu^on  leur  a  fait  subir  les  sim- 
plifications desn*"  171  et  172.  Par  exemple, 

\/^8ab*  +  b  \/']5a=^b  ^Za  +  5b  {/Zatssgb  v/3aj 
l/8a^6  +  l6o4—  yb^  +  2ab^=^a  yb  +  aa— fc  \/b+M    ÏV 

€  3    s    _^  3    f     ..'3:^^  •  '  /V;  '. 

3  y^  +  a  v/aa=  3  y  m  +  a  l/aa  =  5  y  m.    '  -  v,:    : 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  peut  ^'în-^^ 
diquer  Tadditton  on  la  soustraction,  en  interposant  les  signe» 

+  ct-^.  '■': .  : 

I74«  Multiplication  et  dipision.  Considérons  d'abord  Ie^s<" 
ou  le»  radicaux  ont  le  même  indice.  '      .^    «• 

n  m 

Soit  y  a  h  multiplier  on  à  diviser  par  yb.  Je  dis  que  l'on  a    i  "  ^ 


V'ttX  yb^  Vab  et    yaiy/b^si  \/^ 


En  eflfet,  si  Ton  élève  V^  û«  V^*  et  \/ab  à  la»""'  puissancci 
on  trouve  également  pour  résultat,  cdf  ;  donc  «  ces  deux  expres- 
sions sont  égales. 

18    , 


r*y-. 


274  CALCUL  PXS   BADICAUX. 

n  H 

De  rnème^     -^  et  y /^  éleTées  à  la  71''"'  puissance,  don- 
nent T>  ainsi  ces  deux  expressions  sont  ^ales. 

IVoà  Ton  Toit  que,  pour  midtiplier  ou  dit/iser  deux  radicaux 
de  même  indice^  il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une  par  Vautre 
les  deux  quantités  sous  le  signe ^  et  affecter  le  produit  du  signe 
radical  commun.  S'il  7  a  des  coefiBciens,  on  commence  par  les 
multiplier  ou  les  diviser  séparément. 

Ainsi, 


3 


^/^  X  -3a  v/^2^  =-  6a.  l/^^^. 


\      ri:    *            —&a\a^  +  b^) 
ou  simplifiant,    =s  j -. 

l/7d 

4   l i 4 

3aK8a'  X  ai  y^''c  =  6ab  \/32a*c=  laa'i  [/ne-, 


V       86 

Si  les  radicaux  n'ont  pas  le  même  indice,  il  faut  les  y  réduire 
(n**  172) ,  et  opérer  comme  il  Tient  d'être  dit. 

6  S   ',  *i        . 

Par  exemple ,  Sa  i/  *  X  5è  \/ac  =  tSab  |/8i^o*. 

175.  Formatiortf  des  puissances  et  eséràction  des  riteines^ 

m 

Soit  d'abord  V/a  à  élever  a  la  n'^""  puissanôe;  on  a 

m  m  -     "^  .  "*        .  ** 

(^^0)»=  \/a  X  l/a  X  i/a.!..=  l/?,  d'après  Fa  règle  qui 
vient  d]être  établie  pour  la  multiplication. 

Donc,  pour  élever  une  quantité  radicale  à  une  puisscmci 
donnée  ^  il  faut  étevét  la  quantité  sous  le  signe  à  cette  puissance, 
et  affecter  le  résultat^  du  signe  radical  avec  sort  indice  pfinifHif 
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S'il  y  a  im 'Coefficient  y  on  élëye  séparément  ce  coefficient  à  la 
poisaanoe  donnée. 

AiDi»     (v/4?>=  V/(P^=  ï/T67=  aa  i/o*; 

s 3  3  3 

(3  |/iwi>  =  3*.  l/(2a)«  =  a43 1/35?=  486a  v/??. 

Lorsque  rinâicc  du  radical  est  un  multiple  de  l'exposant  de 

la  puissance  que  Ton  veut  former^  on  peut  simplifier. 

4 

Soit,  par  exemple,  V^2o  a  élever  au  carré}  remarquons  que 

(n*  161),  \/2a  =  V  V^aa.  Or,  pour  élever  cette  quantité  au 
carrée  il  suffit  de  supprimer  le  premier  signe  radical^  ainsi  l'on 

a(v/M)*=  V^aa. 

6 

Soit  encore  \/3b  k  élever  au  carré,  cette  expression  revient 

/    «'  '    '■'  c  3  

à  V  |/36;donc(\/36)*=  l/3A.  C'est-à-dire  que,  êi  tin" 
dice  du  radical  est  diyiaible  par  l* exposant  de  la  puissance,  on 
peut  effectuer  cette  dipi^ion,  en  laissant  la  quantité  sous  le 
radical  telle  qu'elle  était. 

Quant  k  l'extraction  des  racines,  il  faut  multiplier  l'indice  du 
radical  par  l'indice  de  la  racine  à  extraire  j  et  laisser  la  quan- 
tité sous  le  signe  telle  qu'elle  était. 


6 


Ainsi     V  |/3c  =  V/  3c;  V  \/5c  =  \/Sr 

Cette  rëgle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  n®  161,  énoncé 

dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  même 

degré  que  la  racine  à  extraire,  il  7  a  lieu.à  sitnpUficàtion. 


Ainsi ,  V  V/8ûr*  étant  égal  à  V  l/8aS  se  réduit  à  l/aa. 
De  même,      V  V'g?  =  V  V^gl?  =  |/3a. 

m    m 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  l'on  st  \  \^a  =  y  V^\  ©•'  Pone 
et  Tautre  expressions  sont  (n®  161  )  égales  à  ^a. 


i8.. 
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176.  Les  rëgles  qui  viennent  d'être  établies  pour  le  calcul 
des  radicaux ,  sont  fondées  principalement  sur  le  principe  que 
la  racine /i'^""  du  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  pro- 
duit des  racines  ti^'""  de  ces  différens  facteurs*,  et  la  démons- 
tration de  ce  principe  repose  (a®  171)  sur  ce ^ue,  si  les  puis- 
aartces  de  menie  degré  de  deux  expressions  sont  égales  ^  les  ex' 
pressions  sont  aussi  égales.  Or,  cette  dernière  proposition,  qui 
est  yraic ,  en  tant  que  l'on  ne  considère  que  des  nombres  absolus, 
ne  l'est  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  auxquelles 
peu  t  -conduire  l'Algèbre. 

Pour  vcritîer  l'exactitude  de  cette  assertion ,  nous  prouverons 
qu'un  même  nombre  peut  avoir,  algébriquerhent^  plusieurs  ra- 
cines carrées j  plusieurs  racines  cubiques j  plusieurs  nzc^iM^  qua- 
trièmes j  etc. 

Désignons ,  en  effet ,  par  x  l'expression  générale  de  la  racine 
carrée  d'un  «ombre  a,  et  pa^/?  la  valeur  numérique  ou  arith^- 
mélique  de  cette  racine  carrée;  on  a  l'équation  x^  ^  a,  ou 
x*=/>*,  de  laquelle  on  tire  x=  ±p.  D'où  l'on  voit  que  ,  de 
quelque  signe  qu'on  aiïecte  la  valeur  arithmétique  p  de  la  racine 
carrée  de  a,  son  carré  donne  également  a,  résultat  conforme  à 
ce  qui  a  été  dit  (n"*  85). 

Soit,  en  second  lieu,  x  l'expression  générale  de  la  racine 
cubique  de  a,  et  désignons  par /?  la  valeur  numérique  de  cetle 

racine  cubique;  on  a  l'équation  x^  =  a  ou  ar*  =  p*. 

Cette  équation  est  d'abord  satisfaite  par  x  =/?. 

Observons  maintenant  que  l'on  peut  mettre  x^  =^p^  sous  la 
formé  JT* — p^=zo. 

Or ,  on  a  vu  (n®  3i)  que  l'expression  x^  — />^  est  divisible  par 
X — p,  et  donne  pour  quotient  exact ,  x*  +jc>jc +/>'*>  l'équation 
ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

{x—p)  (x»-f /?x+/>')  =  o, 

équation  à  laquelle  on  satisfait, 

soit  en  posant        x— /)s=o,  d'où  x=p\ 
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,  soît  en  posant  x^+px  +/>*=="  o  >     d'où    a; = —  -  ±:  -  V/*~  ^> 

ou  bien, x=p{ ^ J. 

Qn  voit  donc  que  ib  racine  cubiqnue  de,  a  afilmet  trois  valeurs 
algébriques  différentes^  savoir: 

Soit  encore  à  résoudre  l'équation  x^=:sp^  (y?  désignant  la  va» 

leur  arithmétique  de  f/a).  Cette  équation  peut  se  mettre  sous 
laforioie  x* — />^  sx=p.  Or,  l'expressioB  x^ — p*  revient  (n®  19) 
à  (x*— *p*)(xî+p*).  Donc  l'équation  revient  elle-même  à 
(x*  — p^)  (x*  +  z?*^)  ==  p,  et  Ton  peut  y  satisfaire , 

soit  €i>  posant  x^  — />*  =  o ,  d*où  x  »  ±:/3 , 

soit  eu  posant.x!*+p*=o,  d'pu  a:  =j:  d;  v/ — ^j?"=  ih/? V^— - 1 . 

On    obtient  donc  afnsi  quatre  expressions  algébriquement 
diffifentesj  pour  là  racine  quatrième  du  nombre  a. 

•  i  * 
Proposons-nous  de  résoudre  la.uouvelle  équation     x^  =/>^> 

i     - 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  x^  — />^  =  o. 

.  Or,  X* — p^  revient  (n'^.ig)  à_  .  (js^— />^)  (:c^+y)  =  o. 

Ainsi  l'équation  devient  {os? — p^)'(a7^  +7^^)  =  o. 

Déjà,  l'équation  x^ — /^=o,  résolue  précédemment;  a  (îonné 

x=/?     et     a:=p^ ^- j. 

Considérons  actuellement  l'équation  x^+j:i^  =  o,  et  observons 
que,  si  Ton  remplace^  pour  le  moment, p  par  — p\  elfe  devient 

x'—jt>'^=o,d;oi  l'on  déduit  r=/  etx=pY""^^^^^^  j 
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ou^  remettant  à  la  place  dep'  sa  Talear  —p, 

x=z  —  p    et    j:  =  — p^ ^ — — ^. 

Ainsi,  Péquation  x^ — />*=:Oy  et  par  conséquent,  la  racine  &*^ 
de  a  admet  six  Taleurs  :  />,  «/),  «'/^,  — p,  —  «/>,  —  •/>> 
en  posant,  pour  simplifier, 

a  '  a 

Nous  pouTons  conclure,  par  analogie  (  ce  qui  sera  démontré 
d'ailleurs  par  la  suite ,  d'une  manière  plus  complète) ,  que  toute 
équation  delà  fSormeJC^^-asso,  ou  x"— /»*"«£=  o, est smoep- 
tiUe  de  m  ^faleuvs  différentes;  c'est*è*dire  que  la  racine  m^* 
d'un  nombre  admet  m  vakun,  itlgibriqumtunt  diffireniêê, 

177.  ConUquênee^  Si  dans  les'  équations  précédentes,  et  les 
résultats  qui  leur  correspondent,  on  suppose  comme  cas  parti- 
culier, a  =  I ,  d'o&/>s=s  I  ,  on  obtiendra  les  racines  carrées, 
enbiques ,  quatrièmes,  etc. , de  l'unité.  Ainsi,  + 1.  et  — - 1  sont 
les  deux  racine  carrées  de  P unité,  car  l'équation  x*  «*  i  =0 
dçnne  x=:±:i. 

•^       à         I       — i+i/— 3    — 1— i/— 3/      ^- 

De  même,  +  >* -^^ > /  «ont  les  trois 

a  a      .   / 

racines  cubiques  de  Tunité,  ou  les  racines  de  x^  —  i  =  o. 

+  1,  — I,  J^•^/ — 1,  — i/-^i,  Bont  les  quatre  racines 

quatrièmes  de  l'unité,  ou  les  racines  de  x^*^  i  =0. 

178.  Il  résulte  de  Panaljse  précédente,  que  les, règles  du 
calcul  des  radicaux,  qui  sont  exactes,* en  tant  que  l'on  opère 
sur  des  nombres*  absolus  y  peuvent  être  susceptibles  désuet- 
ques  modifications,  lorsqu'on  opère  sur  des  expressions  ou 
symboles  purement  algébriques  ;  c'est  surtout  quand  on  ap^ 
pHque  ces  règles  aux  expressions  imaginaires  >  que  ces  modi- 
fications sont  néoessaireé,  et  elles  sont  une  suite  de  ce  qui  a  été 
ditn*  176. 

On  demande,par  exemple,  le  produit  de  f/^^par  V^- 


la  règle  du  n^  174  donne 

Or,  V^a^  est  égal  à  zba  (n?  176);  il  y  a  donc  ici,  en  appa- 
rence, inoertitade  sur  le  signe  dont  a  doit  être  affecté  »  pour 
répondre  à  la  question.  Cependant,  la  Tétitable  réponse  est 
—  a,  par  la  raison  qu'en  général,  pour  éleyer  ^mhu  carré, 
il  suffit  de  supprimer  le  radical;  or,  V^ — aXl/ — a  reyîent 
&  (V^— a)*,  et,  par  conséquent,  est  égal  à  —a. 

Soit,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  (/ —  a  X  V^—  b  ; 
on  aurait,  d'après  la  règle  du  n®  174. 

Or,  V^a6=d:/>  (n^  '"J^)»  P  désignant  la  Talenr  arithmé- 
tique de  la  racine  carrée  de  ab  ;  mais  je  dis  que  le  Téritable 
résultat  doit  être  — p  ou  —  V^a6,  en  tant  que  l'on  oonsidère 
les*  deux  radicaux  l/—  a  et  1/  —  b  comme  précédés  Pun  et 
fautre  du  signe  +. 
En  effet,  on  a 

l/^^=ï/a.\/^  et  v/~T«5:çl/6.v/^; 
donc 

=\/a6x  — 1  =  — V^ûA. 

On  troaTera,  d'api^  oes  principes,  pour  les  diverses  puis- 
sances de  V'— >^ 

(V/-i)'=(V/-i)».V/-i=-|/-i, 

G>nKme  les  quatre  puissances  suiTanles  s'obtiendraient  en 
mipUipliant  la  quatrième  +  i ,  par  la  pi^xnière,  la  secpnde,  la 
trofifième  et  la  quatrième,  on  .retrouverait  encore  pour  ces 
quatre  nouvelles  puissances  y  +1/ — *>  — 1>  — V'— '»  +*> 
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donoy  en  général^  toutes  les  puissances  de  i/r— i  forment,  i0 
^         quatre  ^n  quatre j  une  période  égale  à  ^/— i,— -i, — V^ — *>+*• 

*        '    T"  .  .       */— *- 

Soit  encore  propo^  de  déterminer  le  produit  de  v — ^  P^>? 

^— &,  qui,  d'après  la  règle ,  serait  iZ-Hi^ietparGOiiaéquent 
(n^  176)  donnerait  les  quatre  valeurs 

Pour  déterminer  le  véritable  produit,  obserTon»  que 

♦y 4  4  4.  ,  *    f  * 

mais    V^— iXV^— 1=(^— i)*=(v^vÂ=^>=v^— »; 

4     __  4   __  4 

•donc     |/— aXV^— ^=  V^afc*!/'— I. 

Appliquons  les  calculs  précédens  à  la  yérification  de  l'exprès* 

sion  ' ,  copfime  racii^  de  réquation  ccr  —  1=0, 

c^ est -à-dire  comme  racine  cubique  de    1.  {^  Voyez  n**   177*) 
D'après  la  formule  (a  +  6)^  =  o^  +  Za^b  +  3ab^  +  i*, 

<-  1  +  /^> 


on  a 


(=^v^^' 


*= — g 

_,+3v/_3  — 3x  — 3  — 3i/^     8 
=* 8--r^^ ==g='- 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  Talei^ri  -. — ; —    ■      . 

§  IV.  Théqrie  dçs  exposons  de  nature  quelconque. 
Notions  générales  sur  les  séries. 

T  79.  C'est  ici  le  lien  de  faire  coni^aitre  deux  nouvelles  nota«- 
tionsy  d'un  usage  très  commode  dans  les  calculs  algébriques; 
ce  sont  lés  exposans  fractionuaii*es  et  les  exposans  négatifs;  ils 
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tirent  leur  origine  des  règles  étabKes  pour  l'extraction  des  ra-^ 
cines  et  la  dÎTision  des  monômes. 

Qae  l'on  ait  à  extraire  la  racine  »"*"'  d'une  qoaiitité  telle  que 
a"".  On  a  vu  (n**  167)  qae,  sî  m  est  multiple  de  »,  il  faut 
diviser  l'exposant  m  par  l'indice  n  de  la  racine.  Mais  si  m  n'est 
pas  di^bible  par  n,  auquel  cas  l'extraction  de  la  racine  n'est 
pas  possible  algébriquement ,  on  peut  convenir  d'indiquer 
cette  opération  »  en  indiquant  la  diTÎsion  des  denx  exposans. 

m 
Ji  — 

Donc  V^a*  =  a" ,  d'après  une  com^ention  fondte  sur  la  règle 
des  exposons^  pour  If  extraction  dee  racines  des  quanUtés  mo- 
nômes. 

s  «4.  l 

Ainsi,  ï/a*s=sa''j       V^a^-csa*. 

De  même,  que  l'on  ait  à  diviser  a*  par  a».  On  sait  qu'il  faut 
(n**  23)  retrancber  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  diri- 

dende^  toutes  les  fois  que  l'on  a  »»>/i,  ce  qui  donne  —  =  a"""*. 

Mais  si  m  est  <^  n,  auquel  cas  la  division  n'est  pas  possible 
algébriquement,  on  peut  convenir  d'indiquer  cette  division, -en 
'soustrayant  toujours  l'exposant  Au  diviseur  de  celui  du  divi- 
•dende.  Soit  p  la  différence  absolue  entre  tï  et  m  *,  on  a  alors 

nrzsm  +  » ,  d'où  -zrrz  =  a""'  ;  d'ailleurs ,  -tts-i  se  réduit  à  ■—  , 

par  la  suppression  du  âtcteur  a"  commun  aux  deux  termes.  Donc 

II expression  (T^  est  donc  le  sjmlialç  d'une  division, qui  n'a 
pu  s'effectuer;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  If  unité  di* 
visée  par  la  mime  lettre  a^  affectée  de  V exposant  p  pris  posififfe- 

ment.  Ainsi  cT^  =  -s  ;  a""*  =  -r. 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  conserver 
une  forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  IjÉfÇo^ioaison  d'une  extraction  de  racine  et  d^une  dtvtr 
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sion  impossibles,  de  quantités  monômes ,  rési4tq  ui^  autre  no- 
tation,  c  est  l'exposa/i/yroc/Zo/i/iair^  n^^ai^^. 

Soit  à  extraire  la  racine  tï"*'  de  — . 


eo 


it 
lyabord^ona  --  =o"»:  donc  %/-=  =  l/a""*  =  a~  , 

remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
tionnaire. 

Les  expressions  a^^   ^"^y  o,  "  soipitdpno,  d'après  des  coït- 
^'entions  fondées  sur  les   règles  précédemment  établies^  des 

notations  équiTalentes  à  l/a"*!  ~|  » /—•.Ainsi ^  l'on  peut, 

suivant  |es  cirqof^stanoes,  remplacer  les  prenotiènss  par  ceUes^i, 
etréciprçquement.       ,. 

Gomme  dans  le  discours ,  aP  s'énonce  a  puissance  p ,  />  étant 

un  nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  a"  ,  oTf, 
a  '*.  s'énoncent  a  puissance —,  a  puissance  —  Pf  a  puis- 
sance —  —  ;  ce  qui  a  engagé  les  algébristes  à  généraliser  le 
mcit  puissance.  Mais  il  serait  peut-être  plus  convenable  i^e  n'em- 
ployer que  les  dénominations  a  exposant  —  ,  exposant  — p, 

exposant ,  en  consacrant  uniquement  le  mot  puissance  à 

désigner  le  produit  d'un  nombre  multiplié  plusieurs  fois  par  lui- 
même.  (^FoyeM  n*  ^.)  . . 

i8o.  Ces  notions  sur  l'origine,  et  la  signification  des  quantités 
affectées  d'exposans  quelconques  étant  établies,  voyons  cofament 
on  peut  effectuer  sur  elles  les  opérations  d^  l'Arithmétique,  à 
partir  de  la  multiplication. 

•  MuUipUcQiion.  Soit  d'abord  a^  à^multi|dôî'*»9^;^^9  1^  ^" 
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qu'il  suffit  s  ajouter  les  deux  expoacmSj  et  que  l'on  a 
En  effet,  on  a  tu  (n*  179)  que 

5  i  *y-r.  Cy- 

clone a^  X  a  '  =  l/?X  /«% 

ou  bien ,  effectuant  la  multîplleatîon  d'après  la  règle  du  n®  1 74> 

a^Xû^=  t/a»9  5sa*^ 

-^  4   .      . 

Soit  encore  à  multiplier  a  ^  par  ay\  je  dis  que  Ton  a 

3         i  3.4  9  .  10  I 

a"*  X  a«  =  a"*  «  =  a""^^^"^^  =  a»  *; 

-.  -I        * 

en     "" 


effet,    a  *  =;  i/-s>  ^'^ *==  V^»"*»  ^^^^ 


a 


Soit  plus  ^néralement,  a  ^  h.  multiplier  par  a^  ;  on  a 


car 


Donc,  7^29  générale j  pour  multiplier  deux  monômes  affec- 
tés d'exposans  quelconques,  il  faut  ajouter  les  deux  exposans 
d'une  même  lettre)  c^est  la  règle  déjà  établie  n®  16;  pour  les 
quantités  affectées  d^povans  entiers*  ' 

On  trou?era ,  '  d'après  cette  règle , 


a84  THioRU'DES  SXP08ANS 

1         *  A3  il    ±       £ 

3a— P  X  aa'^i^  c*  =  6a*^ i^  c*. 

Diçiaion.  Pour  diviser  deux  quantités  monômes  «flectées 
d'exposans  quelconques ^  l'une  par  Vautre,  il  faut  suivre  la  règle 
qui  a  été  établie  (o^  22)  pour  les  quantités  affectées  d'exposans 
entiers  et  positifs ^  c'est-à-dire  qu'il  faut,  pour  chaque  lettre, 
retrancher  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende, 

£n  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit 
être  tely  qu'ajouté  à  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  la 
somme  soit  égale  à  l'exposant  du  dividende^ donc  l'exposant  du 
quotient  est  égal  à  la  différence  entre  l'exposant  du  dividende 
et  celui  du  diviseur. 

On  trouvera 9  d'après  cette  règle, 

^'  a^  la'^  =  a~^'^^  =  a^;  y 

Formation  des  puissances.  Pour  élever  un  monôme  affecté 
d'exposans  quelconques  à  la  n^"'  puissance,  il  faut,  conformé- 
ment à  la  règle  du  n®  167,  multiplier  l'exposant  de  chaque 
lettre  par  l'exposant  m  de  la  puissance;  car  élever  la  quantité 
à  la  m^'"*  puissance» c'est  la  multiplier  7?^— »  i  fois  par  elle-même; 
donc ,  d'après  la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  ajouter  m —  i 
fois  à  lui-même  Hexposant  dei  chaque  lettre  |  ou  le  mulUpliei^ 
par  m. 

Extraction  des  racines.  Pour  extraire  la  racine  »""'  d'un 
monôme,  il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n^  167.,  diviser  ^expc 
sant  de  chaque  lettre  par  ^indice  n  de  la  racine, 

£n  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre  dans  le  résultat ,  doit 
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être  tel  que,  multiplié  par  l'indice  n  de  la  racine  à  extraire  ,  il 
reproduise  l'exposant  dont  la  lettre  est  aflPectée  dans  le  monôme 
proposé;  donc  les  exposans,  dans  le  résultat;  doivent  être  res- 
pectirement  égaux  aux  quotiens  de  la  dWision  des  exposans,  dans 
le  monôme  proposé ,  par  l'indice  n  de  la  racine. 

s   4    a    . 

Ainsi,      \/J  =  J',     \/a^s=a"^;     Va'^=a"*; 

f^  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la 
règle  relative  à  la  multiplication  -,  mais  on  pourrait  les  démon-^        w 
trer  directement,  en  remontant  à  l'origine  des  quantités  affec-         ^ 
lées  d'ex  posans  quelconques.  ^ 

N^us  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicite-* 
ment  les  deux  précédentes,  quant  à  la  démonstration. 

m 

Soit  a"  à  életer  à  la  puissance ;   il  iaut  prouver  que 

l'on  a 

,  r 

(m    ""^  m  r  mr 

a  J     =  a  =a 

En  e£Pet,  si  Ton  remonte  à  l'origine  de  ces  notations t  on 
trouve  que 


y     (a^y        V     (»>a»)'        V     i/a" 


=v/v/; 


I  "* 


L'avantage  que  présente  l'emploi  des  exposans  de  nature  quel- 
conque, consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d'expressions  n'exige  pas  d'autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  pour  le  calcul  des  quantités  affectées  d'ex  posans  entiers. 
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£a  outre,  ces  calcak  se  réduiaent  k  de  simples  opérations  sar 

les  fractions  9  opérations  avec  lesquelles  nous  sommes  déjà  très 

familiers. 

i8i.  Remarque,  Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 

résolution  de  certaines  questions,  k  considérer  des  quantités 

affectées  ffexposans  incommensurables.  Or ,  les  règles  qae  nous 

Tenons  d'établir  pour  le  cas  ak  les  exposans  sont  commensu- 

rables,  sembleraient  devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas 

d'exposans  incommensurables 3  mais  observons  qu'un  nombre 

3 
incommensurable ,  tel  que  \/3,  f/i  i,  est,  par  sa  nature,  qpm- 

posé  d'une  partie  entière  et  d'une  fraction  qui  ne  peut  être 
exprimée  exactement,  maïs  dont  il  est  possible  d'approcher 
autant  que  l'on  veut;  en  sorte  que  l'on  peut  toujours  concevoir 
le  nombre  incommensurable  remplacé  par  un  nombre  frac- 
tionnaire exact,  qui  n'en  diffère  que  d'une  quantité  moindre 
qu'aucune  grandeur  donnée;  et,  en  appliquant  les  règles  an 
symbole  qui  désigne  le  nombre  incommensurable  y  il  faut  sons- 
entendre  qu^on  les  applique  au  nombre  fractionnaire  exact  qui 
le  représente  approximativement.  En  définitive,  dans  les  appli- 
cations numériques,  on  ne  peut  se  former  d'idée  d'un  nombre 
incommensurable,  que  lorsqu'il  est  remplacé  par  un  nombre 
fractionnaire  exact,  qui  en  exprime  une  valeur  plus  ou  moins 
approchée. 

Ainsi, nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédentes  sont 
applicables^  même  au  cas  o&  les  exposans  sont  incommensu^ 
râbles. 

Démonstration  du  binôme  de  Newton^  dans  le  cas  d'un 
exposant  quelconque, 

i8a.  Puisque  l'on  doit  étendre  au  calcul  des  exposans  quel* 
conques  .les  règles  du  oalcnl  des  exposans  entiers  et  positifo^  il 
est  assea  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  «ert 
à  développer  la  n*'"'  puissance  d'un  binôme,  m  étant  nn  expo- 
sant entier  et  positif,  peut  paiement  servir  lorsqoe.  m  est  un 


\ 


V 


''dB  la   tùBMUIM  D0   BINONS.  987 

exposant  quelconque.  C'«st,  en  effet,  ce. que  les  analystes  ont 
reconnu, et  ils  ont  déduit  delà  des  conséquences  importantes, 
ÏSiatpour  r extraction  dêê  racines  par  approximation^  que  pour 
le  dèifeloppement  des  expressions  algébriques  en  séries. 

Nous  donnerons  la  démonstration  d'Euler  (un  peu  modifiée), 
qui  est,  sans  contredit,  la  plus  remarquable  par  son  élégance  et 
par  la  simplicité  des  calculs  qu'elle  exige. 

Avant  tout,  remarquons  que  le  binôme  x-f-a  peut  être  mis 

sous  la  forme. . . .  x  T  i+-)  >  d*oi  il  résulte 

(x  +  a)'»=:a;-A+r-y=ssx«(i  +  *)",  en  faisant  -  =  z. 

Si  donc  l'exactitude  de  la  formule 
(i4-js)"s=i-f.mi  +  OT *•+!» — ' —  .— r — t?  +  etc., 

peut  être  constatée,  quel  que  soit  m,  comme  en  y  remplaçant 

2  par  - ,  et  multipliant  par  x"*,  on  obtient 

X  _ 

(x  +  a)"  =  x»^i+m|  +  w»^^.^  +  etc.j, 

ou  bien,  effectuant  les  calculs , 

(x  +  a)'**=:x"*  +  iiwix"""  +  ?» a*x"'^4"--> 

on  pourra  r^ardf^r  cette  dernière  formule  comme  démontrée 
généralement 
Cela  posé ,  lorsque  m  est  entier,  il  est  reconnu  q.ue  l'on  a 

/.  I    \«         I  I       w^— 1   ft  ,       1»— I    m— 2  ,  , 

(i  +  £)"*s3i  +  m£-fj» tl'^m . — _-ft3^.ç|^     j 

2  2  c) 

mais,  m  étant  un  nombre  fractionnaire  positif -,  on  ignore  de 
quelle  expression  algébrique  provient  le  développement 
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,        m — I    .   ,       m — \   m — a   ,  , 

Désignons  cette  expression  inconnue  par  j^;  on  a  l'équatioa 

/fi*-*-ï   -  ,      7F»*— I  711— a  «  .  ,  ^ 

^=i+mz  +  m. a*H-m . — g — a^+etc. ...  (i). 

Soit  mf  un  autre  exposant  fractionnaire  positif;  on  aura  de 
même 

y=  I  +  m'z  4-  77»'  Z*  +  77»' .  — :=—  t,^  + (2) . 

2  a  d 

Multiplions  maintenant  les  égalités  (i)  et  (a)  membre  à 
membre  j  on  aura  d'abord  yy'  pour  le  premier  membre.  Quant 
au  second 9  il  serait  très  diÛlcile  d'en  obtenir  la  véritable  forme, 
d'après  la  règle  ordinaire  de  la  multiplication  des  polynômes, si 
l'on  n'observait  que  la  forme  d'un  produit  (n®  ao)  ne  dépend  au- 
cunement des  valeurs  particulières  des  lettres  qui  entrent  dans 
les  deux  focteurs  de  la  multiplication.  Par  conséquent,  le  pro- 
duit ci-dessus  doit  avoir  la  même  forme  que  dans  le  cas  ou  m  et 
77»'  sont  des  nombres  entiers  et  positifs*  Or,  on  sait  que ,  dans  ot 
cas ,  on  a 

« +  '»«  +  w  2iZlla* +. , .  .s=(,+  z)m, 

I  +  m!z+  7»'^—  «•+...  .=(i+a)"^, 
d'oà 

(1+7?»* +  77». a'+....J   ri-f-77»'«+77»' 4*+....J 

donc,  cette  forme  que  l'on  Tient  d'obtenir  cooTient  ^;a1ement 
au  cas  oii  m  et  ni  sont  quelconques,  et  l'on  a  alors 


yr 


=  I  +  (1»  +  m')  a  +  im  +  rH!)  ("*  +  >»'-^^._^        ^jj. 
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Sollm"  un  troîsi&me  exposant,  fractionnaire  positif,  et  posons 

v"=  I  +m*c  +  m" a'-f-.. .. 

Multipliant  celte  équation  par  la  précédente ,   on  trouye  de 
même , 

,^yy=,■^(nH^m'■^m')>+(nH^'+m')^'"^^"''^'"~'V-^■... 

En  général  y  soit  m  t=^,  et  considérons  un  nombre  q  d'expo* 

sans  m ,  m',  m',  m",  de  même  espbce*,  on  a ,  en  faisant ,  pour  plu 
de  simplicité,  r=  m  +  m'  +  m"  +  m*.. . ,  on  a ,  dis-je , 

j/jry....=.+r»+r. !!:=-'  ..  +  r.  î:=i  .  ^  z'  +. ...  (4). 

Supposons  actuellement  m:=m'=z  m'=  m*...  ;  d'oii  rs=  mg  ; 
l'équation  (4)  deyîent 


Or,  par  hypothèse,  m  =  -,    d*où  mq^sp-^  donc 

maisp  est  un  nombre  entier;  ainsi  le  second  membre  de  cette 
équation  est  le  développement  de(i  +zy,ce  qui  donne  la  re- 

p 
Iationj^=(i  +zy,  d'où  ^=(i  +z>=(i  +z)"'; 

donc  enfin 

/■    I    nm        1        I      ni— ï    -  .      m— I   m'^2    ,  , 
(iH-iJ^sri+ma+m »Hwi .  —5 —  fc3  + .  •  • , 

2       '  2  O 

m  étant  un  nombre  fractionnaire  positif  quelconque. 

'9 


2C)0  APPLICATIONS 

Pour  démontrer  cette  formule,  dans  le  cas  ob  m  est  négatif, 
entier  ou  fractionnaire ,  il  suffit  de  poser  dans  l'équation  (3), 
obtenue  au  moyen  des  équations  (i)  et  (2),  de  poser/ dis- je, 
m'=  —  m,  ce  qui,  à  cause  de  la  relation  m  +  m'=  o,  réduit 

l'équation  (3)  k  y^'=- 1  ;    d'où  l'on  tire  ^  =  -7. 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  m  est  négatif,  m'  on  —  m  est 
nécessairement  positif,  et  l'on  a 

y=(l+«)-'}  d"0ù  y^j-L^  =(.+«)-»'=:(,  +  O-, 

et  par  conséquent, 

(1  +  0*"  =  ï  +/na  +  m z'  4-  • . . 

i83.  jipplication  de  la  formule  da  binôme  à  l'extraction  des 
ntcinea  par  approximation. 

Dans  la  formule  (x  +  a)*  = 

-/    I        ^1        m— i    a*     ,        m — i     m— 2  «^  ,     \ 


posons  m=-;    il  Tient  (a:+«)*    ou  ^x  +  a^ 

I  i  I 

\/     .   i     a  .  i   n  a^      i    n  n           a^  ,        \ 

OU  réduisant ,  V/x  +a  = 

^/     .   i   a      I    n — I  a*  .  i     n — i  2/1—1     a**    .           \ 

\     '  n  X      n     !in  x^     n       un  on       ar*               / 

(  Si  l'on  TOulaît  former  un  nouveau  terme,  il  suffirait  évî- 
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demmenl  de  multiplier  le  quatrième  par— 7 et  par  - ,    puis 

de  changer  le  signe  ^  et  ainsi  de  suite.) 

Cela  posé  9  soit  k  extraire  la  racine  cubique  de  3 1.  Le  plus 
grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27,  faisons,  dans  la  formule 
ci-dessus,  n=:3,  x  =  '27y  et  a  =  4f  ce  qui  donne 


i/3i.^t/a7+4==»7'('+éy' 


7> 


il  vient 


'•        a^    .   •    4        I   1    16    .   1    I   5       64  ^      \ 

ou  hieo ,  effectuant  les  calculs , 

Le  terme  suivant  s'obtiendrait  y  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci- 

,  .  ,.     ^      320  3/1  —  la         24 

dessus, en  multipliant  v^—rr  pw  — 7 .  -,ou  x  .  — ,  et 

'  '^  53i44i  4'*         *         3     27 

changeant  le  signe,  ce  qui  donnerait —^  y^--?g—-. 

On  trouverait  de  même, pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 

,       aSGo        4^*^^  ^ 2860     ^.i»    .  4 H2640 

43046721       5«    '«^    ^4^^46721     i5    27     17433922006' 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série, 
et  réduisons  en  décimales  j  on  obtient  d'abord,  pour  les  termes 

3  =  3.00000 


:  o  =  0,00000    ^ 

1  A=.o,,48i5( 

. . .  <  37 

[  53 1441 


additifs -(^  27  V  =  3,14875,  ' 

,,-  —  0,00060 
»44" 

et  pour  la  somme  des  termes  sosstractifs, 

'9 


29?.  APl»L10ATlONfl 

=   —   0,00731 


2187 

256o  ^ 

=  —    0>0OO0D 


=  —  0,00787 


4^046721 

Donc  V^3i   =        3,i4i38j 

nous  prouverons  lout  à  l'heure  que  ce  résultat  est  exact  à 
0,00001  près. 

184.  Remarque,  Lorsque  Fexpresbion  d'un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  le»  valeurs  numériques 
vont  en  décroissant  continuelleroent^  on  conçoit  qu'en  gé- 
néral, plus  on  prend  de  termes  dans  la  sérié ,  plus  on  ap- 
proclie  de  la  vraie  valeur  du  nombre  proposé.  Si,  en  outre, 
on  suppose  que  \esievmes  soient  aîierjiatiuénieni positifs  et  négù'^ 
tifi^  on  peut,  en  s'arrètant  à  un  terme  de  rang  quelconque, 
déterminer  d'une  manière  précise  le  degré  d* approximation 
obtenu. 

En  effet ,  soit  une  suite  indéfinie  de  termes,a— ô+c — d-he—f-h.^., 
dans  laquelle  on  suppose  que  a,  ù ,c,  d..,  sont  des  quantités 
absolues  de  plus  en  plus  petites;  et  dc!>ignons  par  x  le  nombit: 
représenté  par  cette  série. 

Je  dis  d'abord  que  la  valeur  numériquede  xcst  comprise  entre 
deux  sommes  consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 
Car  prenons  au  hasard  le»  deux  sommes  consécutives 

a  —  6-4'^-^^  +  ^ — ft  et  a — A  +  c— cf+e — f+g', 
considérons  la  première ,  et  observons  que  les  termes  qui  suivent 
— /,  sont  +  g^ —  h  +  k  —  /+...;  mais  puisque  la  série  est 
décroissante,  les  différences  partielles  g — A ,  A—  /. . .  sont  des 
nombres  positifs-,  d'où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  com- 
plète de  a; ,  il  faut  ajouter  à  la  somme  a—  i + c  -^  d  +  e  — f,  un 
certain  nombre;  absolu.  On  a  donc  déjà 

a  —  b  +  c — d+e — f^x. 

Quant  à  la  seconde,  les  termes  qui  suivent +^,  sont 

—  A  -f-  A  —  /+m. .  .5  or,  les  différences  partielles  -^h  +k, 
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—/+!»,..  sont  négatives  ;  d'où  Ton  voit  que ,  pour  avoir  la  vraie 
valeur  de  x,  il  faut  «jouter  à  la  somme  a-^b-i-c — d-^-e^f+g 
une  quantité  négative,  o'cst-à-dhe  diminuer  cette  somme.  On  a 
donc         • 

a  —  i  +  c  —  rf+e  — /+  g^^- 

Donc  X  est  compris  entre  ce»  deux  sommes» 
Conséquence.  Comme  la  valeur  numérique  de  la  différence 
entre  ces  deux  sommes  'est  évidemment  g^  il  s'ensuit  que 
Verreur  commise^  lorsqu'on  prend  un  certain  nombte  de  termes 
a — b+c — d  +  e— f,  pour  la  valeur  de  x,  est  NVMéaiQUEMfeMT 
moindre  que  le  terme  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on 
s' est -arrêté, 

Ainsi^  dans  Vapplicatlon  du  numéro  précédent ,  tous  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs,  à  partir  du  second^ 
on  peut  conclure  que  la  valeur  numérique  de  la  somme  des  cinq 
premier  »  termes , 

^4  "^     «L,       320  2S60 

^'^     ÏT8^"*"53744T~^3^^' 

3 

diffère   de    l/3i   d'une  quantité   moindre   que  la  valeur  du 

6*  terme ^  que  l'on  a  trouvé  (n®  i83)  ^1  à  — %^     ■    — r  ;  or, 

cette  fraction  est,  d'après  sa  sente  iMpeetioa,  an-dessous  de 

;  donc  y/^i  =;  3,i4t38  à  0,00001   près,  ce  que  l'on 

pourrait  vérifier  par  le  procédé  (n*  162)  ^  mais  par  des  calculs 
plus  laborieux  que  les  précédens. 

i85.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi- 
mativemeitf  la  racine  n"*'  d'un  nombre  N,  par  le  moyen  des 
séries.  Décomposez  N  en  deux  parties  p*  +  q ,  p  étant  la 
racine  de  N  obtenue  à  une  unité  près  (n**  160),  et  faites  dans  le 

H 

dépeioppement  de  V^x  +  a  (n**  i83),  x  =  p",  a==q.  Effectuez 
les  calcul^  ^  en  vous  arrêtant  au  terme  dont  le  euUfant  soit j,  d'à* 
près  son  inspection^  au-dessous  de  l'unité  de  l'ordre  dèeimcU  qui 
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détermine  l^ approximation  ;  com^ertissez  en  décimaleê  tous  les 
termes  dont  vous  avez  tenu  compte,  et  opérez  la  réduction  des 
termes  additifs  et  soustractifs. 

Cette  méthode  n'est  bien  avantageuse  qu'autant  que  ~  est 

une  fraction  assez  petite;  car  autrement,  les  termes  delà  série 
ne  diminueraient  pas  très  rapidement,  et  il  faudrait  un  grand 
nombre  de  termes  pour  donner  le  degré  d'approximation  dé- 
siré >  ce  qui  entraînerait  dans  des  calculs  extrêmement  labo- 
rieux. 

Il  j  a  même  un  cas  oii  l'on  est  obligé  de  modifier  la  marche 

précédente,  c'est  celui  oi  l'on  ajp"<^j  car  alors  -  ou  ~  est 

X        p 

plus  grand  que  l'unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -  qui 

je 

augmentent  de  plus  en  plus,  numériquement,  à  mesure  que  le 
degré  de  la  puissance  augmente. 

Soit,  par  exemple,  66  le  nombf^  dont  on  demande  la  racine 
3/nir.  2<^  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  on  aurait 

a;=:27,     0  =  29;     d'où     -;  =  TZ'^ 

et  les  termes  de  la  série  augmenteraientau  lieu  de  diminuer  (nous 
ne  parlerons  pas  des  cocificiens,  qui  sont  é^es  fractions  peu  diffé- 
rentes de  l'unité).  Mais  observons  que  l'on  peut  aussi  décomposer 

8        I 
56  en 64 — 8,  ou  4' — 8;  or,  /y  ou  g.  est  une  très  petite  fraction. 

D'un  autre  cOté,  si  dans  l'expression  de  ^x+a  {n^  ï83),  on 
met  —  a  à  la  place  de  a,  il  vient  • 

.  / {/        i  a       i  n — I  a*       i  n — 1  an — i  tf         \ 

\       7»x      7»    2/t   X*      n    2/s       on     x^         J 

Posant  donca;:=649  a^8,  on  obtiendra  une  série  de  termes 
qui  décroîtront  très  rapidement. 
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A  la  Térité,  tous  les  termes ,  à  l'exception  du  premier,  sont 
n^atifs^et  l'on  ne  peot  appliquer  à  la  série  ce' qui  a  été  dit 
(n®  184)  sur  la  manière  4le  hisr  le  degré  d'approximation  que 
donne  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors,  on 
tient  compte  d'un  nombre  de  termes  tel,  que  le  suirant  soit, 
par  exemple  9  au-dessous  du  dixième  de  l'unité  décimale  à  la- 
quelle on  veut  arrêter  l'approximation. 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  sui^ans  : 


}/3g    =  {/32     -f"  7  =  2,0807     à  o,ooai     près; 

|/65    =  y 6^    +  ï  =  4>^^^7^  *  0,00001  près; 

f/260  =s  |/a56  -f"  4  2=  4>^ï553  k  0,00001  près; 

y  108  =  V^iaS  — 20  =  1,95204  à  0,00001  près. 

186.  La  formule  du  binôme  sert  aussi  à  développer  les  ex- 
pressions algébriques  en  séries. 

Soit,  pour  premier  exemple,  Texpression ;  on  a 

Posons  dans  la  formule     (i  +  z)*  =  i  'i-mz  +  etc. , 
m  =  —  I ,     et  changeons  s  en  — *£^     il  irient 

(i_z)-«=,-.i.(-»)-i.~^.(-a)- 

—  X  — I    —1—2  ^ 

—  I. — - — . — - — .( — zy...j 


ou  effectuant  les  calculs  et  obserrant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d'un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  -^ , 

I  •■"  s 

On  parviendrait  au  même  résultat ,  en  appliquant  le  procédé 
de  la  division  algébrique  (n^  26).  « 
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Voici  le  tableau  des  calculs  : 


I 

1*' reste. ..   +  a 

2* -f-  *• 

3* +  a» 

4* +  «^ 


1  +  z  +z^  +  z^ ^  z^+z^  +  . .  .  . 


a 


Soit  encore  l'expression  ^,     ou     2(1— «)"^. 

On  a 

ou  efiectuant  les  oalcuU  et  réduisant , 


.  Prenons  pour  dernier  exemple,  la  quantité  |/a2  —  s*»  qui 

reyient  k     |/2z  Ti  —  ,.  j  . 

On  a  d'abord  (i— iV^r 

■•^K-0+l-Y-(-0"+- ••••■  = 

39 

donc,   »/^î=:?=»/S(,-i*-^*«-gp«»-etr.) 

§  V.  Méthode  des  coeffîciens  indéterminés.  Notions 
sur  les  séries  récurrentes.  . 

187.  Les  algébristes  ont  inventé  une  autre  méthode  pour  dé- 
velopper les  expressions  algcbriquçs  en^ séries,  qui  est  en  général 
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plus  simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parler  ^  et  qui  d'ail- 
leurs est  beaucoup  plus  féconde >  en  ce  qu'elle  s'applique  à  des 
expressions  algébriques  d'une  nature  quelconque. 
Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode  ;  nous  nous 

proposei*ons  de  développer  l'expression     ^       ;,    ,  en  une  série 

qui  procède  suivant  les  puissances  ascendantes  dé  x.  Il  eft  tI- 

sible  que  ce  déyeloppement  est  possible  ;  car    ,        >     revient  à 

û  (a'H-  J'x)""*  ;  et ,  en  appliquant  la  formule  du  binôme ,  on  ob- 
tiendrait évidemment  uno  suite  de  termes  procédant  snivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Posons  donc 

^7-p^=A+Bx  +  Cr*  +  Dx'+Ex*+Fx5+ (0, 

Â|  B,  C,  D...  étant  des  coeffîciens,  fonctions  de  a,  a%  b\ 
mais  indépendans  de  x^  coelSciens  qu'il  s'agit  d'ailleurs  de  dé- 
teroainery  et  que^  par  cette  raison,  l'on  appelle  coefficiens  in^ 
dèUrminés,  (Cette  dénomination  est  impropre,  d'après  le  sens 
attribué  jusqu'ici  au  mot  indéterminé  ;  il  vaudrait  mieux 
dire  coefficiena  à  détermijïer;  mais  nous  nous  ooaformerons 
à  l'usage.  ) 

Pour  parvenir  à  ia  détermination  de  ces  coefficiens ,  multi- 
plions les  deux  membres  de  l'équation  (i)  parV+6'jr;  on  trouve, 
en  ordonnant  par  rapport  à  2:^  et  transposant  le  terme  a , 

(  Aa'+Ba'  \  x+Ca'  i  x^+Ba'  1  x^+Eà'  I  x*^...(2}. 
"*  ""  l  —a+Ab'  I     +By  I      +Cy  I      +D6'  I 

Remarquons  maintenant  que ,  sill'on  suppose  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  p.*.  convenablement  déterminées,  l'équation  (i) 
doit  se  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x^  ainsi  il  en 
est  de  même  de  Téquation  (2}. 

Or,  lorsqu'on  suppose  x  =  o,  celle-ci  devient  o  =  Aa'  —  a , 
d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  A ,  A  =  -7. 
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Â  étant  égal  à  -7,  quand  on  a  a:=o,  doit  conserver  la  même 

valeur  lorsque  x  est  quelconque,  puisque ,  par  hypothèse,  A  est 
indépendant  de  x  ;  ainsi ,  quel  que  soit  j?,  l'équation  (2)  se  ré- 
duit à 

{Ba'  I  *+Ca'  1  x'+Da'  j  r'+....,  ou  divisant  par  s, 
+kv  I  +w  1    +cy  I 

_  i     Ba'        +Ca'  I  X  +Da'  1  ar*+ (3). 

^~l+Ay       +W   I      +Ci'  I 

Cette  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  tonte  valeur  de  x^ 

faisons  :f=  o  ;  il  en  résulte  Ba'+  Ai'  =  o , 

d'où  l'on  tire 

B-s ^,     oubien,     B  =  -7X 7= ;*• 

a  a  a  a* 

Comme  B  doit  conserver  cette  même  valeur,  qnel  que  soit  x, 
supprimons  dans  (3)  le  premier  terme  Ba'+Ai',  quis'ancaTilit 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient  - 


_  (     (W+  Da'  I  *  4.  Ea'  1  «•  +. 

^— i-f-Bi'+Ci'    I      +Dy  1  î 

Faisons  de  nouveau  x  =  o;  il  en  résulte    Ca'+  B4'=o , 

„  ,„      ,,,   .,^  W       '    .      ^  û6'  b'      ai'* 

d'où  Ion  déduit  C= 7-,  ouDienC=3= r-X 7=-t^- 

a  a*  a       û^ 

On  trouverait  de  même, i  Da'+Ci'^i: o, 

,,  ,  n  Ci'  ^       ai'«  i'  cii'^ 

d'oi  D  =  —  -r,         ou         D  =  -;;j  X— -7~— ->7i 

et  ainsi  de  suite.  ! 

Il  est  afîsé  de  reconnaître  qu'un  coefficient  quelconque  se   j 
forme  au  moyen  de  celui  qui  le  précède ,  eu  le  multipliant  par 

b'  .  .,, 

—  -7;  ainsi  1  on  a 


a 


a  a       aV      ,  aV*^    .      aV'^    ,   .   aV^ 


—  -7' 


a'  +  i'x'^a^ 


X-*- 
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t88.  En  réfléchissant  sur  les  rabonnemens  qui  précédait  «  on 
Toît  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  eoefficîens 
indéterminés  consiste  en  ce  que^  si  une  équation  de  la  forme 
o=M4.Nx  +  Px*4-Qx»+....  (M,  N,  P....  éUnt  des  eoeffi- 
cîens indépendans  de  x) ,  doit  se  vérifier  quelque  valeur  que  i*on 
donne  à  il  ^  il  est  nécessaire  que  chacun  des  eoejjflciens  soit  sépa^ 
riment  égal  à  o. 

En  effet,  puisque  ces  ooefficiens  sont  indépendans  de  a: y  si 
l'on  parvient  à  les  déterminer  d'apriès  des  hypothèses  particu- 
lières faites  sur  J7,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent^ 
lorsqu'on  suppose  x  quelconque.  Or,  en  faisant  x=  o,  on  trouve 
M=  o,  et  l'équation  se  réduit,  aprbs  la  division  par  x,  à 

o=N  +  Px  +  Q-c'+.  .  .  .-, 

faisant  j  dans  cette  nouvelle  équation ,  a;  =  o  >  on  trouve  N  =  o  » 
et  l'équation  se  réduit,  lorsqu'on  a  divisé  par  a;,  k  o=P+Qj;+..., 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparément 

M  =  o,  N=:o,  P  =  o,  Q  =  o.  .  .  .; 

on  ohlient  par  ce  moyen  autant  d*équations  qu'il  y  a  de  coefB- 
ciens  A,  B,  G,  D. ...  à  déterminer. 

Ce  principe  s'énonce  encore  d'une  autre  manière  : 

Si  une  équation  de  la  forme 

a  +  6x-|- c^+  rf^+-  .=a'4-  ^'^  +  «^'***  +  ^J^' .  • . 

doit  se  vérifier j' quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x,  les  termes 
affectés  d'une  même  puissance  ^  dans  les  deux  membres ^  sont 
respectivement  égaux  ;  car,  après  la  transposition  de  tous  les 
termes  dans  le  second  membre,  Tcquation  est  de  même  forme 
que  ci -dessus,  d'oii  Ton  peut  conclure  ensuite 

d — a  =  o,     V — 6=so,     c' — c^o.  ,  •, 
et  par  conséquent , 

a'=a,     b'=b,     c'=c,     d=sid.  .  . 
On  donne  (n^  4^)  ^^  ^^^  êf  équation  identique  i  toute  équa- 
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tîon  dont  les  termes  soDt  ordonnés  par  rapport  k  une  certaine 
"  lettre  j  et  qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées 
à  cette  lettre /afin  de  la  distinguer  d'une  équation  ordinairej 
c'eat-à-dire  d'une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
certaines  valeurs  attribuées  à  cette  lettre. 

189.  La  méthode  des  coejffîcUns  indéterminée  exige  encore 
que  l'on  connaisse  à  priori  la  forme  du  développement  par 
rapport  aux  exposans  de  x.  Ordinairement ,  on  suppose  que  le 
développement  procède  suivant  les  diverses  puissances  ascen- 
dantes de  a?,  à  partir  de  la  puissance  x**;  maw  quelquefois  cette 
forme  n'est  pas  convenable,  et  la  suite  des  calculs  le  fait  re- 
connaî^e. 

Soit,  par  exemple,  à  développer  l'expression  ^    ^^ — ;. 
Posons       5—^ — -  =  A+  Bx  +  Cx»HhDx^+. . . , 

<l'oii,  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 

o=— i  +  3Ar+3B  I  x»+3C  I  x3+3D    x*  +  ..., 
—  A  I       —  B  I       —    G 

d'oi  l'on  devrait  conclure  (n®  J  88) 

—  1=0,     3A  =  o ,     3B  —  A  =  o. . .  • 

Or  la  première  équation  -—  1=  o  est  absurde,  et  indique  quo 

la  forme  ci-dessus  ne  coiiviept  p«s  à  l'expression   ^    ^^    ^^ 

t            1 
mais  si  l'on  met  cette  expression  sous  la  forme  -  X  5 />  et 

que  l'on  pose 

X      o— "  X      X 


il  viendra,  toute  réduction  faite, 
l  SA- 


3À  +  3B 

-A 


—  jB  I       ~    C 
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ce  qui  donne  les  équations 

3A— 1=0,     3B  — A  =  o,     3C  — B  =  o..,, 
d'où  l'on  tire  successWement 

A=-!,     B=^     C=i-    D=  '    ... 

3'  9'  27  81 

'  3jb  —  a;*       *  \3     9    ^  27       ^01  ■/ 

c'est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression 
un'  terme  affecté  d'un  exposant  négatif. 

190.  Démonstration  de  la  formule  du  hinome  par  la  méthode 
des  coefficiens  indéterminés. 

Pour  faire  juger  de  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficîens 
indéterminés,  noas  allons  donner  une  démonstration  complète 
(le  la  formule  du  binôme^  fondée  sur  cette  méthode. 

Commençons  par  obseryer  que  (x  +  c)"  peut  se  mettre  sou» 

la  forme    x"  Ti  +  -J  ,  ou  x^ii  +  y)"* ,  en  faisant  y  =  ~  ; 

ainsi ^  il  suffît  de  développer  (i  +.y}"*>  q^^l  V^^  *^î^  ^' 

Ceci  admis,  soit  d'abord  m  égal  a  un  nombre  positif  -  (^ pou- 
vant être  égal  à  i ,  auquel  cas  l'exposant  serait  entier). 

p 
i  Poson*    (ï+J^r  =  i  +  Ay-fBy+Gy3  +  Dy*-f  .,..  (i>. 

[On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  développement  par 
la  formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant 
que  pour  y  =:  o^  le  premier  membre  se  réduit  à  i ,  d'oii  il  suit 
que  la  partie  indépendante  de  j^ ,  dans  le^second  membre^  doit 
être  égale  ai.] 

Pour  déterminer  les  coefficîens  A ,  B ,  C,  D . . .  ;  remplaçons^ 
dans  l'équation  {i),y  par  2;  il  vient 
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(i  +»)*  =  i+A*  +  Ba''  +  C6»+  D*t4-...  (a). 

A ,  B,  G. . .  ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs,  puisqu'ib 
sont  indépendans  de  toute  valeur  attribuée  2t  y. 

Ketrancliant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  obtient 

(I  +  y)'  -  (I  +  «)'= A-  (y-*)  +  BCy*-**)  +  c  c^-»') 

+  D(y-.«0+-..(3). 

I  t 

Faisons  pour  le  moment  (i  +  j<)*  =»,(«+*)  *  =  ^\  3  en 
lésidle  i+J'  =  *^i  I  +«=f^;  d'où jr  — ■  =  u»—  «/  ,  et 
réqaation  (3)  deTÎent 

ou ,  divisant  le  premier  membre  par  i^ —  f^ ,  et  le  second  par 
y  — a ,  qui  est  égal  à  u"»  — f^, 

u'i^i/f  y — * 

Or,  d'après  le  théorème  (n«>  Si),  u^  —  p'  est  dWisible  parit— f , 
et  donne  pour  quotient , 

De  même,  Wf  — i^^lu —  f  donne 

D'un  autre  côté  ,y  —z,y^  —  a»,  y  —  «^  ^*  —  «' . . .  divisés 
par  jr— *2y  donnent  pour  quotiens^ 

ï  j  y  +  «^^  y^+y  +  ^Nr*  +J'*'  +y*  +*'•  •  -i 

ainsi,  l'équation  (4)  revient  à 
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Faisons  maintenant^  dans  cette  dernière  équation  ^    y^:^z^ 

d'où  l'on  déduit  it  =  i^,  d'après  les  équations  (i  +  J')^  =  "  > 

(i+«)f  =  ^;  le  premier  membre  devient  ^*    ^   .  ou  ^ .— . 

p 
Si  l'on  remet  à  la  place  de  uP^  sa  valeur  (i  -^ y^ j  ou...» 
i+Aj^+B^*+Cj^^+  . . . ,  et  a  la  place  de  i**  sa  valeur  i+jy  ce 

premier  membre  devient  encore,  -  . ^ ^. ^ , 

9  «+^ 

D'ailleurs ,  le  second  membre  se  réduit  à 

A+anr + 3Cj^ + 4I>>^+. . . .  ; 
on  a  donc  la  nouvelle  équation 

Chassant  le  dénominateur  i +^>  et  efifectnant  les  calculs^ 
^        jr  fi'  ^  fi' 

+  .AI     +aB  1      +3C|      +4I>  I 

Comparant  (n®  §88)  les  deux  membres  de  cette  équation  iden^ 
iiquê^  terme  à  terme ,  on  obtient  les  équations  suivantes 


^=rA,    d'ol    A  = 
9  y 


^A=aB  +  A,       aB=Af^— Adonc  B  = 


-B  =  3C  +  aB,      3C=Bg  — 2YdoiicC  =  --â^x — ^, 


^C  =  4D+3C,      4D=c('5-3\doncD=     ^^        '^ 

q  \q      / 


3o4  KOTUÏNS 

La  -loi  de  formation  dci  coetriciens^  les  uns  au  moyen  ofcs 
autres j  est  manifeste*  Soit  N  le  coefficient  qui  en  a  n  aTant  lui, 
et  M  celui  qui  le  précède;  on  aurait  évidemment 

^M=N/i  +  (n-.i)M>    d'où    N=— ^2 ^. 

q  n 

En  reprenant  la  démonstration  précédente ,  on  s'assurerait  faci- 
lement qu'elle  s'applique  au  cas  où  l'on  a  ^  =  i ,  c'est-à-dire 
au  cas  où  l'exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m  est  égal  a  un  nombre  fractionnaire  né- 

gatit,  —  ^,  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédem- 

ment;  mais  ,  parvenu  à  l'équation  qui  correspond  à  l'équation 
(4),  savoir, 

_-       _-       i        1         i^P—uP            uP-^i^ 
on  remarque  que  u  '— f  **s=  — =  — :: =— : 

ainsi ,  en  divisant  le  premier  membre  par  u^  —  i^ ,  et  le  second 
par  y — % ,  qui  est  égal  à  i**  —  i^*,  on  a 

,        ^y  -  ^  _  A(jr-g)4-BCy>~g*)+. . , 


ou ,  supprimant  le  facteur  u-^p  et  le  facteur  ^  —  s , 

7:7-  „«-.-!-.»,«- j: — 3:n5=ï=^+^Cj'+*)+- 


faisant  ensuite  ^=S|  d'où  2^=^^,  on  obtient 


Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à  celui  du  cas  pré- 
cédent. 

191.  Den  séries  récurrentes.  Le  développement  des  frac- 
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tîons  algébriques  r«itionne1lcs ,  par  la  méthode  dos  cocffieicns 
in  détenu  ni  es,  donne  lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière, 
connues  sous  le  nom  de  stries  récurrentes, 

Nou«  ayons  déjÀ  ▼«  (n®  187)  que  l'expression  ,     i,  ,apoor 

,      ,  a       aV         ab'^  ab'^    , 

déTeloppement ,  ->  —  -7^  a?-f-  —73-  x*  —  -y^  ar  -+"•••  •  >  «cric 

dans  laquelle  on  forme  cbaquo  terme  au  moyen  du  précédent, 

en  multipliant  celuI-cI  par 7  x. 

Cette  propriété  n'est  pas  particulière  à  la  fraction  proposée  ; 
elle  appartient  à  toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles^ 
et  elte  consiste  en  ce  qne^  toute  /roc lion  rationnelle  en  x 
réduite  en  sirie^  donne  lieu  à  une  suite  de  termes  dont  cha'^ 
eu»  est  égal  à  la  somme  algébrique  d'un  certain  nombre  de 
termes  précédenSj  multipliés  respectivement  par  certaines  quan~ 
tités  qui  sont  constamment  Us  mêmes  dans  toute' l'étendue  de 
la  série. 

L'ensemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit 
multiplier  un  oertain  nombi'e  de  termes  prccéUenSy  pour  fer- 
mer un  terme  quelconque,  s'appelle  V échelle  de  relation  de 
la  série.  •        ... 

Dans  la  série  précédente,  \ échelle  de  relation  est 7.x, et 

la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre, 

ooit a deyeioppei' en scrie  1  expression   t^^if.    ,  ■;  ^^/^^a*^ 

d'où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant^ 


Aa'+Ba' 

x  +  Co' 

r»+Dq' 

x»+Eo' 

—a  4.A6' 

^W 

4-Cft' 

4-Di' 

—  6 

+  A.' 

+Bc' 

.+Cc' 

—  c 

4- Ad' 

+B«r 

x*+.. 
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ce  qui  donne  les  éqoAtions 

Aa' — fl  =  o,  d'oii     A  =  -?, 

b'  I  ,       —ab'^ba' 

V  c'  i 

Cflf-.é-By+ A.c'-f.caBBOjCcs f  B  —  ^ A  +  ^  c, 

ou  C= ^7^ , 

Da'  +  C&'+Bc'  +  A<r=:o,       D  =  — ^C— ^B— ^A, 

a  a  o 

Ea'+Di'  +  Cc'-}-B<r  =  o,       E^—^D— ^C  — ?B, 

(T  a  a 


D'où  l'on  Yoit  que  les  trois  premiers  ooefficiens  a^obtiea- 
nent  d'abord  sans  aucune  loi;  mais  à  partir  du  quatrième» 
chaque  coefficient  se  forme  de  la  somme  des  trois  ooefficiens 

qui  le  preoèdent,  multipliés  respectirement  par -,,  *--7> 

—  -7,  savoir,  —  -7  pour  le  coefficient  qui  précède  immédiate- 

c'   •  .       .  i 

ment,  —  -;  pour  celui  qui  précède  de  deux  rangs ,  et  —  -7 

pour  celui  qui  précède  de  trois  rangs;  ainsi  les  coefficiens 
A.9  By  G|  D. . .  forment  déjà  entre  eux  une  9irU  réciurenU 

dont  Véc/ielle  de  relation  se  compose  de  f  —  ^,—  -7,— tJ» 

Il  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coefficiens,  que  le 
quatrième  terme  de  la  série ,  Dx*,  est  ^1  à 


a' 


onbien,  — ^«.Cx*  —  -jx^.Bx  —  —,3?.k. 
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On  a  de  même ,  pour  le  terme  Ejc^, 

OU  bien, 7  x.Djc^—  -7  :r*.Cj?' yX^.Bj:; 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  chaque  terme  de  la  série  demandée ,  à  partir  du 
quatrième  y  est  ^al  à  la  somme  des  trois  termes  précédens» 

multipliés  respecti^pement  par  (—  ;7  ^»  "~  ;?  ^> ?  ^)* 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A  +  Bx+Cr'^  on  les 
obtient  en  remplaçant  À,  B,  G  par  Imirs  râleurs  obtenues 
ci- dessus. 

192  On  diyise  les  séries  récurrentes  en  différens  ordreSj 
et  Fordre  ^estime  par  le  nombre  de  termes  nécessaires  pour 

former  un  terme  quelconque.  Ainsi,  l'expression  v^i  'y  donne 

lieu  à^une  série  récurrente  du  premier  ordre ^  dont  l'échelle  de 

relation  est  —  -^  x. 

L'expression  >  w  «  J^  donnerait  lieu  à  une  série  ré- 
currente du  Mooni  ardre,  dopt  l'échelle  de  relation  serait 


(-7^'~7**> 


La  série  obtenue  dans  le  n*  précédent  est  du  troisième  ordre. 

En^enéral,  une  expression  de  la  fornw  ^-^^^-—^--^^ 

donne  naissance  à  une  série  récurrente  du  n'^*"  oHtre,  dont 

l'échelle  de  relation  est    f—  ^x^  —  ^x*... 7x"y 

.  N»  £.  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x  soit  moindre  an 
numérateur  qu'au  dénominateur.  S'il  en  était  autrement,  il 
faudrait  d'abord  laire  la  dirisian,  en  ordonnant  par  rapport 

20.. 
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aux  puissances  asccn<]antos  de  x,  ce  qui  doonci^aît  un  certain 
i|uotieDi  entier  par  rapport  a  x,  plus  une  fraction  seniblahte  à 
la  fraction  ci-dessus. 

Ainsi ,  soit  1  expression  —-^^-^-—^  __ , 

jt  +  4c^— 3jc'  — j+i  \^x^  +  3x^  —  Sv  +  2 
+  707*  — SxM^         J— X— 7 
+  ï3x^"-3^x+\5. 

En  effectuant  la  dWision,  on  trouTC  pour  quotient,  —  x —  7, 
cl  pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

ï3x*— 34x+  i5  .  i5  — 34x+  iSt* 

—  x*-h  Sx"  — 6x+â'     ^"    a  — 5r  +  3x'  — x'* 

fv»  propriété  énoncée  {n?  ipi)  souffrirait  d'ailleurs  des  modifi- 
callons,  si  le  numérateur  était  d'un  degré  plus  élevé  qoe  celui 
(lu  dénominateur. 

Nous  reyîendrôii»>  pi ûs  loin,  sur  ces  sortes  de  sériel,  qui 
offrent  plusieurs  questions  intéressantes. 


CHAPITRE  yi 

TTiéories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 

Cs  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  a  celui  qui  précMe, 
tant,  parce  que  le  premier  paragraphe  a.  pour  objet  l'examen 
des  propriétés  de  deux  espèces  de  séries,  que  parce  qu'il  offre 
une  application  immédiate  de  ia  th/oric  des  exposans  d'une 
nature  quelconque;  il  complète  aussi  les  connaissances  algé- 
briques absolument  indispensables  ponr  l'étude  de  la  Trigona^ 
milria  et  de  V Application  de  l'AIg^bft  à  la  Géométrie, 
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§  l*'.  De/Progressions  par  différence  et  pur  quotieni. 
Progressions  par  différence, 

193.  On  appelle  progression  ariûimé tique  ou  par  différence, 
^une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède, 
oa  en  est  surpassé  d'une  quantité  constante ,  que  Ton  appelle 
raison  ou  différence  de  la  progression. 

Ainsi  9  soient  les  deu£  suites 

»,     4»     7»   "o»   ï3,   16,   19,  aa,  a5.  .  .  . 
60,  56,  $2,  48,  44,  4<^,  ^6,  3^9  a8.  .  .  . 

La  première  est  dite  une  progression  croissante,  d(mt  la  raison 
est  3,  et  la  seconde  une  progression  décroissante,  dont  la  rai- 
son est  4* 

Désignons  en  général  par  a,  6,  c»  e{,  ^,  /!•••  les  termes  d^une 
progression  par  différence;  on  est  convenu  de  l'écrire  ainsi  : 

{  a,b.c.d.e.f,g,h.i.k 

et  on  l'énonce  de  cette  manière,  &  est  à  h  comme  h  est  à  c^ 
com^me  c  est  ad,  comme  d  est  à  e.  ,  .,  ou^  pour  abréger, 
a  est  àhestàcestàdestàe^  .  .  .  C'est  une  suite  ^équidif-- 
fêrences  continues,  dans  laquelle  chaque  terme  est  à  la  ibis 
conséquent  et  antécédent,  à  l'exception  du  premier  terme, 
qui  n'est  qn* antécédent,  et  du  dernier,  qui  n'est  que  conséquent, 

194*  Appelons  r  la  raison  de  la  progression,  que  nous  sup^ 
poserons  croissante ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était, 
décroissante,  il  suffirait  de  changer  r  en  —  r  dans  les  ré-    7   ^1   ^ 
:»a?tats.  )  ^^    / 

Cela  posé,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la 
progression, 

i  =  a  «4- r,  cs=:&  +  r  =  a+2r,  d=  c +  r  =  a  +  3/\  ...  ; 

et ,  en  générai ,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  pre-^ 
mier,  plus  autant  de  fois  la  raison  quU  y  a  de  termes  aidant 
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celui  que  Von  considère.  Ainsi ,  soient  /  ce  terme  et  n  le  nombre 
total  des  termes ,  jusqu'à  celai  -  ci  înclasivement  ;  on  t  pour 
l'expression  de  ce  terme  général^       /=  a  +  (n  —  i  )  r. 

£n  effet,  si  Ton  suppose  sucoessiyement  i»=ri ,  2,  3,  4 > 

on  retrouTe  le  premier,  second,  troisième terme  de  la  pro- 
gression. 
•  Si  la  progression  était  décroissante^  on  aurait  au  contraire 

lz=a  —  {n —  i)r. 

La  formule  /=a-|-(»-^i)r  sert  à  donner  l'exnressieird'un 
terme  de  rang  quelconque,  sans  que  Ton  soit  obligé  de  déter- 
miner tous  ceux  qui  le  précèdent. 

Ainsi ,  que  l'on  demande  le  5o*  terme  de  la  progression 

f  1.4.7.10.13.16. 19.  .  .  . 
On  a,  en  faisant  n2=5o,         ^=  i  +49*^^=^  i43' 

igS.  Une  progression  par  différence  étant  donnée,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes. 

Soit  la  progression  i  a.b.c.d.e,f.  .  .  .s.ir./,  prolongée  jus- 
qu'au terme  /  inclusivement ,  et  soient  n  le  nombre  des  termes, 
r  la  raison. 

Commençons  par  observer  que^  si  x  désigne  un  terme  qui 
en  Si  p  avant  lui,  et  y  un  terme  qui  en  a  /?  après  lui ,  on  a, 

d'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  les  égalités       x^za+pXrj 

d'ob  l'on  déduit,  en  les  ajoutant x  +y  =  a  +/; 

ce  qui  démontre  que ,  dans  toute  progression ,  la  somme  de 
deux  termes  quelconques  pris  à  égale  distance  des  extrêmes 
est  égale  à  la  somme  des  extrêmes;  ou  bien  encore,  les  d^ux 
extrêmes  j  et  deux  termes  pris  à  égale  distance  de  ces  ex- 
trêmes j  foî'ment  une  équidifférence  (  dans  Tordre  où  ils  sont 
écrits), 
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Ceci  admis  j  couceTons  que  Ton  ait  écrit  la  progression  au- 
dessous  d'elle-même,  mais  dans  un  ordre  inrerse ,  en  sorte  que 
Ton  ait 

f  a.b.cd.e.f.  .  .  .  S.h.lj 

T  l^h.i. c.&.a. 

Appelons  S  la  somme  des  termes  de  U  première  progression» 
2S  sera  la  somme  des  termes  des  deux,  pn^ressions;  et  l'on  aura , 
-'en  réunissant  les  termes,  par  colonne  ^verticale,    ^ 

:,S  =  iai  /)+(H-ife)+(c+^)+..  .+(i+c)+(it+6)+(/+û); 

ou  bien ,  comme  toutes  les  parties  a+l^b  +  k^  C'^i..  ,y  sont 
égales  et  en  nombre  n , 

2S=(a  +  /)»i     donc  enfin    Ss=^5^^; 

a 

c'est-À-dire  que  la  êotnme  des  termes  d^une  progression  pardiffè" 
rence  est  ègàhe  au  produit  de  îa  somme  des  extrêmes  multipliée 
par  la  moitié  du  nomhfe  des  termes. 

Si  9  dans  cette  formule, on  remplace  /  par  sa  râleur  a-\'{nr^i)ri 
on  obtient  encore 

2  ' 

mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée. 

j^pplications.  On  demande  la  somme  des  cinquante  premiers 
termes  de  la  progression     a. 9.16. 23. 3o.  .  .? 

On  a  d'abord  pour  le  So^"'  terme,      l=s  2  +  49-  7  =      ^45j 

donc  ^^{^  +  m.So ^ 3^^  ^  ^5 ^ gg^g 

On  troarerait  de  même  pour  le 
100^""  terme, /=  2  +  99.7     =     69^  ' 

et  pour  la  somme  des  1 00  premiers 

terme., S=(l±^951î£2=  3485o. 
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196.  Les  formules  /  =  a  +  (/î  —  i)r,     S=  iîlll-i^, 


ren- 


ferment cinq  quantités 9  a,  r,  n,  J  et  S>  et  par  conséquent, 
donnent  lieu  à  ce  problème  général  :  l^rois  quelconques  de  cet 
cinq  quantités  étant  données,  déterminer  les  deux  autres.  Ce 
problème  se  subdivise  en  autant  de  problèmes  particuliers  que 
l'on  peut  avec  cinq  lettres  former  de  combinaisons  différentes 
trois  à  trois  ou  deux  à  deux.  Or,  on  a  trouvé  (u®  i5o)  pour  les 
nombres  de  combinaisons  a  <i  a  et  3  à  3  , 

mÇjn — 1)     ^  m(w  — ï)(/i»  —  «) 

a  2.3 


ou  I  o  et 


5x4 

Faisant  dans  ces  formules  m  =  5,  on  trouve  ? 

a 

-^5 —  ou  lo;  d'où  Pon  Toît  que  5  lettres,  combinées  3  à  3, 

donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  qu«  5  lettres  combi- 
nées 2  à  2.  (Ce  résultat  s*accorde  avec  la  conséquence  du  n**  i53, 
eu  vertu  de  laquelle  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
/>  à  /?,  est  égal  au  nombre  des  coml>inai$ons  m^-^p)k  m  —  p,) 
On  voit  donc  que  le  problème  ci -dessus  se  subdivise  eu  10 
problèmes  particuliers,  dont  voici  les  énoncés  : 


Étant  donnés,     1* 

3* 
4^ 


a,  r,  /i,  trouver   /  et  S 

a ,  r,  /,    n  et  S 

a,  r,  S,    »  et  / 

a ,  y? ,  /,    r  et  S 

5*.  a,  n,  S,    r  et  / 

&",  a^   /,  S,^ /et  » 

9*.  r,   ri,  /, «  et  S 

8**.  r,  n,  S,    fl  et  / 

gT".  r,    /,  Sy    a  et  n 

10**.  «,    /,  S,    a  et  r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  car  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  /  et  S  en  fonction  de  a,  r,  n.  Quant 
aux  autre»  proî)Icmcs,  leur  résolution  n'offre  aucune  difiicuUc*, 
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inajs  nous  engageons  les  comnoençans  à  les  traiter  successive- 
ment ,  cet  exercice  étant  très  propre  ù  les  familiariser  avec  la 
résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré  ',  car  il 
est  bon  de  remarquer  que,  quoique  les  quantités  a,  r^n,  l  et  S 
n'entrent  qu'au  premier  degré  dans  les  deux  formules,  on  est 
cependant  conduit  a  résoudre  une  équation  du  second  degré, 
lorsque  a  et  ts,  ou  bien  ./et  n,  sont  icconnos,  parce  que  a  et  n 
ou  /  et  n  entrent  à  la  fois  dans  les  deux  équations,  et  sont  mul- 
tipliées enlre  elles  dans  la  seconde. 

197.  Nous  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatrième  problême; 
c*est  le  cas  où ,  connaissant  a ,  n  «^  1 ,  z7  s'agià  de  déterminer  r  e ^  S. 

La  formule  /=a  +  (/i  —  i)r  donne    r  = , 

»•—  1 

et  la  formule,  S  = y  fait  connaître  immédiatement  la 

valeur  de  S. 

/  — « 
De  la  première  expi*e5sion,  r= ,  on  déduit  la  solution 

de  eette  question  :  insérer  entre  deux  nombres  dormes  heth  un 
nombre  vi de uoTTEHs  ditfebentiels  (on  appelle  ainsi  des  nom- 
bres compris  entre  a  et  ^,  et  formant  avec  ceux-ci  une  pro- 
gression par  dififérence). 

Pour  résoudre  cette  dernière  question ,  il  suilit  de  déterminer 
la  raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  cl-dcssus  ,  l  par 
by  et  n  par  m  +  a,  qui  exprime  acluellenicnt  le  nombre  total  des 

b  —  a  b  —  a        ,       , 

termes ,  on  trouve     r  =  — : ,  ou  r  =:  — ; —  j    c  cst-a- 

TO  +  2 —  I  m+  i 

dire  que  la  raiaon  de  la  progression  cbercbée  s^oblienl  en  di- 
visant la  différence  des  deux  nombres  donnés  a  et  h  parle  nombre 
des  termes  à  insérer j  plus  un. 

La  raison  une  fois  obtenue,  on  forme  le  secçnd  terme  de  la 
progression ,  ou  le  premier  mo^en  diffêrentielj  en  ajoutant  r,  ou 

,  au  premier  terme  a\  le  second  moyen  s'obtient  en  aug 

111+ 1         ^ 

mentant  celui-ci  de  r,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  à  insérer  12  movens  diffcrcnliels  entre  ix 


o 
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et  77.  On  a  r=  ^-^ — 5 —  =  — =5,  ce  qui  doDoe  la  pro- 
gression 7  12. 17. 12. 27. Sa. 37.  .  .  .72.77. 

CoMaÉQUENÇA.  Si  entre  tous  Us  termes  d'une  progression j 
considérés  deux  à  deusj  on  insère  un  même  nombre  de  moyens 
différentiels^  ces  termes  et  Us  mojrens  différenti^U  réunis  ne 
(  forment  qu'une  seuU  et  même  progression. 

£d  effet ,  soit  Ta,b,c.d,e*/,  .  .  la  progression  proposée,  et 
soit  m  le  nombre  des  moyens  que  l'on  Teut  insérer  entre  a  et  b, 
entre  fr  et  c^  c  et  d..„ 

La  raison  de  cbaque  progression  partielle  sera, d*aprës  ce  qui 

„.        ,.             .     ,  •        b-^a     c  — 6     d-^^c 
vient  détrc  m  .exprimée  par : — ,   ,   , 

^  '^         7»-f-I/»4-l/»-f-I 

quantités  toutes  égales,  puique  a,  b,  c...  sont  en  progression; 
ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  par^ 
t  tielles;  et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première 

forme  le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suile^  on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique.  --^ 

t  198.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 

Pbemiàre  question.  Déterminer  U  premier  et  /e  nombre  des 
termes  dfune  progreosion  par  différence j  dont  Ui  raison  est  6,U 
dernier  terme  i85  et  la  somme  2945? 

{Réponse.  Premier  terme  =  5 ,  nombre  des  termes  =  3i.) 
Sbcomde  question.  Insérer  entre  tous  Us  termes  de  la  progrès* 
sion  T  2.5.8. 1 1 .  i4—»>  NBUF  moyens  diffèrentieh? 
(Réponse.  Raison  ou  r=  o,3.) 

Taoïsiiiis  QUESTION.  Trout^er  U  nombre  d'hommes  contenus 
dans  un  bataillon  triangulaire  dont  U  premier  rang  est  i  f  le 
Second  est  2,  le  troisième  est  i,  et  U  n"^*"'  est  n.  En  d'autres 
termes  ;  trouver  l'expression  de  la  somme  des  nombres  natu- 
rels 1,2,  3....,  depuis  \jusqu*à  n? 


(  Réponse. 


0 
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QuATRiilCS  QPB8T10N.  Tfvuf^er  la  êomme  dê$  nprêmien  Urmes 
de  la  progression  des  nombres  impairs ^  i>  3,  5,  7,  g^t... 

{Réponse,  S=zn*  ^  ou  le  carré  du  nombre  des  termes.) 

CiNQUiÈMS  QUBSTioN.  Un  monceau  de  sable  est  distant  d^une, 
allée  d'arbres  de  4o  mètres^  elle  exige ^  pour  être  sablée j  1 00  voi- 
tures ^  à  6  mitres  d'intervalle  l'une  de  l'autre.  On  demande  le 
chemin  que  le  voiiurier  doit  faire  ^  la  première  voiture  étant  dé-^ 
posée  à  40  Tnètres  du  monceau  de  sable^  et  la  voiture  devant^  à 
la  fin j  avenir  à  l'endroit  d'où  elle  est  partie  ? 

Réponse,  674^0  me  très* 

SixiBMB  QUESTION.  Un  fontassin  fait  10  lieues  par  jour  ;  un^ 
cavalier  part  en  mJme  temps,  et  ne  fait  que  3  lieues  le  premier 
jourj  mais,  chaque  Jour  suivant,  il  fait  2  lieues  de  plus  que 
le  précédent.  On  demaisde  en  combien  de  jours  le  cai^alier 
atteindra  le  fantassin,  et  combien  ils  auront  fait  de  chemin 
chacun  ? 

(Nombre  de  jours,  8;  chemin,  80  lieues.) 

Des  progressions  par  quotient. 

199.  On  appelle  progression  géométrique  ou  pur  quotient, 
une  suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui 
le  précède,  par  un  nombre  constant  que  Ton  nomme  raison  de 
la  progression^  ainsi  les  deux  suites 

3,     6,   la,  a4,  48,  96 , 

64,   16,     4,     I,     j,  -g , 

dont  la  première  est  telle,  que  chaque  terme  contient  celui  qui 
le  précède,  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le 
précède,  et  dont  la  seconde  est  telle,  que  chaque  terme  est 
contenu  dans  celai  qui  le  précède ,  quatre  fois,  ou  est  (^al 
an  quart  de  celui  qui  le  précède ,  sont  dites  des  progressions 

par  quotient;  la  raison  est  2  pour  la  première  et  ^  pour  la 

4 
seconde. 
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Soient  a,bfCydy  e,f. des  nombres  en  progression  par 

quotient;  on  l'écrit  ainsi,     ri  a  l  bl  c  l  d  l  e  l  f  l  g ,  cl 

on  l'énonce  comme  une  progression  par  dificrence,  quoiqu'il  y 
ait  cette  distinction  a  faire,  que  Vuneest  une  suite  de  différences 
égales,  et  l'autre  une  suite  de  quoticns  ou  rapports  égaux,  dans 
lesquels  chaque  terme  est  à  la  fois  anttcêSent  et  conséquent  j 
excepté  le  premier  qui  n'est  qu'antédentj  et  le  dernier  qui  n*e%t 
que  conséquent, 

206.  Désignons  par  q  la  raison  de  la  progression 

^  a\  b  l  c  \  d ,  q  étant  >  i ,  lorsque  la  progression  est 

croissante  j  et<  i ,  si  la  progression  est  décroissante;  on  déduit 
do  la  définition  même,  la  série  des  égalités 

ft=ra^,     c  =  &|7  =  a5r*,     d=rcq^=aq^^     #=diyr=ag^..., 

et  en  général ,  un  terme  de  rang  quelconque  n ,  c'est  -à-dire  qui 
en  a  71—  I  avant  lui,  a  pour  expression  aç""'. 

Soit  l  ce  terme-,  on  a  la  formule  lz=^aq'^\  au  moyen  de  la- 
quelle on  peut  obtenir  la  iraleur  d'un  terme  quelcou({uc,  sans 
passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent.  Par  exemple,  le  8" 
terme  de  la  progression  fr  a  :  6  !  i8  :  54  I....  y  est  égal  à 
a  X  3'  =  2  X  2187  =s  4374.    . 

De  même,  le  12*  terme  de  la  pi*ogre$sion 

~  6^  :  iG  :  4  :  I  :  ^ — ,  est  égal  à 


fix  (lS'  —  ^  —  L  —  -l 
^  \0    ~4"~4«~655 


65536* 

201.  Soit  maintenant  proposé  de  déterminer  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  progi*ession 

H  a  :  ft  :  c  :  ff  :  tf  :  /  :  ...  »  :  A  :  /, 

/dési^iant  le  n*'*"'  terme. 
On  a  (q^  199)  les  équation.*) 

b  =  aq,      cz::sibq^      dzszcq,      €=dq  .,„  k  =siq ,     /=itX7i 


PAR    QUOTISMT.  3l7 

iVoii  Ton  déduit  >  en  les  ajoulaut  membre  à  membre  y 

ou  bien  >  représentant  par  S  la  somme  demandée , 
S— a  ~  (S  — /)3P=%  — A^, 

ou         Sg  —  S=lq  —  a:       donc       S  =  -2 ; 

'  ^  q  —  I 

c^est'à-dire  que ,  )>our  obtenir  la  M>nime  d'un  nombre  déter- 
miné de  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  muld- 
plier  U  dernier  terme  par  Ui  raUon,  retrancher  du- produit  le 
premier  terme ,  eidivUer  la  différence  par  la  raieon  diminuée 
d'une  iiniié. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante,  ont  a  q^  i,  ^'^'^t 
et  il  coirfient  de  mettre  la  formule  ci^essus  sons  U  forme 

S  r= -? ,  afîn  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  po- 
sitifs 
Lef  Henx  expressions  de  S  deviennent  encore»  par  lasiUnti- 

lutîon  de  o^"-*  k  la  place  de  l,  S  =^LlUt    et  S=:^""^', 
^  \  f— «  i^q 

On  trouvera ,  d'après  les  formules  précédentes  ; 

1®.  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

Ha  :6:i8:  54....  :  ax3'  ou  4374, 

S:=.'iZ:2  =  .'ll^-=i  =  656oj 

q  —  1  2  ^ 

2?,  Pour  la  somme  des  la  premiers  termes  de  la  progression 

H64:i6:4:.:J:..  :  64  Q)"  ou  g^Lg, 

„       ^^"65535 -j      '^~S^36      „_j  65535 

^=  —--i — ^ — 3 — =^5+i;iB658- 

4 
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On  Toit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la 
valeur  numérique  du  dernier  ternie^  opération  très  laborieuse, 
lorsque  le  nombre  des  termes  est  considérable* 

202.  Retnargue.  Si  dans  la  formule  S  =  — 2 -', 

y— I 

on  suppose  ^  =  i  ^  elle  deyient  S  =  - . 

Ce  résultat  >  qui  quelquefois  est  le  symbole  de  l'indétermina- 
tion ,  provient  souvent  auasi  (n^  7a)  de  rexistence  d'un  fistcteur 
€M>mmuii ,  qui  devient  nul ,  par  une  hypothèse  particulière  Cuite 
sur  les  données  de  la  question*  C'est  en  effet  ce  qui  a  Heo  dans 
cotte  circouatance  ;  car  on  sait  (n^3i)  que  l'expression  ^— >i 

est  divisible   par  q —  i ,  et  donne  pour   quotient^ 

y«^*>+  Î?*"^+S'""^  +  .  •  •  4-y  +  «  7  ^^  1'®*^  effectue  cette  divi- 
«ion  >  la  vaknr  de  Stprend  la  forme 

d'où  faisant  maintenant    ^=1,  S=a+a  +  û....  +  a  =  iia.  / 

'  On  peut  pai*vienît  au  même  résultat ,  en' rettiotitatift  à  lâ  pro- 
gression proposé^  T^inh:  cl  .^\  /.i;q9i^4a)a6  je  cas  particulier 
de  qssi^  »  se  réduit  à  H'^t  lai  al  al ....  :  a,'  série  dont  la  somme 
est  égale  h  na,  *       ' 

Le  résultat  -  que  doaiic  la  formule ,  pourrait  encore  être  re- 
gardé comme  marquant  une  insuffisance  île  celte  formule,  pour 
donner  l'expression  .de  la  somme',  dans  ce  cas  particulier.  En 
effet,  la  progression  se  composant  de  termes  tous  égaux  entre 
eux,  n'est  pas  plutôt  une  progression  psir  quotient  qu'une  pro- 
gression par  différence.  Ainsi ,  en  cherchant  la  somme  d'un  cer- 
tain nombre  de  termes,  tt  n'y  a  pas  plus  (ie  raison  pour  se  servir 

de  la  formule  S=^^  "^ — ,  que  de  la  formule  S=  ^ , 

y-^  I  2 

relatives  aux  progressions  par  différence. 

ao3.  Des  progressions  infinies  par  quotients  Soit  une  pro- 
gression décroissante  H  alhlcldle  Ifl  ....  d'un  nombre 
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indéfml  âe  termes;  si  l'on  considère  U  formule  S  :=  ^  , 

qui  donne  la  somme  d'un  nombre  n  de  termes ,  elle  peut  être 

mise  sous  la  forme    S  = —  . 

Or,  paisqae  la  progrettion  est  décroi»atkte ,  q  est  une  frac- 
tion; 9*  est  aussi  une  fraction ,  qui  sera  d'autatit  plus  petite  que 
n  sera  plus  grand;  ainsi,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la 

progression ,  plus  ■  X  $*•  diminuera;  plus,  par  conséquent, 
la  somme  partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à 

la  première  partielle -S,  c'est-à-dire  à .   Enfin ,   si   l'on 

prend  pour  n  un  nombre  plus  grand  qu'aucune  gri^ndeut*  don- 
née, ou  si  Ton  suppose  n=oo, X  q^  sera  moindre  qu'au- 
cune grandeur  donnée,  ou  dcTiéndra  égale  à  o;  ël  l'expression 
représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 

lyoii  l'on  peut  conclure  que  la  êommé  des  termes  d*une 
progression  décroissante  à  If  infini,  a  pour  expression 

Q, 

C'est,  à  proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tçndent 
sans  cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l'on  obtient,  en 
prenant  un  nombre  de  termes  Ae  plus  en  plus  gripnd  dans  la 

progression.  La  différence  entre  ces  sommes  et  ,  peut  de- 

venir aussi  petite  que  l'on  veut,  et  ne  devient  tout-à-fa It  nulle 
que  lorsque  Ton  prend  un  nombre  infini  de  termes. 
applications.  Soit  la  progression  décroissante  à  l'infini 

I      I       1       I 
3    9    !i7    8i 

On  a,  pour  l'expression  de  la  somme  des  termes, 
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1  — ûT  1       a' 

'-3 

L'erreur  que  l'on  commet,  eo  prenant  cette  expression  pour 
la  valeur  cle  la  somme  des  i»  premiers  termes ,  est  marquée  par 

Soit  d'«boid  n  =:  5,  il  Tient  -  Q)  =  Ôî  =  Tg^  • 

Pour  «  =  6,    on  troure  ^  •  Q)'  =  ^g;  •  >=  |gg- 

3 
D'où  Ton  voit  que  Verreur  commise^  lorsqu'on  prend  -  pour 

lu  somme  d'an  certain  nombre  de  termes,  est  d'autant  plus  pe- 
tite que  ce  nombre  est  plus  grand. 

Soit  encore  la  progression 

*  -a-î-B-TS-si-  ••• 

On  a  S  = = =:  a. 

L' exprès ûon  S  = peut  èlre  obtenue  directement  d'a- 
près la  pr4%res8!on      tt  a  l  b  l  cl  d  l  e  l  fl  g  l  ... 

Reprenons  les  équations  b^=aq ^c^^bq^  ds=cç,  ê:=i dq..^ 
dont  le  nombre  est  ici   indéfmi^  et  ajoutons-les  membre  à 

membre  •,  il  vient     i+c+d+*+-^=Ko+^+^+^+—)î- 

Or ,  le  premier  membre  eat  évidemment  ia  série  proposée ,  di- 
minuée du  premier  terme  a,  et,  par  conséquent,  il  a  pour  ex- 
pression S — a  ;  le  second  membre  est  égal  à  q  multiplié  par  \a 
série  tout  entière,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dernier  trrnie,  ou  que 
ce  dernier  terme  est  nul  ;  l'expression  de  ce  second  membre  esl 
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donc  qS,  et  l'égalité  ci-dessus  clevient 

S— a=oS,    d'où  l'on  déduit    S  =  — ^. 

En  effet,  si  l'on  développe    _    en  série,  par  le  procédé  do  la 

division,  on  trouve  pour  résultat,  a+a<?+ag*+^4-... ,  qui 
n'est  antre  chose  que.  la  série  proposée ,  lorsqu'on  y  remplace 
byCyd...,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 
Autrement  encore  :  Soit  la  progression  t^  a  \  aq  \  aq^  *.  aq\.. 

et  posons     S  =  a  +  aq  +  aq^  +  aq^  -i-  aq^  +  aq^  + i 

d'où,  muttii^iant  les  deux  membres  par  y, 

qS  =  ag+  aq*  +  aq^  -^oq^  +  a^  + 

Retranchons  ces  deux  équations  membre  à  membre;  il  vient 

CL 

S  — çScso',    donc  enfin,    S  = 

204.  Lorsque  la  série  est  croissante ,  l'expression  S  =  — — 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  par^ 
tielles;  car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

(a**2oi)S=  —  —  — ^>  la  seconde  partie  ■  _-  aug- 
mente de  plus  en  plus  numériquement  k  mesure  que  n  aug- 
mente ;  c'est-à-dire  qu'au  contraire ,  plus  on  fi^nd  d«  termes, 
plus  l'expression  de  la  somme  de  ces  termes  diffère  numérique- 

-       a 
ment  de * 

I  — <; 

La  formule  S  = est  seulement,  dans  ce  cas,  l'expres- 
sion algébrique  qui,  par  son  développement,  donne  lieu  k  U 
série  a  +  aq  +  aq*  +  aq^... 

11  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singulière  au  premier 

abord.  Puisque est  la  fraction  génératrice  de  la  série  dont 

21 
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nous  tenons  de  parler,  on  doit  atoir 

--^  =  a +  a<7+aç»  +  a</5  +  a7* -f. . . . 

Or,  en  faisant  dans  cette  égalité,  a=:i ,  q  ac2,  on  trouTe 

ou    — 1  =  1+2  +  4  +  8+16  +  324-..., 

t  —  2 

équation  dont  le  premier  membre  est  n^atif,  tandis  que  le  se- 
cond est  positif  et  d'autant  plus  grand,  que  q  est  lui-même  plus 


I   —  q 

0  +  «9  + 

«/• 

+ 

V 

+ 

00^ 
i—q 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que,  lorsque  dans  l'é- 

quation sssa  +  aq  +  <iç*+. . . ,  on  arrête  la  série  à  un 

certain  terme,  il  faut,  pour  que  réalité  subsiste,  compléter  le 
quotient.  Ainsi,  en  s'arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième 
terme,  o^^, 

a 
I*'  reste  +  ctq 
2«  +  aq^ 

y  +^ 

il  faut  ajouter  au  quotient  obtenu  l'expression  fractionnaire 
— *— ,  ce  qui  4onne  rigoureusement 

^-^===  a  +  o^ +ii^»  +  as^  +  j^i-. 

Si  maintenant ,  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a=i,  ^=2, 

ilvient— i=si+2+4  +  8  +  -^  =  i+2  +  4  +  8— 16^ 

égalité  qui  se  vérifie  d'elle-même. 

En  général ,  lorsqu'une  expression  en  x ,  que  nous  désigne- 
rons par  /  (x) ,  et  qui  s'énonce  fonction  de  x ,  est  développée 
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en  une  série  de  la  forme  a  +  ia;  -+*  cx^  +  dx^+* . ,  ^  on  n'a 
rigoureusement  f(x)  =  a  +  &x  +  ex*  -H'd^+-  '  •  >  qa'an- 
tant  qae  l'on  conçoit ,  en  s'arrêta  nt  à  un  certain  terme  dans  le 
second  membre,  la  série  complétée  par  une  certaine  expression 
en  X. 

Si,  dans  des  applications  particulières ,  la  série  est  ^<^croM« 
santé,  cette  expression,  qui  sert  à  compléter,  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  Von  teut ,  lorsqu'on  prolonge  la  série  conyena'- 
blement;  mais  le  contraire  a  lieu,  et  il  n'est  pas  permis  de  la 
négliger,  si  la  série  est  croissante»  Voilà  pourquoi  les  séries 
croissantes  ne  peuvent  pas  servir  à  l'évaluation  approchée  des 
nombres*  C'est  encore  pour  eette  raison  que  les  al^bristes  ap- 
pellent coT^^^r^^nto^  les  séries  dont  les  termes  vont  en  diminuant , 
et  divergentes  les  séries  dont  les  termes  vont  en  augm^ tante 
Dans  les  premières,  plus  on  prend  de  termes  et  plus  la  somme 
approche  numériquement  de  l'expression  dont  la  série  est  le  dé- 
veloppement; tandis  qu'au  contraire ,  dans  les  autres,  plus  on 
prend  de  termes  et  plus  leur  somme  diffère  d9  la  valeur  numé-- 
rique  de  l'expression  réduite  en  série. 

2o5«  Remarque.  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 
progressions  infinies,  par  l'observation  suivante:  il  résulte  de 
la  définition  des  progressions  par  quotient  (n^  199))  qu'on 
peut  les  regarder  comme  des  séries  récurrentes  du  premier 
ordre ,  dont  Véchelle  de  relation  est  la  raison  de  la  progression  » 
{iroye%  v^  191O  Ce  rapprochement  est  propre  à  faire  connaître 
l'origine  des  progressions  prolongées  à  Tinfini.  Elles  doivent, 
comme  les  séries  récurrentes  en  génériil,  leur  naissance  au 
développement  d'une  fraction  algébrique  en  série.  Nous  avons 
donné  (n®*  20a  et  208)  les  moyens  de  trouver  cette  fraction  gé- 
nératrice pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus 
loin  les  moyens  de  résoudre  la  môme  question  pour  toutes  les 
sér  ies^récur  ren  tes. 

206.  La  considération  des  cinq  quantités,  a,  <;,  n,  /et  S, 

qui  entrent  dans  les  deux  formules  /=  acy""',  S  =  -2 , 

q — 1 

obtenues  n^*  200  et  201^  donne  encore  lieu  àJix  problèmes  par- 

21.. 
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ticulîers  doxU  tes  dnonoés  ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aox 

progressions  par  diffërenoe  (n®  196),  qu'en  ce  que  la  lettre  r  est 

remplacée  par  q.  Mais  nous  nous  proposerons,  comme  pou  ries 

progressions  par  diffi&renoe>  de  déterminer  ^  et  S,  connaissant 

a^/etn. 

l  /~ 

Or,  la  premîire  formule  donne  fl*~"'=  -,  d'où  (7=1/    -; 

en  reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule,  on  obtien- 
drait ia  valeur  de  S. 

L'expression  ^  =  1/  - ,  donne  le  moyen  de  résoudre  cette 

quest|pn  :  Inaérer  entre  deux  nombres  donnée  9l  eth  un  nombre 
m  d^  MOYENS  PH0POBTIONNKL3,  c'est-à-dire  w/>  nombre  m  de  qnan- 
tiUs  qui  forment  auec  a  et  hj  considérés  comme  extrêm^Sj  une 
progression  par  quotient. 

Il  suffit,  pour  cela ,  de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des 
termes  à  insérer  étant  m ,  le  nombre  total  des  termes ,  n ,  est  égal 
k  m+^\  on  d^  d'ailleurs  l^^b,  ainsi  la  valeur  de  q  devient 

qzssW  -\  c'est-à-dire  qu'il  faut  dipiser  les  deux  nombres 

donnés  b  «/  a  l^un  par  Vautre^  puis  extraire  du  quotient  une 
racine  d*un  degré  marqué. par  le  nombre  des  termes  à  insérer, 
plus  un. 

La  progression  est  aWs 

Ainsi ,  soit  à  insérer  six  moyen«  proportionnels  entre  les  nombres 
3  et  384. 

Onam  =  6,  d'oi  q  =  ^^~  »/ïl8r=2; 

d'où  l'on  déduit  la  progression 

fi  3  :  6  :  la  :  a4  :  48  :  96  :  19a  :  384. 


SUR   LS«   rROGRXSSIONS   VAR   QUOTIENT.  SoS 

Nous  ferons  bientôt  oonnMtre  des  moyens  plas  expéditUs^cbns 
les  applications  numériques,  de  calculer  le  no&d»«  exprimé  par 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que  sij  entré  tous 
les  termes  d'ime  progression  par  quotient^  considérés  deux  à 
deux,  on  insère  un  même  nombre  de  moyens  proportionnels, 
toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  une  pro^ 
gresiion  unique.  La  démonstration  est  analogue  à  celle  du 
n-  197. 

207.  Des  dix  problèmes  principaux  que  l'on  peut  se  proposer 
sur  les  progressions^  quatre  wooi  susceptibles  d'être  résolus  facî* 
lement.  £n  voici  les  énoncés >  avec  les  formules  qui  y  sont 
relatives  : 

i\  a^  q,  n,  étant  donnés,  trouTcr  /  et  S. 


._/7— a_fl(<y*— i) 
<7  — 1  q 

a**.  a,n,l,  éta^t  donnés,  trouver  q  et  S. 


/  =  c<J— ';     S: 


a» 


^  Va'  n-i  n-i 

3^.  q^n^l,  étant  donnés ,  trouver  a  et  S. 

a-J—   S-MUIL 
-q'-"  *-<,"-(<^-,)- 

4*-  g,n,  s,  étant  donnés,  trouver  a  et  /. 

q^ — I    '  q» — I       * 

Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations 
d'un  degré  supérieur  au  second  ;  ce  sont  ceux  ou  l'on  suppose  in- 
connues les  quantités  a  eXq^  ou  bien  /  et  jjt. 


8a6  lukoi^UTioN 

En  efiPet,  de  la  seeomlo  formule  on  déduit  a  =  Z^—  Sç  -f-S  ; 
d'où,  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  première  /=ay"~', 

ou  bien ,  (S  —  /  )^»—  %— »  +  / »  o, 

équation  du  degré  n  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à 
résoudre. 

Il  en  serait  de  même,  si  l'on  voulait  déterminer  i  et  ^  ;  od 
parviendrait  à  l'équation  aq*  —  Sgr-f-S— a=o. 

208.  Enfin  y  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à  la  ré- 
solution d'équations  d'une  nature  toute  particulière;  ce  sont 
ceux  oix  n  est  inconnu ,  ainsi  que  l'une  des  quatre  autres 
quantités. 

D'abord ,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l'une 
des  quantités  a,  ^  y  /  et  S,  en  fonction  des  trois  autres;  ainsi» 
tout  se  réduit  à  déterminer  n  au  moyen  de  la  formule 
/  =  aq*"'. 

Or,  cette  égalité  revient  à  ^"  =   ^,    éqnation  de   la  forme 

a^zrzbyaeib  étant  des  quantités  connues.  On  appelle  ces  sortes 
d'équations  j  équations  expontntiellesj,  pour  les  distinguer  de 
celles  que  nous  avons  considérées  jusqu'à  présenti  et  dans  les- 
quelles l'inconnue  est  élevée  à  des  puissances  marquées  par  des 
nombres  conous. 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  équations  ^  aux-- 
quelles  se  rattacb^  une  des  théories  les  plus  importantes  des  Ma- 
thématiques, la  théorie  des  logarithmes. 

§  IL   Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des 
logarithmes. 

209.  Résolution  de  l'équation  a'  ==  b.  La  question  consiste  à 
trouver  l'exposant  de  la  puissance  k  laquelle  il  faut  élever  un 
liombre  donné  a,  pour  produire  un  autre  nombre  donné  b. 

Considérons  d'a1)ord  quelques  cas  particuliers. 


Ds  l'Aquation  bxfonkmtiblis.  3^7 

Soit  à  résoudre  Féquation  2* =64*  Kn  âerant  a  à  ses  diffé- 
rentes puîssanoes,  on  reconnaît  bientôt  qne  aS-T64;  donc  jcttS 
satisfiait  i  l'équation. 

Soit  encore  l'équation  3'=a4^.  On  a  pour  solution^  xssS. 
En  un  mot ,  tant  que  te  second  membre  6  sera  une  piêUêancê 
parfaite  du  nombre  donné  a ,  x  sera  un  nombre  entier  que  l'on 
obtiendra  par  l'élération  de  a  à  ses  puissances  sucoessiTes,  à 
partir  du  àegcè  o. 

Soit  maintenant  à  résoudre  l'équation  s'  =s  6.  En  faisant 
ce=a  et  x=3,  on  trouTC  2^=34  et  a'=  8;  d'o&  l'on  voit  que  x 
a  une  valeur  comprise  entre  a  et  3. 

Posons  donc    xs=a  +  «^. . . .  (o:^  est  alors  >  i). 

On  a,  en  substituant  cette  yaleur  dans  la  proposée , 

a"*     "=6    ou    (n'' 180)    a^Xa^^saô;  donc  a**»-, 

ou  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  x^y  (-A    sss  a. 
Pour  déterminer  af,  disons  sueoesnvement  âs^  ss  i ,  a/  ss  a  ; 
=s  -  y  nombre  plas  petit  que  a ,  et 

V^}  ^^A*  '^^^^^'^  P^^'  grand  que  a^  ainsi ,  â/^  est  compris 
entre  x  et  a. 

Posons  donc    x'  =  i  +  -7. . . .  (x*  est  aussi  >  1). 

On  obtient  y  en  substituant  dans  l'équation  exponentielle  en  x'  y 

ouréduisanty  f^J    ss-.. 

/4V       4 
Les  deux  hypothèses  x's=  i  et  x*==  a,  donnent  1^1  =  ^ , 


SoS  mieoumo» 

nombre  plus  petit  que  -,  et  T^J  =  —  =  i  +  -,  nombre  ^\\xs 

3  .      ' 

grand  que  -;  ainsi,  jc^  est  compris  entre  i  et  2. 

Soit  donc    x'  =  i  +  ~9  >     ^^cn  résulte 

X 

d'où  réduisant,  (  g  )     =  5. 

Si  l'on  fait  successÎTcment  x^rs  i,  2,  I,  on  trouve,  pour 
lesdeux  dernières faypotbëses,  f  5  j  =  tpt  =  1  +  2=;^  >  nombre 


<i+5,c!t(|y  =  ^==.i+gY^,iioiïihre>i+i;aiosi, 
r"  est  compf  is  entre  a  et  3. 

Soit  X*  =  a  +  -7-  ;  l'équation  en  «^  devient 

et  par  conséquent,  (-70}      =  q* 

En  opérant  sur  cette  équation  exponentielle  comme  sur  les 
précédentes,  on  trouverait  deux  nombre  entiers  k  et  it  +  '  » 

entre  lesquels  x*'  serait  compris.  Posant  x*'  ±=  ifr  -< — ^,  on  dé- 
terminerait x"  comme  on  a  déterminé  x*^  ;  et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  éqnations 

•*==a  +  ^,X=:i  +  -ïî,  X  =1-^-^,  x^aa2  4.— i 

XX  X  X 
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on  obtient  la  valeur  de  x  sous  la  forme  d'une  fraction  continue 


x=a  + 


.+i 


.+i 


Or  on  sait  (Aritb.,  n^  175)  que,  dans  une  fraction  continue, 
plus  on  prend  de  fractions  intégrantes,  plus  on  approche  de  la 
▼alenr  du  nombre  réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  l'on 
pourra  ,  par  ce  moyen ,  trouver  la  valeur  de  x  propre  à  vérifier 
Téquation  2'  =  6,  sinon  exactement,  du  moins  avec  tel  degré 
d'approximation  que  l'on  voudra. 

Par  exemple ,  en  formant  les  quatre  premières  réduites  d'après 
la  loi  établie  {Arith,,  n®  169) ,  on  trouve 

2    3    5    i3 


et  la  réduite  -7-  ne  diffère  (  Aritb. ,  n**  1 74  )  de  la  valeur  de  x 

que  d'une  quantité  moindre  que  j^^  ou  -7*  Mais  l'approxima* 

tion  est  encore  plus  gt*ande;  car  si  Fon  calcule  la  valeur  de  x*^; 

-T^ji      =sg,  on  reconnaîtra  que  x"  est 

oompris  entre  2  et  3;  ainsi  x^^  =  a  «f"  ^9  donc  la  5*  réduite 

X' 

i3X2  +  5        3i     ..    .     i3  ,.«.       1,1        j 

est  -s — ; —  ,  ou  — .  Ainsi,  -^  dinere  de  la  valeur  de  x, 

5  X2  +  2         12  '   5  * 

d'une  quantité  moindre  que F»  00  ?"•  ^^  réduite  —  en 

difiere  de  moins  que  7 — r-^ ,  ou  — r;  • 
Voici  Ut  méthode  générale:  Soito'rsi  l'équation  à  résoudre. 
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En  formant  les  puissances  successives  de  a,  on  trouve  que  b 

est  compris  entre  a"  et  a""^*  ;  alors  on  fait  x s=  » «f*  *->>  ftuhstî- 

tuant  cette  yaleur  dans  réquation ,  on  obtient  a  ^  sssb,  équa- 
tion qui  revient  à  a"  X  a*=  & ,  d'oi  (  —  j    =  a ,  ou  posant, 

pour  plus  de  simplicité ,  -^  s=  c , .  • . .  c*'  z=  a. 

Opérant  sur  cette  équation  comme  sur  la  proposée ,  on  re- 
connattra  que  af  est  compris  entre  n  elr/'^ifOO  qui  donnera 

x'  =  »'^ — 7;  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  en  x\ 

on  sera  encore  conduit  à  résoudre  une  équation  de  la  forme 

d'^sszc  {d  ayant  pour  valeur  -^),  et  ainsi  de  suite.  Donc 

enGn,  l'on  obtiendra  pour  la  valeur  de  x^une  expression  deia 
forme 

En  poussant  la  suite  des  opérations  convenablement^  on  aura 
la  valeur  de  x  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra  ; 
et  ce  degré  pourra  toujours  s'estimer  ^  puisqu*il  est  marqué 
(^Vrith.,  n®  1^4)  P^^  ^  quotient  de  P unité  dit^isée  par  U  carré 
dudènominateurdë  ta  dernière  réduite  à  laquelle  on  8êrapanfenu. 

a  10.  Remarques,  i®.  Si  l'on  suppose ,  dans  l'équation  a'=6, 
b<^af  comme  on'  a  a®s=:  i  (n*  a4)  et  a^=za^  il  s'ensuit  que 

X  est  compris  entre  o  et  z-,  il  faut  poser  alors  x  =  — >. 

2^.  Si  b  est  une  fraction  et  que  a  soit  plus  grand  que  l'unité, 
il  faut  poser  dans  l'équation  a*  =  6,xs=— j^,  ce  qui  donne 

a~y=6,d'oii  (n"  179),  ay=jpi  et  comme  t  est>  i,  on  déter- 
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minera  jr  d'après  la  méthode  ci^dessus,  et  la  valeur  oorrespon* 
dan  te  de  a:  sera  égale  à  celle  de  y  ^  prise  nigatip^mêfU, 

An  mojeo  de  ces  remarques,  l'application  de  la  méthode 
n'offre  aucune  difficulté.  Seulement  les  calculs  ,  pour  obtenir 
us  grand  degré  d'approxiniation,  sont  asses  laborieux. 

On  peut  y  au  reste ,  s^exercer  sur  les  exemples  suiyans  : 

3'  ss  i5 «  ss       Ay46    à  Q,ai     pr^, 

10'  ss    3 X  z=      0,477  ^  o,ooi  près. 


a 


5*^    ^ x  s=3— -o,a5    à  OyOi     près, 

3 

7 X  =      o,53    à  o,oi     près. 


0-:)'= 


On  suppose  ici  que  Ton  ait  converti  en  fractions  décimales, 
les  réduites  fournies  par  la  méthode. 

an.  Ob  peut  demander  si,  en  suivant  la  méthode  précé* 
dente,  on  sera  conduit  k  une  fraction  continue  d'un  nombre 
limité  de  fractions  intégrantes ,  ce  qui  donnera  pour  x  un 
nombre  commenaurable  et  ^al  à  la  dernière  réduite  de  la  frac- 
tion continue^  ou  bien,  si  le  nombre  des  fractions  intégrantes 
doit  être  illimité,  auquel  cas  x  sera  incommensurable. 

Pour  répondre  à  cette  question,  supposons  dans  l'équation 

a'=:&,   X   égal  k  un  nombre  commeusurable  — ,  et  vojons 

quelle  relation  il  doit  exister  entre  les  nombres  a  et  & ,  pour 
que  cette  valeur  puisse  être  admise ,  c'est-4i-dire  pour  que  x  soit 
commenaurable. 
Soient  en  premier  lieu  aet  b  deux  nombres  entiers;  on  a  Té- 

m 

quation  a  "  =:  A,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  o"=&". 

Il  est  d'abord  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  a  eib  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers; car,  si  l'on  suppose  dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  a,  et  qu'on  divise  les  deux  membres  par  ce  fac- 
teur, le  second  membre ^sera  un  nombre  entier,  et  le  premier 
un  nombre  fractionnaire |  ce  qui  est  absurde  ;  donc,  si  l'on  a, 
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par  exemple ,  a = mFCfy'^ , 

on  doit  airoîr  aussi  «       b^'/'i*\ 

Su]>8iituant  ces  valeurs  dans  l'équation  a**  =:&*,  on  la  cbange 

en  celle-ci,         «•«P^«*y»^^=a»/»'^«îV''^''.  ' 

Cette  nouvelle  égalité  ne  peut  évidemment  subsister  qu'autant     | 
que  les  puissances  d'un  même  facteur  premier  sont  égales  dans     < 
les  deux  membres;  car,  si  elles  étaient  inégales,  en  divisant  les 
deux  menJ>res  par  la  plus  haute  puissance,  on  serait  encore 
conduit  k  ce  résultat  absurde  :  un  nombre  entier  égal  à  un 
nombre  fractionnaire. 

Ainsi,  l'on  doit  avoir  séparément 

mp = np'  j  mq  =  nq  j  mrsKznf^  j  me  s^  ne, 

a-oi,  l'on  déduit         fî^?^=2^  =  î^  =  -. 

n'      p        q         r       e 

Donc,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable ,  il  &ut  et 
il  suffit  que  a  «<  b  soient  composés  des  mimes  facteurs  premiers, 
et  que  les  exposans  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite 
de  rapports  égaux.  Si  ces  deux  conditions  sont  satisfaites,  h 
vdeur  de  Js  est  égale  au  rapport  constant  qui  existe  enti*c  les 
exposans. 

Supposons,  en  second  lieu^  que  a  et  Â  soient  fractionnaires 

h      k 
et  égaux  ^  -t7  »  p  ;  l'équation  û"  =  i«^  devient 

Or,  h  elh' ,  k  ei  W  pouvant  toujours  être  regardés  c6mmc 
premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  de  A"  et  A'"* ,  k^  et  f  ; 
ainsi,  pour  que  l'égalité  précédente  subsiste,  il  faut  que  l'on  ait 
séparément  A""  =  k*^  h'^  =  it'" ,  ce  qui^oonduit  à  des  conditions 
semblables  à  celles  ci^dessus ,  entre  les  numérateurs  et  les  déno- 
minateurs, respectivement  comparés  entre  eux. 

a  12.  Cas  particuliers,  i®.  Si  a  et  &,  étant  des  nombres  en- 
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tiers,  ne  renferment  qu'an  seul  facteur  premier^  x  est  nécessai- 
rement commensurable. 

Soit  l'équation     4*  *=  ^^i ,     qui  revient  à     a**  s=  a*  ; 

5 

il  en  résulte      ax=s  5,  d'oii    a:  =  -. 

a 

Soit  encore    27*= ai 87  ,     Ou    3'**=3%   on  a   a:=  2. 

a°.  ^i  a  n^esi  composé  que  dé  facteurs  premiers  élet^h  à  la 
première  puissance^  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de 
a,  pour  que  x  soit  commensurable;  en  sorte  que  3ù  est,  dans  ce 
cas|,  un  nombre  entier j  ou  bien ,  ii  est  incommsnsurable. 

En  efifet ,  soit  a  —  ACyS" ,  d  oi  b  =  afif'y*^'  ;  Tcqua- 
tîon     a^  =  fc»     devient     arC^yTi^  =  n/^-^^'-^f"^'»  ;     d'où 

l'on  déduit     m^=zp'n  =  g'yi  =  r »  =  «'n ;     ou  bien , 

p'=q'  z=z/  =  s*  \     donc      b  =  ^C^^yP'fP'  =  («^>^)P'  =  a?', 
et  par  conséquent    x  =  p' . 

Ainsi  ^  soit  a=io  =  ax5;  il  faut  que  b  soit  une  puissance 
parfaite  de  10,  pour  que  x  paisse  être  commensurable. 

Théorie  des  logarithmes. 

ai  3.  Introduction-  Si  l'on  suppose  que  dans  l'équation  a^=yj 
a  conserTant  toujours  la  même  valeur ,  on  remplace  ^  par  tous 
les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  cbaque  valeur 
de  y,  déterminer,  par  la  méthode  du  n®  a  10,  la  valeur  de  x, 
sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand  degré  d'ap- 
proxioiation  que  l'on  voudra. 

Supposons  d'abord  a  ^  i  • 

SI  Ton  fait  successivement    x  ==  o,  i ,  a,  3,  4,  5, .... , 

il  en  résulte  y=:a^,on  i,  a,  a%  o^,  a^,  a^....  \ 

donc  f  toutes  les  valeurs  de  7  plus  ^grandes  que  V unité  sont 
produites  par  des  puissances  de  sl^  dont  les  exposons  sont 
POSITIVA  9  entiers  ou  fractionnaires  ;  et  la  i^aleur  de  t.  est  d'au-' 
tant  pins  grande  que  celle  de  y  est  eUe^même  plus  grande. 
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Faisons  ensuite    a:  =  o,  — i,  — 2,  —3,  — 4« 

-^5.. 

•  » 

îl  en  résulte  y  =  a\  oa  i  y       i,      ~  ,     ^,     j^ , 

I 

•  f 

donc,  ft>ZA<es  /m  valeurs  de  y  y  plus  petites  que  l'uniiè ,  sont 
produites  par  des  puissances  de  Aj  dont  les  exposans  sont  néoa- 
'  TI7S  ;  et  la  valeur  de  x  est  d*€iutant plus  grande j  nègativementj 
que  la  valeur  de  j  se  rapproche  plus  de  o. 

^       Soit  au  contraire,     ^  K.  ^     et  égal  à  une  fraction  -7; 

en  faisant  xrsao,       i,       2^       3,       4*       5..., 

ontrouve^^J,  ou    i,      -^,     y-,   ^,    ^,   ^,..., 

et,  si  l'on  fait  âfsso^  —  1,  —  2,  —  3,  — 4»-~5-''» 

on  obtient  j«i/-7J     ou    i,     a',     a'*,     a'^,     d'^,     a'*,..; 

c'est-à-dire  que,  dans  Thypothëse  de  a  <^  i ,  tous  les  nombres 
sont  engendrés  avec  les  dÎTcrses  puissances  de  a,  dans  un  ordre 
inverse  de  celui  oii  ils  le  sont  lorsqu'on  suppose  a  ^  i. 

Mais  il  n'en  résulte  pas  moins  cette  conséquence  générale, 
que  tous  les  nombres  absolus  possibles  peuvent  être  engendrés 
avec  un  nombre  absolu  quelconque^  mais  constant ^  en  l'élepont 
à  des  puissances  comfenables. 
^••^  N.  B.  \\  fa  A  toutefois  supposera  différent  de  l'unité ,  car 
Ton  sait  que  toutes  les  puissances  de  i  sont  égales  à  i . 

21 4-  Gela  posé,  concevons  que  l'on  ait  formé  une  table  ren- 
fermant,  d'une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à.c6tc  de  ces 
nombres,  les  exposans  des  puissances  auxquelles  il  faudrait 
élever  un  nombre  invariable  j  pour  former  tous  ces  nombres; 
on  aura  l'idée  d'une  table  de  logarithmes. 

On  appelle  en  général ,  logarithme  d!un  nombre  ^  F  exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  il  aJuUu  élever  un  certain  nombre 
invariable  J  pour  produire  le  premier  nombre. 
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Le  nombre  inyariable  peut  d'abord  être  pris  tout-à-iait  arbi- 
trairement (pounrn  qu'il  soit  ^  ou  <^  i);  mais  une  fois  cboisî, 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  tons  les  nombres,  et 
porter  le  nom  de  bcue  du  système  dé  logaritbmea 

Quelle  que  soit  la  base  que  l'on  a  clioisie,  le  logarithme  de 
la  base  est  Vunité^  et  le  logarithme  de  i  est  o. 

En  efPety  on  a  I^    a'  =  a,    d'où    log  a  =:  i^ 
a®,     a^sss,  I ,    d'où    log  1=0. 

(On  désigne  ordinairement^  pour  abréger ,  le  mot  logarithme 
par  les  trois  premières  lettres  logj  ou  simplement  par  la  pre- 
mière lettre  U^  que  l'on  fait  suivre  à!  un  point  ti  du  nombre  que 
l'on  considère*) 

Voyons  actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de 
logarithmes ,  par  rapport  aux  calculs  numériques. 

2 1 5.  Multiplication  et  division  arithmétiques.  Soit  d'abcNrd  » 
nne  suite  de  nombres  j^,  y',  'y",  j^*  . . .  à  multiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (  qu'on 
suppose  déjà  calculés),  et  par  x,  oi^  x"  ^  x" ...  les  logarithmes 

On  a  j  d'après  la  définition  (n*"  2i4)  >  la  suite  d'équations 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  et  appliquant  la 
règle  des exposans  établie  n^  180,  on  trouve 

yyyy. . ,  =  a»^-'-hx'r+^4-. . . . 

Donc ,  lojgjr//...=aH-a?'+x'+...=  logjr + log/H- 108^"+...  ; 
c'estià-dire'que  le  logarithme  d^un  produit  est  égal  à  la  somme 
des  logctrithmAS  des  facteurs  de  ce  produit 

Soient  en  second  lieu  deux  nombres  j^  et  y'  à  diviser  l'un  par 
l'antre ,  a;  et  a/  leurs  logarithmes^  on  a  encore  les  équations 

y  =  a'j  y  =  a''  -,    d'où  l'on  déduit  (n*»  ï8o)    ^ = a*-*'.' 
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Donc ,  log  ^  =  X  —  x'  =  log>  —  lop/ ; 

c'est-à-dire  que  le  hgarithmê  du  quotient  d*une  division  est 
égal  à  la  différence  entre  le  logarithme  du  diçidemle  et  le  Icgtt- 
rithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  Si  l'on  a  une  multi- 
plication à  effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes 
des  facteurs  el  faisant  la  somme  de  ces  logarithmes ,  on  aura 
le  logatrithme  du  produit^  donc,  en  cherchant  ce  nouTcau  loga- 
rithme dans  la  table ,  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond, 
on  obtiendra  le  produit  demandé.  Ainsi,  joar  une  simple  adJi" 
tionj  on  trouve  le  résultat  d*une  multiplication. 

De  même ,  si  l'on  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre,  on 
retranche  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende ,  puis 
on  cherche  à  quel  nombre  correspond  la  différence;  c'est  le  quo- 
tient cherché.  Ainsi,  par  une  simple  soustraction,  on  obtient 
te  quotient  d'une  division*  * 

21 6.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  Soit, 

en  général;  un  nombre  y  à  élever  à  la  puissance  —  ;  désignant 

toujours  par  a  la  base,  et  par  x  le  logarithme  de  y,  on  a 
l'équation  yssa"^, 

d'oii,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  —, 

m  m 

—  — .« 

m 

Donc,  logV*  =  — .xss=— .  logy; 

•^  n  n  ^ 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l'es-- 
posant  de  la  puissance» 

Soit,  comme  cas  particulier,  n=i;  il  en  résulte 

^^Sy'^^'^^^^yf  équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue 
au  précédent 
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Soit  maintenant  m  ==  i ,  »  étant  quelconque^  il  en  résiiUe  ^  ^  ,: } 

log  y"  ou  log  V<y  =  - -log  y  ;        v       -    ;< •   > 

c'est-à-dire  que  Z^  Icgarilhme  d'une  racine  de  degré  quelconque  ; . 
d'un  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombré^-^i, 
dÎTisé  par  l'indice  de  la  racine. 

Conséquence.  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre,  il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la 
table,  de  le  multiplier  par  l'exposant  de  la  puissance,  puis  de 
chercher  le  nombre  correspondant  à  ce  produit.  On  a  ainsi  la 
puissance  demandée. 

Be  même,  pour  extraire  une  racine,  il  suffit  de  diviser  le  lo- 
garithme du  nombre  prO{x>sé  par  Vindice  de  la  r.acine,  puis  de 
IchercherÀ  quel  nombre  correspond  le  quolient;  on  a  la  racine 
demandée.  A.\nsi, par  une  simple  multiplicaiiun  et  une  simple 
division^  on  trouve  le  résultat  d'une  formation  de  puissance  et 
d^une  extraction  de  racine j  opérations  dont  les  procéBés  ordi- 
naires sont,  comme  on  l'a  vu,  très  laborieux. 

217.  Les  propriétés  que  Von  vient  de  démontrer  sont  indé- 
pendantes de  toute  espèce  de  systënfl»  de  logarithmes;  tnais^Ies 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites ,  c'est-^à-dire  l'usage  qu'on 
en.  peut  faire  dans  les  calculs  numériques ,  supposent  la  cons- 
truction d'une  table,  renfermant  d'un  côté  tous  les  nombres^ 
et  de  l'autre  les  logarithmes  de  ces  nombres,  calculés  d'après  une 
base  donnée.  Or,  pour  former  cette  table >  il  faut,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  eh  considérant  l'équation  a'  r=r^,  faire  passer 
y  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles ,  et  déterminer  la  va- 
leur de  X  correspondante  à  chacune  des  valeurs  de  ^,  d'après  la 
méthode  du  n^  209. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la 
base  est  égale  à  i  o ,  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolution 
de  l'équation  10'  =3^*  ^^  faisant  successivement  j^  égal  à  la 
suite  des  nombres  naturels,  i ,  !2,  3,  4»  5,  6...,  on  a  à  résoudre 
les  équations 

io*=i,     10*  =  2,     10*  =  3,     10*  =  4.... 
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Ob.<servon$  (Tailleurs  qu'il  siifiit  de  calculer  directemeiit,  d\v 
prcs  la  méthode  (lu  n^  209  Jes  lo^^aritlimcsdcs  nombres  premiers 
1,2,3,5,7,  II,  i3,  17...;  car  lous  les  autres  nombres  entiers 
résultant  de  la  multiplication  de  ces  dilTéreos  facteurs,  leurs 
logarithmes  peuvent  (n**  2i5)  s'obtenir  par  l'addition  de»  loga" 
rîthmes  des  nombres  premiers. 

C'est  ainsi  (|ue,  6  étant  décomposable  en  2  X  3,  on  a 

log  6  ==  log  2  -+•  log  3; 
dem<^nte,  24  =  2*^x3;  donc  log  a4=  3  log  2  + log  3. 

.  Soit  encore  36o  =  2^x3*x5;     il  en  résulte 

log  36o  =  3  log  2  +  2^  log  3  -f-  log  5. 

11  snflTisait  éi^aîcmcnt  de  placer  dans  les  lalih's  les  logarithmes 
des  nombres  enlicrs;  car,  en  vertu  de  la  propriété  (n*  21 5)  re- 
lative à  la  division,  on  obtient  la  logarithme  d'un  nombre  frac- 
tionnaire, en  retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du 
dividende. 

218.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  l'on  veut, 
au  mojen  de  celle-là. 

Soient  en  effet  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  formé, 
b  la  base  d'un  nouveau  système  à  construire,  désignons  par  N  un 
nombre  quelconque,  par  log  N  et  X ,  ses  deux  logarithmes  cal- 

X 
culés  d'après  les  bases  a  et  6 ,  on  a  l'éc|uatîon  6    =  N. 

D*oh,  en  prenant  lès  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le 
système  dont  la  base  est  a ,  X.  log  i  =:  log  N. 

Donc  X  =  s j . 

log  6 

Ce  qui  pfou^e  que,  connaissant  le  logarithme  cPnu  nombre  dans 
im  premier  systèmej  pour  apoir  le  logarithme  du  même  nombre 
dans  un  second  système j  U  faut  diviser  le  Icgarithme  du  nombre 
calculé  dans  le  premier  systéme^par  le  logarithme  de  la  nouvetie 
base,  calculé  aussl.danti.  VanGien  système; 
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Ainsi  le  logarithme  de  4,  àam  le  système  dent  la  base  est  3, 
a  pour  valeur  j^,  log  4  et  log  3  étant  deux  logarithmes  cal- 
calés  dans  le  système  connu  dont  la  base  est  lo. 

Soient  N,  K',  N^...  une  suite  de  nombres,  a  la  i>ase  d'un 
système  déjà  formé,  b  celle  d'un  système  à  construire;  on  a  la 
série  d'équations , 

d'où  ]*ou  Toit  qu'une  première  table  étapt  déjà  formée,  sî 
Pon  veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n'y  a  qu'à  multiplUr 
Us  logarUhmeu  du  premier  syatèmeipar  la  quanlité  jcomtante 

I — 'y  Cette  quantité  constante,  qui  sert  à  passer  d'«ne  table  à 

une  autre,  s'appelle  module  de  la  nourelie  table  par  rapport  à 
l'anciennei. 

§  III.  Disposition  et  usage  des  tables  oniinaires.  . 

Quoique,  dans  toutes  les  tables  connues,  on  ait  placé  en  télç 
de  l'ouvrage  une  explication  sur  la  manière  dont  elles  sont  dis- 
poséesi  et  sur  î'asagc  qu'on  peut  en  faire,  nous  croyons  devoir 
entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet ,  -parce  que  nous  nous 
sommes  aperçu,  dans  nos  cours ,  que  les  élèves  qui  entendaient 
fort  bien  la  théorie  des  logarithmes,  étaient  néanmoins  embar- 
rassés dans  les  applications  les  plus  simples  de  cette  théorie 
faute  de  secours  suJKsans  pour  eHcctuer  ces  applications. 

Nous  supposerons  que  Ton  ajt  entre  les  mains  les  tables  de 
Callet,  parce  qu'au  moyen  de  tables  moins  étendues,  il  est  im- 
possible d'obtenir  des  résultats  suffisamment  exacts.  Les  prin- 
cipes que  nous  allons  établir  n'en., seront  pas  moins  applica- 
bles à  ces  autres  tables. 

2 19.  On  a  déjà  vu  (n**  212)  que,  dans  Irt  s}'stème  dont  la  base 
çst  10,  il  n'y  a  que  les  puissances  parfaites  de  10,  telles  q«e 

22.. 
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100,  loooy  loooo...  qui  puissent  avoir  des  logarithmes -com/Ti^n- 
sûrablea.  Tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logaritlimes 
incommensurableaj  que  l'on  n'a  pu  obtenir  qu'avec  un  certain 
degré  d'approximation. 

Les  tables  de  Callet  donnent  ces  logarithmes  exprimés  en 
fractions  décimales,  et  exacts  [usqu'au  7*  chiffre  décimal  in- 
clusivement. 

Gela  posé,  voici  quelques  notions  importantes  sur  la  compo- 
sition des  logarithmes  ordinaires. 

Si  l'on  fait  dans  l'équation  10'  =j^^ 

fl;=o,  1,  2,  3,  4^  ^•—  ^ — *>«> 
il  en  résulte  J^=  i  >  10,  100, 1000,  loooo,  1 00000...  10"*'*,  10*. 
PosantensuHe«=so,— I, —2,  — 3>     — 4«" — ('*"~0i — '** 

I       I         I  I  I  I 

on  trouve         y^=i> — > > 1 1 — ïhT"*»  — ::• 

^  lo    100    1000    10000   10"   *  lO* 

Donc,  1**.  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  qiie 
l'unité  sont  positifs  et  croissent  depuis  o  jusqu'à  l'infînl;  les 
logarithmes  des  fractions  sont  négatifsj  mais  ils  ont  une  valeur 
absolue  d'autant  plus  grande,  que  la  fraction  est  plus  petite,  en 
sorte  que ,  si  l'on  coosidëre  une  fraction  moindre  que  toute 
grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur 
absolue  est  infiniment  grande,  ce  que  l'on  exprime  d'une  ma- 
nière abrégée  ,  en  disant  :  %iro  a  pour  logarithme  V infini  néga- 
tif, ou  log  o  =  —  00. 

2**.  En  considérant  un  nombre  entier  d'un ,  de  deux ,  de  trois...^ 
et  en  général  de  n  chiffres,  comme  ce  nombre  est  compris 
entré  i  et  10,  10  et  1000...,  100  et  1000,  et  en  général  entre 
lo"""*  et  10",  il  s'ensuit  que  la  partie  entière  de  son  loga- 
rithme est  égale  à  o,  i ,  2,  3. . . .  n  —  1  -,  c'est- à -^ dire  que 
cette  partie  entière  renferme  autant  d'unités  moins  une  qu'il 
y  a  de  chiffres  dans  le  nombre.  Ainsi  3749 9  par  exemple, 
étant  compris  entre  1000  et  loooo,  ou  10^  et  10^,  son  loga- 
rithme a  3  pour  partie  entière ^ quant  à  la  fraction,  elle  est. 
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comme  nous  Pavons  déjà  dît,  réduite  ordini^irement  en  dé- 
cimales. 

On  a  donné  le  nom  de  caractéristique  à  la  partie  entière  du 
logarithme  d'un  nombre ,  pai^ce  que  l'on  voit,  à  sa  seule  inspec- 
tion,  entre  quels  ordres  d'unités  tombe  le  nombre  qui  corres- 
pond k  ce  logarithme.  Par  exemple,  que  la  caractéristique  soit 
égale  à  5;  on  peut  conclure  que  le  nombre  correspondant  est 
compris  entre  lo^  et  lo^,  ou  est  composé  de  six  chiffres.  La  ca^ 
ractéristique  se  compose  d^ autant  (ï unités  moins  uhb  qu^U  y  a 
de  chiffres  dans  le  nombre, 

220.  G>nnai8sant  le  logarithme  d*un  nombre  quelconque,^ 
on  obtient,  par  l'addition  de  1,2,  3....  unités  à  la  caractéris- 
tique seule  j\e  logarithme  d'un  nombre  1.0,  100,  looo....  fois 
plus  grand.  £n  effet,  on  a  (n^  2i5) 

log  (a  X  lo»)  =  log  a  +  log  lo"  =  log a  +  wj 

ce  qui  prouve  qu'il  suffit  d'ajouter  n  unités  à  log  a ,  pour  avoiiK 
celui  d'un  nombre  10*  fois  plus  grand  que  a]  or^  cette  addition, 
ne  peut  porter  que  sur  la  caractéristique. 
Réciproquement,  on  a  (n^  ai 5) 

1<^  Y?^  =Ioga  — log  io»=:loga  — »j 

ainsi ,  il  suffit  de  retrancher  n  unités  de  log  a,  pour  avoir  .^lui? 
d'un  nombre  10"  fois  plus  petit  que  a;' et  cette  soustraction  peuV 
se  faire  sur  la  caractéristique  seule. 

Cest  là  ce  qui  rend  le  système  dont  la  base  est  10  plus  avanta- 
geux que  tout  autre.  Gomme  on  a  souvent  besoin  de  muVlipUer 
ou  diviser  par  10,  100,  looo. . . . ,  ces. opérations  se  réduisent 
à    de  simples  additions  ou  soustractions  d'unités.  Les  loga^^- 
rithmes  des  fractions  déqimales  sont^  à  la  caractéristique  prèe^ 
les  mêmes  que  ceux  des  nombres  que  Pon  obtient  en  faisant  ab^^ 
traction  de  la  virgule* 
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Usa;re  des  labiés. 
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Comme  II  était  impossible  de  placer  dans  les  tables  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres^  on  y  a  inséré  seulement  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  une  certaine  li- 
mite (celles  de  Callet  vont  jusqu'à  108000)  ;  mais  si ,  pour 
effectuer  un  calcul  numérique,  on  Teut  employer  le  secours 
des  logarithmes,  il  est  indispensable  de  savoir  résoudre  ces 
deux  questions  :  i*^,  un  nombre  quelconque  étant  donné ,  dêler- 
miner  son  logarithme;  2?.  un  logaritJime  étant  donné j  détermi- 
ner le  nombre  qui  lui  appartient, 

Voici  le  moyen  de  résondce  ces  deux  questions  : 

HAÏ.  Un  nombre  étant  donné,  déterminer  son  logarithme? 

Considérons  d'abord  un  nombre  entier. 

Si  le  nombre  proposé  n'excède  pas  108000^  on  cherche  ce 
nombre  dans  la  colonne  des  tables ,  marquée  "N ,  et  l'on  trouve 
immédiatement  à  côté  son  logarithme. 

Soit  maintenant  le  nombre  34735879^  qui  excède  les  limites 
des  tables. 

Ce  nombre  ayant  8  chiffres^  la  caractéristique  de  son  lo- 
fçarilhme  est  égale  à  7;  ainsi  la  question  se  réduit  à  trouver 
la  partie  décimale  de  ce  logarithme. 

Or,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  la?  220 ,  que  cette  partie  dé- 
cimale est  la  même  que  celle  de  log  34735,879. 

Far  cette  préparation ,  qui  consiste  a  séparer  vers  la  droite 
du  nombre-  assez  de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  se 
trouve  dans  la  table j  on  obtient  un  nombre  compris  entre 
34735  et  34736;  ainsi  son  logarithme  est  égal  à  log  34735 ,  plus 
une  partie  de  la  différence  qui  existe  entre  log  34736  et  log 
34735.  Or,  on  a ,  d'après  la  table ,  Tog  34735=^  5407673.  (11  est 
inutile  de  considérer  la  caractéristique.) 

La  table  donne  aussi  pour  différence  entre  log  34736  et 
log  34735 ,«.;.  1^5  unités  de  fordre  du  7*  chiff're  décimal. 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  partie  de  cette  différence  qui, 
ajoutée  à  5407673,  donne  log  34735,879,  on  établit  cette 
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pro|)orlion  :  Si,  pour  une  unilè  de  différence  entre  les  deux 
nombres  34736  et  34735,  on  a  laS  dix  ^  millioniè nies  de 
différence  entre  leurs  logarithmes  j  combien  pour  0,879  ^f^^''^ 
34735,8^9  et  34735^  aurait" on  de  différence  entre  leurs  loga- 
rithmes ?  ou  bien  y . 

I  :  125  ::  0,879  •  ^=125x0,879  =  109,875; 

et  ce  produit  iO(),875,  ou  plutôt  iio  dix-'mUlionièmes^  exprime  ? 
la  quaulité  à  ajouter  à  54^*7673,  ce  qui  donne  5407783.  Donc 
enfin  ,  le  logarithme  du  nombre  proposé  est  7,5407783.  . 
Dans  la  pratique,  on  dispose  ainsi  les  calculs  : 

Kombre  proposé,   S4735879; 
séparant  trois  chiffres  Tcrs  la  droite ,   34735 ,  879 

log  34735=5407673. 

Difîl^rence  entre  les  deux  logarithmes 

consécutirs.  .  .  .  ^  • ia5 

Différence  des  nombres  . 0,879 

Produit 109,875 

à  a)ooter  à  log  34735. 110 

Soi]mie=  5407783  ; 

donc ,  log  34735879  =  7 ,  5407783. 

Soit,  pour  second  exemple,       7054089; 

séparant  seulement  deux  chiffres ,  70540 ,  89 , 

log  70540=8484355; 

différence  de  la  table. . .  62 

d  i  fférence  des  nombres..       0,89 

Produit 24,18 

à  ajouter  h  log  70040 t     î»4 

Somme =8484379. 
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mais  le  nombre  proposé  a  sept  chiffres ,  donc 

log  7054089  =6, 84843 79i 

On  trouverait  de  même ,       1.  70004789  =  7 ,8451274. 

Remarque.  Pour  résoudre  la  question  précédente ,  on  a  établi 
une  proportion  entre  les  différences  des  nombres  et  les  diffé^ 
'rehces  de  leurs  logarithmes.  Nous  démontrerons  (n**  237)  que 
cette  proportion  n*est  jamais  exacte  ;  mais  elle  approche  d'au- 
tant plus  de  l'çxactitude^  q^e  les  nombres  pour  lesquels  od 
l'établit  sont  plus  grands.  Nous  ferons  voir  que,  lorsqu'on  fait 
usage  des  tables  de  Callet,  Terreur  n'influe  pas  sur  le  7^  chiffre 
décimal  du  logarithme,  tant  que  les  nombres  sont  au-dessus 
de  1000.  Voila  pourquoi,  quand  un  nombre  excèdç  les  limites 
des  tables,  on  doit  séparer  \ers  sa  droite  le  moins  de  chiffresr 
possible. 

Supposons  que  le  nombre  soit  fractionnaire. 

Si  le  nombre  est  composé  d'un  entier  et  d'une  fraction  j, 
on  réduit  d'abord  l'entier  en  fraction  j  puis  on  retranche  le 
logarithme  du  dénominateur^  de  celui  du  numérateur. 

Ainsi , 

log  359g=log  1^=4,1893218— 1,6334685^2,5558533. 

Si  le  fKunbre  est  une  fraction  ^  le  logarithme  est  négatifs 
et  on  l'obtient  en  retranchant  le  logarithme  du  numérateur 
de  celui  du  dénominateur  et  affectant  le  résultat  du  signe  ^-  ; 

ainsi,  log^  =  — (log  9— log  7)  =—  o,  10914447. 

Si  lé  nombre  est  une  fr€tction  décimale  j  on  fait  d'abord 
abstraction  de  la  virgule^  puis,  après  avoir  obtenu  le  loga- 
rithme du  nouveau  nombre,  on  retranche  de  ce  logarithme 
autant  d'unités  qu'il  y  aidait  de  chiffres  décimaux. 

Exemples:  Log  75,47325=fog  7547825 — 5=:  1,8777931; 
log  o,o739=^log  739—4=— (4— log  739)=— i,i3i 3556.; 
logo,oo4734=log4734'~6e=— (6— log4734)=— 2,3477327. 
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Si  le  nombre  est  une  fraction  décimale  périodique  jOXi  com- 
mence par  la  convertir  en  fraction  ordinaire,  et  on  agit  comme 
ci-dessus;  ainsi, 

^    log  37,375375..  ,=  108 37^  =  i,57!z5856. 

999 

De  même , 

log  3, 1430,830,8. . .  .=  log  ^^  =  1 ,497355.. 

222.  Un  logarithme  étant  donné ,  trouver  le  nombre  qui  lui 
correspond? 

Il  se  présente  deux  cas  principaux:  ou  le  logarithme  donné 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

Premièrement^  s'il  est  positif  et  que  sa  caractéristique  soit  4  > 
qui  est  la  plus  forte  des  tables,  on  cherche  ce  logarithme 
parmi  ceux  des  nombres  de  cinq  cbifiPres;  et  il  peut  arriver 
qu'il  soit  dans  la  table,  auquel  cas  on  trouve  à  côté  le  nombre 
correspondant. 

Ou  bien ,  ce  logarithme  tombe  entre  deux  logarithmes  con- 
sécutifs ,  et  dans  ce  cas ,  le  nombre  cherché  est  égal  au  plus 
petit  àes  deux  nombres  qui  correspondent  à  ces  logarithmes  ^ 
plus  une  certaine  fraction ,  qu'il  faut  déterminer,  du  moins  ap^ 
proxima  tii^ement. 

Désignons  par  L  le  logarithme  proposé,  par  log  iN  le  plus 
petit  des  deux  logarithmes  consécutifs  qui  le  comprennent. 
Soient  d'ailleurs  i"  la  différence  (donnée  par  la  table)  entre 
les  deux  logarithmes  consécutifs,  et  f  la  différence  entre  L 
et  log  IV;  pour  obtenir  la  fraction  cherchée,  on  établit  la 
proportion  : 

Si  pour  i'j  différence  entre  deux  logarithmes  âonsicutifo, 
log  N  tf/  log  (W  -f-  i),  on  a  une  unité  de  différence  entre  les 
nombres^  combien  pour  ^  ^  différence  entre  L  et  log  N>  doit-on 
avoir  de  différence  entre  les  nombres  ? 

^' 

pubien,  J"  :  I  ::  <r  :  x=-j', 
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et  la  valeur  de  ce  quatrième  terme  est  ce  qu'il  faut  ajouter  à  N 
]H>ur  avoir  le  nombre  demandé. 

li  sera  démontré  plus  loin  que  l^trreur  commise  lorsqu  on 
établit  cette  proportion ,  n'influe  pas  sur  les  centitmea  du  nombre 
cliercbé^  pourvu  que  le  nombre  soit  au-dessus  de  loooo. 

Exemples.   Soit  proposé  le  logarithme.  «...  497325679. 
On  trouve  dans  la  table ,  pour  le  plus  petit  des 
deux  logarithmes  qui  le  comprennent 49  7^25626 

DifTérencîC.  .  •.  .  .    53. 

Le  nombre  ^ui  correspond  à  4  9  7^25626  est  5402 1  ; 
la  dîiTércnce  entre  log  54022  et  log  540221  est  81. 

/  53 

Proportion^     81  :  1    II  53  !  x==g-=o,G5,  à  0,01  près; 

donc  49  7^25679  =  log  5402 1 ,65. 

On  trouverait  de  méme^  49  0794685=log  12007  >94>  ^  ^9^*  près. 

Siy  le  logarithme  étant  positif,  sa  caractéristique  est  mojndre 
que  4 9  on  commence  par  s'assurer  s'il  est  tout  entier  dans 
la^  table  9  auquel  cas  on  aurait  de  £utte  le  nombre  corres- 
pondant. ^ 

S'il  n'y  est  pas  tout  entier,  07»  rend  d'ahoixi  la  caractérisliqne 
ég€tle  à  49  pAr  l'addition  d'un  nombre  convenable  d'unités  (afiii 
de  pouvoir  établir  la  proportion,  qui,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit ,  n'est  suffisamment  rigoureuse  que  lorsque  les  nombres  sont 
au-dessus  de  loooo);  on  rechercJie  le  nombre  qui  correspond  à  c€ 
noupéau  logarithme  j  après  quoi  Von  dii^ise  ce  nombre  par  10, 
100 , 1 000.  ,\ . ,  suivant  que  l'on  a  été  oblige  d'ajouter  i ,  2^  3. ... 
unités  à  la  caractéristique. 

Ainsi ,  soit  proposé  le  logarithme  2 ,  4^67398. 

Ce  logarithme  n'est  pas  tout  entier  dans  la  table  ;  mais  en 
lui  ajoutant  2  unités,  on  trouve  49  4^7398  =  log  28624,63» 
a  0,01  près  ;  donc  (n"  220).  .  .  .  2, 4567398  =  log  286, 2463 . 

On  trouverait  pareillement  o, 3472586  :=  log  2,224634 ,  ré- 
sultat exact  à  0,00000 1  près. 
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S»  la  «Caractéristique  excède  4>  on  la  rendigaU  à  4>  par  la  sous- 
traction d'un  nombre  coarenable  d'unités;  on  détermine  le 
nombre  correspondant  à  ce  noupeau  logarithme j  puis  on  multi^ 

plie  ce  nombre  par  10^  100 ,  1000 ,  suivant  que  l'on  a  sous- 

trait,  172,3 ,   unités  de  la  caractéristique. 

Ainsi,  «oit  7,6840867  le  logarithme  proposé.  En soostrajant 

3  unités,  on  trouve  ^,6840667  =  log  483i2,i9  ;  donc 

7,6840567  =:Iog  483 12190  h  une  dixaine  près.  {Les  tables  ne 
peuvent  donner  ici  un  plus  grand  degré  d' approximation  J) 

Soit  encore  13,7412769;  on  a  4>74*^7^=^®g  55iî5,90, 
donc  13,7412769  =  log 55 II 5900000000  ,  à  une  dixaine  (h 
millions  près. 

Secondement  j  si  le  logarithme  donné  est  négatif,  le  nombre 
qui  lui  correspond  est  une  fraction  que  l'on  peut  obtenir  avec 
un  très  grand  degré  d'approximation. 

Soit, par  exemple, — a,4^^7S;^9  '^  logaritlmie  proposé;  on 
voit  dé}à,  d'après  l'inspection  de  ce  logarithme,  que  le  nombre 
cherché  est  compris  entre  0,01  et  0,001.  [Voyez  v^  219.) 

Pour  l'obtenir,  commençons  par  ajouter  7  unités  à  ce  loga- 
rithme ,  oe  qui  revient  à  le  retrancher  de  7,0000000  (cettp  pré^ 
paration  a  pour  but  de  rendre  la  caractéristique  égale  à  4)*  On 
obtient  -4-7  —  a4537875  =  4,5462i25  =  log35i73>25-,  mais^ 
en  ajoutant  7  unités li  la  caractéristique,  on  a  (n**  220)  multiplié 
le  nombre  par  1 0000000;  ainsi,  pour  obtenir  la  vraie  valeur  du 
nombre  cherché,  il  faut  avancer  la  virgule  de  7  rangs  vers  la 
gauche^  oe  qui  donne 

—  2,4537875  :=logo,oo35i  7325,  à  0,000000001  près. 

iVi.  B.  Le  plus  souvent,  lorsqu'on  cherche  le  nombre  corres<- 
pondant  à  un  logarithme  négatif,  on  n'a  pas  besoin  d'établir 
la  proportion,  parce  que  le  nombre  entier  que  l'on  trouT.c 
d'après  la  table,  donne  déjà  le  degré  d'approximation  désiré»  ' 

On  ti'ouvera  d'après  ces  principes , 

—  0,9817496  =  log  0,1042918, 
— •  3,2781036  =^  log  0,00052710. 
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H  est  encore  un  autre  moyen  de  déterminer  le  nombre  corres- 
pondant à  un  logarithme  négatif;  mais  ce  moyen  conduit  orAva 
naîrement  k  un  résultat  moins  exact  que  le. précédent. 

Reprenons  le  logarithme,  '—2,4^37875,  qui  revient  à 
log  I  —  3,4537875  (puisque  Ton  ^log  1  =  0). 

Si  l'on  appelle  x  le  nombre  correspondant  k  2,4537875 ,  il 

Tient  log  I  r-  2,4537875  =  log  1  — log  3?  =  log  -  ;  d'où  il  suit 

que,  pour  trouver  le  nombre  demandé,  il  suffit  de  dipUer  Va- 
nité par  le  nombre  qui  correspond  au  logarithme  proposé, 
abstraction  faite  de  son  signe. 

Mais  comme  x  ne  peut  être  obtenu  qu'avec  un  degré  d'ap- 

proximatîou  qui  est  souvent  très  b^mç,  le  quotient  de  l'unité 

par  ce  nombre  n'a  souvent  lui-même  qu'une  approximation 

très  limitée  ;  en  outre ,  on  ne  peut  déterminer  d'une  manière 

'  précise  le  degré  d'approximation  ,  puisque  le  dénominateur 

de  la  fraction  -  n'est  pas  exact;  cependant  on  emploie  quel- 

X 

quefois  ce  moyen,  surtout  dans  les  questions  qui  ne  de- 
mandent pas  une  grande  exactitude,  parce  qu'il  est  le  plus 
expéditif. 

saâ.  Des  compU mens  arithmétiques.  Il  arrive  fréquemment , 
dans  les  applications  logarithmiques,  que  l'on  a  à  déterminer 
le  résultat  de  l'addition  et  de  la  soustraction  de  plusieurs  loga- 
rithmes. Or,  on  a  imaginé  de  ramener  cette  suite  d'opérations 
à  une  seule  addition  p  par  le  moyen,  des  complémens  arithmé- 
tiques. 

On  appelle  complément aritïimétique  d'un  logarithme,  c«  qui 
manque  à  ce  logarithme,  pour  valoir  10  unités  entières, ou,  ce 
qui  revient  au  même,  le  résultat  que  l'on  obtient  en  retranchant 
le  logarithme  proposé,  de  lo. 

Ainsi ,  compl.  3,4725843  =  10  —  3,4725843  =6,5274157  » 
compl.  2,7325490  =  10  —  2,7325490  ==7>26745io. 

On  obtient  un  complément,  en  retranchant  le  premier  chijff^rx 
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û  droile,  8*il  est  significatif j  de  lo ,  et  tous  les  autres  de  9.  Ce 
complément  peut  donc  être  formé,  pour  ainsi  dire,  d'aprrs 
riuspection  d'un  logarithme,  ou  d'après  sa  dictée.  Cela  posé, 
Yoieî  l'usage  des  complémens  arithmétiques. 

Que  l'on  ait  à  trouTer  le  résultat  numérique  de  l'expression 
^-/  + r  —  r  —  /*^  +  /'  — etc. ...,  ^,  f, /'..•.  étant  des  lo- 
garithmes à  ajouter  et  à  soustraire  entre  eux. 

On  observera  que  l'expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 


l  +  l''^l^+no  —  e+io  —  r+  10  — /'^  —  3o, 

ou  bien 

/  +  r  -J-  r  +  comp.  F  +  comp.  ^  -f"  comp.  /"  —  3o  ; 

c*est-à-dîre  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  il  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  complémens  des  loga^ 
rithmes  soustractifs^  puis  retrancher  de  cette  sommej  autant 
de  fois  10  y  que  l'on  a  pris  de  complémens. 

Par  le  moyen  ordinaire ,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
additifs,  celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus 
petite  somme  de  la  plus  grande ,  ce  qui  entraînerait  dans  deux, 
additions  et  une  soustraction;  tandis  que  par  celui-ci >  on  n'a 
qu'une  seule  addition  à  efFectiier,  sauf  les  opérations  qui  consis- 
tent à  prendre  les  complémens^  et  qui  sont  trop  simples  pour 
entrer  en  ligne  de  compte. 

224*  L'emploi  des  complémens  donne  naissance  à  une  espèce 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  — z. 

On  a  log  -^  =log7  —  log  i5=log7  +comp.  log  i5 —  10, 

log    7  =s  0^84509804 
comp.  log  i5  =  8^82890874 

9,66900678 
retranchant  10,. . .  —  0,33099822 
ou  bien, —  i  •669oo678i 
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exact  jusqu  à  la  7*  décimale  inclusivenaent.  Or^  l'on  trouve  dans 
l'ouvrage  de  Gallet^  à  la  suite  des  tables  ordinaires ,  une  autre 
table  qui  donne  les  logarithmes  avec  20  décimales;  ainsi  l'on 
peut  toujours  prendre  ces  logarithmes  avec  deux  oti  trois  déci- 
males de  plus  que  dans  les  tables  ordinaires. 

Cela  posé,  soit  k  former  la  5®  puissai&ce  de  29;  on  a  (n®  216) 

log  (29)5  =s  5  log  29; 

or  log  29  =  1,462397998, 

d'où       5  log  29  =  7,311989990, 

ôtant  3  unités •  ^jZiigQoo 

4»3ii9868=  log  2o5ii. 

Différence 32  1    32  ^ 

Différence  tabulaire 2t2  |    212         '      * 

donc  2o5ii  i5o  est  le  nombre  cherché  à  une  dixaine  près. 
Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)^*. 

On  a  log  3  s=s    0^3010299956^, 

d'oi  64  log  2  =  19,2649197184 

Otant  1 5  unités,    f  4»^659i97 

4^2659022  =s  log  18443 

Différence^ ^7^1  i75 , 

Différence  tabulaire.      235  |  235  ''^* 

Ainsi  4*21659197  =:log  i8446>74- 

Donc  le  nombre  cherché  est  18. 44^ .  740  •  000 .  000 .  000 .  000 , 
Il  dix  irillions  près  ;  c'est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres 
ne  peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans 
ces  sortes  d'exemples,  n'avoir  pour  but  qne  de  se  former  une 
idée  de  la  grandeur  du  nombre;  et  l'on  voit  avec  quelle  promp- 
titude on  y  parvient. 

(2V* 
^) 

Voici  le  tableau  des  calculs ,  en  employant  les  complémens 
et  sans  les  employer  : 
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Par  complêmens. 

log2=:       0,3010299956 
c.  log  3  =       9 ,  5228787453 


Sans  complémenè. 


log  ^  2=  -—  I  .  8239087409 


II  log^=— 2.0629961499 
6 


'3 

ajoutant 

OD  obtient         4  9  0629961 . 

Le  nombre  correspondant  à 
ce  logarithme  est  1  i56i , 02  \ 
donc  0,01 1 56i  02  est  le  nombre 
demandé,  à  o^oooooooi  près. 


log  3: 
log  2  : 


0,4771212547 
0,3010299956 


log|=— 0,1760912591 

2 

1 1  log  ^  =  —  ï  ,9370038510 

âjoatant       +  6 

on  obtient         4>o6^996i* 

Le   reste  du  calcul  est  le 
même  que  ci  k  côlé. 


Mxtractiàn  des  racines.  Il  suffit,  pour  cette  opération,  de 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7'*'  de  1 162049. 

7  I 

On  a  (n**  216) , log  v/i  161049*= -  log  1 162049.    - 


log  1 1620  =:      0652061 
:  1 1620  y  49 — log  1 1620  =  1 83 


Donc 


û)ontant4> 


log  1 1 620 ,  49  =     0652244 
log  1 162049    =  6  '  0652254 

-log  1162049    =0,8664606 


Diff.tabul.         ,374 
niff.denomb.     0,49 

3366 
1496 


183,26 


4,8664606 

4,8664587  =  log  73529. 


Différence 19 


»9_ 
Différence  tabulaire...     59   1  59  ~^*' 

donc    4»^^46o6  =  log  735^9,32. 

Ainsi    7 ,352932  est  la  racine  demandée  à  o^oooooi  près 
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1«  .    Il 

Soil  à  évaluer  y—*,  on  al.  y  ^^  YtOogi^—log^-]). 

Pur  compUmens» 

I.   i3  =         1,11894335 
compl.     1.  27  =         8,56863624 

L  — .  =  —  1.68257959  =  —  II   +  10,68257959 


—  1.  —  =  —   1.Q71143601 

II  27  7Jf        t  9 


ajoutant 


on  trouve  4  »97  '  '  4^6©  =à  log  9857 1 ,49 

Donc  la  racine  demandée  est  0,9357149,  à  0,0000001  prrs. 
On  trouvera  pareillement 

—  Jsa  ifi54ti8i  (73)7=11047390000000; 

(0,0457)"  =  0,000000000000000082984. 


^/(l 


226.  Calcul  dfis  expressions  algébriques  par  logarithmes. 
Supposons  que  Ton  ait  trouvé  pour  la  valeur  de  Tinconnue  d'un 

,,v        1,  .  |/(a-— ^•).3a     ,      ,      , 

problème,  1  expression  x  =  \_  ,  et  qu  en  donoanl 

à  Uybj  Cy  d  des  valeurs  partîculicresj  on  veuille  oblenir  la 
valeur  numérique  correspondante  de  cette  expression;  on  peut  t 
])ar  le  moyen  des  Ic^arilluncs ,  ramener  la  question  à  n'avoir 
c{uc  des  additions  et  soustractions,  de  simples  multiplications  cl 
divisions  ù  eOcclucr. 

On  a,  en  cffel ,  d'apros  les  propriclcs  u°*  21 5  cl  216, 


1.  T  =  l.  y\a^~b^).'àa  —  l    \/{a  +  h)  V/cc/. 
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MaU  1.  V  {fl'—bl .  3â  =  ^  [I.  (û  +é)  + 1.  (a  —  A)  + 1. 3  -H  I.  o] 


cl     lV(a+A)  V c'i—-  [}.  (o  +  i)  +^l.c  +  i  1.  J] ; 
donc  ^ 

l.x^^ll{a  +  b)  +  l.{a  —  b)  +  l.3  +  \.a] 

• 

expression  qui  n'offrira  plus  que  des  additions  y  soustractions  et 
de  simples  divisions  à  effectuer  ^  lorsque  a  y  b,  c,  d  seront 
donnes  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a=6o,  t==i5,  c=  i6,  cf=9;  Pex- 
pression  devient 

l.x=i  [1. 75  +  1.45+1. 3  +  1. 6o]  —  l[l.75  +  il.|6+Il.9]j 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  pre- 
nant le  tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  ou 
trouvera 

l,a:=  1,92784875—  i,477^2*^^> 
ou  1.  a?  =  0,4507275  j 

donc  X  =  2,823 1 08.  / 

,,  .  *        aa^  — 3ûi3^A^ 

Soit  encore  1  expression    x  =  — r 57—7 Trr  • 

^  a* — 3a"*^  +  4^*c 

On  peut  cFaIx)rd,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a^  au 
numérateur,  et  le  facteur  à"  au  dénominateur,  présenter  l'ex- 
prcsssîon  sous  la  forme 


«•(._3i  +  ^^'  C--3.  +  Ç- 
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Ab'c  3^3  i< 

Posons  maintenant     m  =  — - ,     n  =  — - ,     p  ±=  -=  ; 

„             •      j    -     *                 «(aa-Ln  +  p) 
rexprossion  devient        x  =  — SA -4-       ' 

ou,  appliquant  les  logarillimes^ 

I.  xr=l.  a+1.  (aa  —  n  +  p)  —  1.  (a  —  3b +  m)^ 
expression  facile  à  calculée  >  des  que  Von  aura  trouyé  les  valeurê 
de/Ji,  »,/>.  Or,  les  équations  »*=——,     7i=— ;•,     />s=— , 
donnent 

1.7»  =  L4  +  2l.fc  +  l.c— al.c,     L7»=1.3  +  31.6  — al.fl, 
l./?  =  4''^  —  31.  a. 

L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  l'expression 
fractionnaire  à  une  autre,  dont  tous  les  termes  soient  linéaires 
ou  du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expres- 
sions qui  ne  renferment  que  des  multiplications,  divisions,  for- 
mations de  puissances  à  effectuer. 
On  trouvera  de  même 

1.  — —^=z\,{a  +  b)  +'•(«  —  i)+comp,l.é+comp.l.(f— 2o, 

Du 

L  ^=:^3!+^=l.a+l.(a_264.A)-fconip.l.(fl— ft+A')— I  o, 

h  et  h'  étant  calculés  d'après  les  formules 

\,h  =I.i  +al.c  — al.  a, 
l.A'=14  +  l.c  +  l.d  — La. 

227.  Équations  exponentielles.  Nous  avons  esposé  (n^  20g) 
une  méthode  pour  résoudre  l'équation  a*  =  & ,  et  nous  en  avons 
déduit  la  théorie  des  logarithmes;  mais  actuellement  que  les 
tables  sont  construises  »  rien  n'empêche  d'en  faire  usage  pour 
résoudre  ces  sortes  d'équations. 
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Or ,  si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  Péqiia- 

t.  b 
lion  a*  =6,  il  vient  (n**  a  i6)    xXl.û=l.i;  d'où  ^  =  j — • 

Reprenons ,  par  exemple ,  l'équation  3*  =  i5 ,  qui ,  par  la 
méthode  du  n^  2109,  a  donné  x^=^^yijà5y  à  0,001  près*  on 
déduit  de  cette  équation, 

^-J.  3-o,477iai25-"^'^^^---- 

Uéquation  a'  =  i ,  est  dite  une  équation  exponentielle  du 
premier  ordre ^  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme 

a!'   z=.c\      cf     r=  <2.  • . .  ;     on  les  appelle  équations  exponen^ 
tielles  du  deuxième^  troisième.  • .  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l'expression  a^  ,  il  faut  conce- 
voir que  b  soit  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  x, 
et  que  a  soit  ensuite  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué 
par  i*. 

«*  .     . 

De  même,  a^     indique  qu'après  avoir  élevé  c  k  la  puissance 

d'un  degré  marqué  par  x,on  a  ensuite  élevé  6  à  la  puissance  d'un 
degré  marqué  par  c*,  et  enfin  que  a  est  élevé  à  une  puissance 

d'un  degré  marqué  par  i^  . 

D'après  ces  notions,   prenons   les  logarithmes  des   deux 

membres  de  l'équation    a^  =  c;     il  vient    i'Xl*a  =  l.  c; 

1.   c 
d'où     b*  =1.  Y —  >  ou,  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 

^^ ,  ,       ,  1.  c      ,  ,  ,  ,  ,  1.1.C  —  l.l.a 

xX  1.0  =  1.5 — =1.1.  c  — M.  a;     donc    g=       ■ ,    . . 

La  l.b 

[1.  c  étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
rithme d'après  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme 
d'un  tout  autre  nombre.] 

Soit  encore  à  résoudre  l'équation     a*     =  d. 

Prenant  les  logarithmes,  on  a  i''x  loga  =  logd-, 
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«  1      J 

d'oii     i^    =  T^ — ;     prenant    de    noineau    les    logarithmes, 

,      l.l.d— l.I.a     ^       ,  ,        . 

c^  =  — — p-Y ;  et  opérant  sur  celle  équation  comme  sur  les 

précédentes  I 

I.(l.l.d— l.l.fl)  — Kl.ô 

donc  x  =  — i r—  — . 

Le 

On  résoudrait ,  par  un  procédé  semblable ,  les  équations  ex{>o- 
nentiellcs  d'un  ordre  plus  élevé. Ces  formules  sont  exactes,  con- 
sidérées a/^^'6rf(^t^w»^/i^/  mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé 
de  voir  qu'elles  donnernîent  des  valeurs  peu  approchées,  et  Toa 
ne  pourrait  môme  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d'ap- 
proxîmation. 

228.  ReTTuirque,  Il  peut  arriver  que,  dans  le  calcul  des  expres- 
sions algébriques,  on  soit  conduit  à  prendre  le  logarithme  d'un 
nombre  négatif. 

a*  —  è* 
Soit ,  par  exemple ,  à  calculer  l'expression  x  = ; 

on  a  1.  a  ==  1.  («  +  &)+  l.(a  —  è)  —  I.  c. 

Si  Ton  suppose     a^^b,      I.  (a—  bj     devient     1.  ( —  m). 

Comment  faui-il  interpréter  ce  résultat? 

Commençons  par  faire  observer  que ,  dans  tout  système  de 
logarithmes,  Us  nombres  ni^gatifs  riont  pas  de  logarithmes. 
En  effet,  si  la  la^e  est  positive,  il  n'existe  (n**  21 3)  aucune 
puissance  de  cette  base  qui  puisse  produire  an  nombre  néga-« 
tif;  mais  on  ne  peut  prendre  une  hase  négative;  car  cette 
quantité  élevée  à  ses  diverses  puissances  produirait  des 
nombres  y  les  nos  positifs,  les  autres  négatifs^  or,  le  caractère 
d'une  base,  c*est  de  pouvoir  produire  tous  les  nombres  oonsé- 
ciU ifs,  lorsqu'on  l'élève  à  des  puissances  qui  croissent  progres- 
sivement. 

Ainsi,  il  en  est  du  logarithme  d'un  nombre  négatif  comme 
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tic  «a  racine  carrée,  quatrième.  • . ,  1.  ( —  m)  est  une  expres- 
sion absurde  ou  imaginaire. 

£9  Yaîn  chercherai t«on  à  infiriner  cette  proposition  par  le 
raisonnement  suivant; 

On  sait  que  (-r-  m)*=m*;  donc,  en  prenant  les  logarithmes 
fie  part  et  d'autre,  2  1.  ( — m)  =  2!.  m,  d'oui. (  —  m)  =  L  m. 

Ce  raisonnement  pèche  en  ce  point,  que  l'on  pose ^. . . 

I.  ( — /»)*=  2l.( —  m),  d'après  la  propriété  du  n°  216  j  or, 
cette  propriété  suppose  que  l'on  puisse  nToir  l'équation, 
—  7»  =  a*,  a  élant  positif,  ce  qui  est  impossible. 

Revenons  à  notre  objet.  11  peut  se  présenter  deux  circons- 
tances : 

Ou  bien,  les  logarithmes  ne  sont  employés  que  comme  un 
moyen  plus  simple  de  trouver  la  valeur  nun^érique  de  l'expres- 
sion; c'est-à-dire  que  le  calcul  par  logarithmes  est  alors  un 
calcul  purement  auxiliaire j  et  son  emploi  n'est  pas  indispen- 

a» fca 

sable.  Tel  est  le  oas  oii  se  trouve  l'expression  x  = , 

qui  pourrait  être  calculée  directement ,  sans  le  secours  des  lo- 
garithmes. Elle  est  négative,  puisqu'on  a  supposé  rt<^6;  mais 
si  l'on  veut  absolument  calculer  sa  valeur  par  logarithmes,  on 
doit  commencçr  4)ar  ep  changer  le  signe ,  ce  qui  donne 

^-1=^';     d'oii     l.^*!i:i^:=l.(i+a)  +  l.(ft-a)  — 1.^, 
c  c 

expression  qui  ne  renferme  plus  que  des  logarithmes  de  nombres 

absolus;  et  lorsqu'on  a  obtenu  la  valeur  numérique  de , 

il  suffit  de  prendre  le  résultat  avec  le  signe  — . 

Ou  fr&e/i>  l'emploi  des  logarithmes  est  indispensable  pour  trou- 
ver la  valeur  d'nne  inconnue,  et  alors  l.( — m)  dénote  une  absur- 
dité ou  une  impossibilité  de  la  question. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation     3*=  —  9. 

En  appliquant  les  logarithmes,,  ou  Irouve  x'  1.  3  -"::^  I.  —  9, 
équation  al>surdo;  et  en  eft'et ,  à  quelque  puissance  que  l'on  élève 
3,  il  est  impossible  de  produire  -^9. 


16b  APPUCATION   aux' PROBOBTIOIfS 

JRésumona  :  Toutes  les  fois  qu'en  employant  les  logarithmes  9 
on  a  pour  but  de  trouyer  plus  simplement  la  valeur  numérique 
d'une  expression  proposée,  1.  ( — m)  indique  seulement  un  ou 
plusieurs  cbangemens  de  signe  à  faire  subir  aux  quantités  qui 
entrent  dans  l'expression  proposée,  avant  qu'on  ne  lui  applique 
le  calcul  logarithmique. 

Mais  si ,  piour  résoudre  une  équation ,  on  est  obligé  d'avoir 
recours  aux  logarithmes,  l'expression  1.  ( — m)  est  un  symbole 
d'absurdité  analogue  aux  racines  de  degré  pair  des  quantités 
négatives. 

229.  Proportion»  et  progressions  pat  quotient, 

bc 
Soit  d'abord  la  proportion  a\b\*.c  \x\  on  en  déduit  x  =  —  , 

d'o& ,  en  appliquant  les  logarithmes ,  1.  a:  =  l.  6  +  !•  c  —  1.  a  ^ 
ou* .  , \aAb  \  Ic.Ix, 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion, 
leurs  logarithmes  forment  une  èquidijfèrence,  dont  le  4*  terme 
estlelogarithoie  du  4*  ternie  de  la  proportion. 
£oit  maintenant  une  progression  par  quotient 

T*a:ft:c:rf:€:/:^:A:,... 

s. 

Il  résulte  de  la  définition  (n°  199)9  qu'on  peut  l'écrire  ainsi: 

a b c ^^^^ y 

b~'c^d'^'i'^f~g  •' 

d'ob ,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

1  -—1  *  — 1  £  —  1  ^--1  t~ 
h         C  d  e  f  * 

ou  bien, 

La—L6=L6— l.c=Lc~L^=l.rf— l.«  =  l.#— 1./, 
ou  bien  enfin ,  -J  la.  \b.  le.  U.  1«  « . .  ; 

donc, si  des  yunnhres  a,  b,  c,  d..,.  sont  en  progression  par  jtaoK 
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iUnij  leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La 
réciproque  est  éyidente. 

Cette  proposition  rapproche  la  définition  a1gâ>riqae  des  lo- 
garithmes (n°  ^i^)  de  la  définition  que  l'on  en  donne  en  Arith- 
métiqae  :  les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par 
différence^  correspondant  terme  pour  terme  â  des  nombres  en 
progression  par  quotient. 

N.  B*  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement  dans 
notre  Traité  d'Arithmétique  (n**  280.)  ^ 

C'est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 
progressions  par  quotient  que  l'emploi  des  logarithmes  est  utile. 

i\  Si  nous  appelons  u  le  dernier  terme  d'une  progression  par 
quotient,  on  a  (n°  ftoo) 

a=5cç"-',  d'oîiL  u  =  l.a  +  (i»  —  i)  1.^. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  ao* terme  delà  pro- 

3     Q     27 
gression    ^•"•/•"g*   •••• 

La  formule  devient 

Li*=l.  1  +  19(1.3  — 1.2)  =  i9(1.3— La),  [cari.  1=0]; 

et  l'on  obtient,  tout  calcul  fait, 

Ltt  =  3,3457339=1.  22f6,84; 
d'oii  «=2216,84  à  o,ox  près. 

^^.  Si  l'on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  &  un 
nombre  m  de  moyens  proportionnels,  on  a  pour  déterminer  la 
raison  (n^  206) ,  la  formule 

"7*     A>  ^     1            \^h  —  \a 
û=ï|/-;    d'où     !•  gz= . 

Soit  ass2,  &=si5,  mB=s5o;  il  vient  l.çs:-^ — ^ — ^  , 

o  I 

et  l'on  obtient,  toutcalcul  fait, 1.^=0,0171581=1. 1,040299^ 
donc  q  xca  i  ,o4o299f. 


36a      '  QUESTIONS    RELATIVES 

Veut«OD  calculer  directemcut  le  20*  rnoyen  proportionnel  ^ 
qûî  est  le  âi*  terme  de  la  progression  ;  l'on  a 

^o  (loç;  i5  —  I  2) 
5i  ' 


=:»(•/  — J  ;    d  ou      l^  a;  =5  I.  a  -f* 


ou,  tout  calcul  fait,  l.x  =  o^644<9i3  =  ^•4)4^74%^  ^\ns\  le 
ao*  moyen  proportionnel  est  49  4^74%* 

3^.  On  a  trouvé,  n°  201 ,  pour  l'expression  de  la  somme  des 
termes , 

S  =  Î2Zfî  =  <2;:zJi;  d'où  l.S  =  Ka+l.(«''^i)-.  1.(9-1). 

On  voit,  d'après  cette  formule^  qu'il  faut  commencer  par  cal- 
culer l'expression  q^,  en  posant  I.  ç"  =  7il.  qy  après  quoi  l'on  en 
conclut  aisément  q" — i,  et  par  suite,  1.  (^*  —  i).  Nous  aurons 
bientôt  occasion  d'appliquer  celte  formule. 

4^  Connaissant  a,  9  et  u  dans  la  formule  usa^""',  on  peut 
demander  la  valeur  de  n.  Or ,  on  a 

1.  M  =  l.a  +  (n — Ol'^j     d'où    n=ï=  i  4- -— , —• 

\,q 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  proi^ression  dont  le 
premier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  61 44-  On  a 

,   1.  6i44"-l-3  ,   3,3it32QQ5 

i.  2        ^  0,30102999 

,,  -       33i  132095    ^  ,    , ,         ,  6  '      . 

(le  quotient  -r ^^-  est  égal  a  1 1  +  = — > ;  mais  on  ne- 

30102999  ^  30102999 

glige  la  fraction,  comme  provenant  de  l'emploi  deslogarithmen). 

23o.  Questions  retatii^es  à  V intérêt  composé.  Une  des  appli- 
cations les  plus  importantes  des  logarithmes  f  est  celle  qu'on  en 
fait  aux  questions  sur  l'intérêt  de  l'argent. 

PasMiàBE  QV^TtOK  «j^NiBAïA.  Une  aomme  queleongue  éiant 
jplacée  pendant  un  certain  temps,  à  un  taux  d'intérêt  déterminé^ 
et  EN  mritikT  Cfïxpo&à,  a^esi-à^dire  dans  la  supposition  que 
i'inéérét  dé  chaque  année  s^acoumulÉi.  avec  le  capital  de  l* année 


précède ti te ^  on  denmncie  ce  que  doit  d^i>enir  cêèie  somme  au  ôoui  , 
du  temps  donné  ? 

Désignons  par  a  la  sonune  placée^  par  /»Ie  nombre  d'années^ 
et  par  r  l'intérêt  que  ra}>portc  i  ft>  par  an  (  ce  n'est  autre  chase 
que  le  lob*  du  taux  de  l'intcrct  de  loo  fr.). 

Puisque  jl  fr.  rapporte  r,  une  somme  a  rapportera  ar^  au 
bout  d'un  an;  ainsi ,  à  la  (în  de  la  première  année,  le  capital  a 
sera  devenu  a  -+■  ar,  ou  a  (  i  -f-  r). 

Soit  a(i  +'0  =  ^'>  ^c  noQTeau  capital  deriendra,  au  bout 
de  la  seconde  année,  a' {\  +  r)\  donc  le  capital  primitif,  ou  a  y 
sera  deTcnn  lui-même  a'  (i  -f-  r) ,  ou  a(f  +  r)*. 

On  obtiendrait  de  même ,  au  bout  de  la  3*  année ,  a(  i  +  r)^, 

et  en  général,  au  bout  de  la  n''"**  année , «(i  +  r)^* 

Donc,  en  exprimant  par  A  celte  valeur,  on  aura  l'équation 

A  =  a(i  +  '-)",     d'où     l.A  =  l.a  +  /jXl.(i  +  r). 

Application,  On  demande  ce  qu'une  somme  de  3o  ooo  fr., 
placée  CQ  intérêt  composé.  Il  raison  de  5  pour  lOo,  doit  rap- 
porter au  bout  de  3o  ans  ? 

Il  suffit  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 

5 
a  =  3oooo,     /z  =  3o,     rsia =so,o5; 

lOO 

ce  qui  donne 

I.  A  =s  1. 3oooo  +  3o  1.  (  I ,  o5). 
Li,o5  =  0,021189299; 

3ol.i,o5  =  0,63567897 
].3oooo  =  ^y^^^iimS 

LA  =  5,11280022  =  1.  129658,27. 
Donc  A  =  129968',  27. 

La  formule  A  =  a  (i  +  r)*,  renfermant  qnatre  quantités  a, 
r,  »,  A,  donne  la  solution  de  quatre  problèmes  différens  :    , 

X*.  Déterminer  A ,  connaissant  a ,  r  e^  ti  ;  c'est  la  question 
que  l'on  vient  de  résoudre. 

2°.    Déterminer  la  somme  quUl  faudrait  placer  actuelle- 
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mentj  pour  retirer^  au  bmit  de  n  années j  une  somme  A ,  en 
supposant  le  capital  placé  en  intérêt  composé ,  à  raison  de 
T  pour  I  /K 

Or,  de  l'équation  A  =  a(i  +  r)",  on  déduit 

l.a  =  LA— i»l.(i  +  r); 

et  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  d'escompte  oom" 
posée;  car  elle  revient  à  trouver  la  valeur  actuelle  d'une  somme 
A  pajrable  dans  n  années,  en  ayant  égard  à  l'intérêt  de  la  somme 
et  aux  intérêts  des  intérêts. 

3^  Déterminer  le  taux  cfinléréi  auquel  on  doit  placer  une 
somme  a,  pour  retirer,  au  bout  de  n  années^  en  intérêt  corn- 
poséj  imê  autre  somme  A. 

n 

La  formule  serait  i  +-r=  v/  —,  d'où l.(ï  +  r)  =  ^ . 

Connamant  i  +  r,  on  en  déduirait  facilement  r,  el^  par  suite, 
le  tanx  d*întérét  pour  loo  fr. 

4°.  Enfin  ^  déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a 
doit  être  placée  en  intérêt  composé^  à  raison  de  r  pour  i  fr,, 
pour  rapporter  une  somme  A. 

La  formule  serait    n  =  •{-; V  • 

Si  l'on  voulait  que  A  fût  double,  triple,  quadruple 

de  o ,  la  formule  se  simplifierait. 

Soitenefiet    A=i&.a;    la  formule     A  =  a(i  +  r)",     se 

1  h 

réduit  à    ita  =  o  (  i  +  r)",    d'où    n  =  r-7— ^ ; 

^  '  '  1.  (i  +  r) 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  n  est  indépendante  du  capital 
placé  primitivement. 

Seconde  question  oiNiaAUi.  Déterminer  quelle  somme  il 
faudrait  placer  actuellement  pour  recei^oirj  à  la  fin  de  chaque 
année j  une  somme  déterminée  h,  de  manière  à  être  entière^ 
ment  reTnboursi  dit  capital j  des  intérêts  du  capital  et  des 
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iniirêU  des  iniirétSj  après  un  nombre  n  tf années^  F  Intérêt  étant 
à  rpour  i  fr.par  an  ? 
Soit  a  ]a  somme  cherchée,  ce  capital  deviendrait ,  aa  bout 

de /ï  années,  a(i+r)". 

Il  faut  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
chaque  année ,  deviennent  au  bout  de  la  n^"^*^  la  somme  des  ré^ 

suUats  soit  égale  à  ^  (i  +  r)*» 

Or  y  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année ,  ou  au  commence* 
ment  de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  ;i'^%  6  (i  +r)'''\ 

De  méme>  b  donné  à  la  fin  de  la  seconde  année  >  ou  an 
commencement  de  la  troisième,  devient,  au  bout  de  la  n^^'^'f 

Ofi  trouverait  de  même  i(i  +r)""^,  i(i  +r)"""4...  J(i  «j»/)  ^  i^ 
pour  les  valeurs  dés  autres  sommes  b,an  bout  de  la  n*^"**  année* 
Ou  a  donc  l'équation  ^ 

a(l+r)"  = 

mais  le  second  membre  de  cette  équation,  considéré  dans  un 
ordre  inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression par  quotient ,  dont  le  premier  terme  est  fr,la  raison 
I  +r,  et  le  nombre  des  termes  n. 
Ainsi ,  cette  somme  a  pour  expressipn  (n°  ^oi), 

bji+ry-b   ^^   feC(i+0'-i] 

i+r  —  I  r  ' 

donc  enfin,  l'on  a  l'équation 

ou,  appliquant  les  logarithmes, 

l.a=1.6  4-l.[(i  +  r)"— i]  — l.r— /il.(i+r). 

Cette  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  6,  r^n, 
donne  aussi  lieu  à  quatre  problèmes  différens. 
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Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  ratlaclient  aux 
précédentes. 

O,/»  demande  pour  combien  tfannées  on  doUplacsr  une  somm^ 
a ,  en  intérêt  composé^  à  S  et  à  lo  pour  loo,  pour  doubler  cette 
somme  ? 

{Bêp.  à  5  p.  5,  i4"'  a-";  à  lo  p.  |,  7'»«'  3*«^) 

On  demande  la  somme  que  Von  doit  placer  à  présené^pour  re- 
tirer pendant  12  ans  et  à  la  fin  de  chaque  année  ^  une  somme  de 
j5oofr,j  de  manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  ft 
des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années,  l'intérêt  étant  *jf  5o' 
p.  f  par  an? 

{Rép,  ii6o!2,9i.) 

Un  particulier  a  acheté  un  bien  de  100000/7*.^  qui  doit  être 
payé  en  i5 paiemens  égaux ^  en  ayant  égard  aux  intérêts  des  in^ 
téréts;  le  taux  pour  chaque  interpolle  de  paiement  est  de  5p.  f . 
On  demande  de  combien  sera  chaque  paiement,  ou  la  quotité 
de  chaque  paiement? 

(jRJ>.  9634,aa.) 

Vn  nombre  donné  d'hommes  a,  augmente  tous  les  ans  de 
la  centième  partie  de  ce  qu'il  était  Vannée  précédente  ;  com* 
bienfauUil  d^années  poi^r  que  ce  nombre  deçiemu  \o  foie  plus 
grand? 

(  Rép,  23 1**"'  environ.  ) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  100  pintes  devin,  une  pinte 
qu'on  remplace  au  fur  et  à  mesure j  par  une  pinte  d^eau  ;  dé- 
terminer, l".  combien  de  vin  il  restera  dans  le  baril,  lorsqu'on 
aura  remplacé  la  5o'  pinte  j  2^.  dans  combien  de  Jours  le  vin 
sera  réduit  à  la  moitié,  au  tiers  ou  au  quart? 

Réponse  k  la  première  partie  de  la  question ,  60'''"'''  - .        \ 

^  \ 

Réponse  à  la  seconde  partie,  69'°""  pour  la  moitié,  i  ocy*'"'''     j 

]>oiir  le  tiers,  et  iSS'"""  pbur  le  quart. 
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§  V.  Séries  logarithmiques  et  ea>ponentielles. 

La  méthode  exposée  11^209,  pour  résoudre  l'éqnalion  a'znb^ 
suffisait  pour  donner  udc  idée  de  la  construction  des  tables  de 
logarithmes;  mais  cette  méthode  est  très  laborieuse  et  même 
i  m  praticable  9  lorsqu'on  veut  déterminer  la  taleur  de  x  avec 
un  grand  degré  d'approximation.  Les  analystes  ont  découvert 
(les  méthodes  Ix^aucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construire 
de  nouvelles  tables,  soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà. 
C(2s  mélhodcs  consistent  dans  le  dévclopi^emeut  des  logarithmes 
en  série. 

23 1.  Soit  y  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  déve- 
loppé en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coefïicien«  indé- 
terminés (n**  189). 

1 1  est  d'abord  visible  que  l'on  ne  peut  supposer 

l.^=A  +  Bj^+C:y«  +  Dy»  +  etc.j 

car  si  l'on  fait 3^=0, le  premier  membre  se  réduit  (n**2i9) 
ù  li' infini  négatif  ou  à  1^ infini  positifs  suivant  que  la  base 
Qii  plus  grande  ou  plus  petite  que  1  y  tandis  que  le  second 
membre  se  réduit  à  A,  qui  devrait  alors  être  de  mémo 
nature. 

On  ne  peut  supposer     1.  y  c=  ky  +  %*  +•  •  •  •  > 

puisquej^=o  donne        1.  o     ou     — oo  =  o  ; 

mais  si  Ton  met  y  sous  la  forme  i  -{-  a?  ^  et  qu'on  pose 

L(i  +  x)  =  Ax  +  Bx*  +  Cx3+  Dx*  +. . . . (1), 

en  faisant  x  =  o ,  l'équation  1.  1  =  o ,  qu'on  obtient  >  ne  pré- 
sente plus  aucun  caractère  d'absurdité. 

Tâchons  donc   de  déterminer  les  coefiîciens  A,  B,  C. . . . 

Pour  cela ,  imitons  le  procédé  suivi  (n*  190),  et  remplaçons  x 
par  a-,  il  vient 
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.     1.  (1  +  z)  ==  A»  +  Bs*+  C«3  +  D*i  + (a). 

Retranclions  l'équation  {ji)  de  l'équation  (i);  on  obtient 

1.  (, ^-x)— 1.(1 4  ^^=A(x— z)+B(x»— a*)+C(ar'— i5^+....  ^3). 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  x  — —  z  ; 
Toyons  si,  par  quelque  artifice ,  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce  fac- 
leur  en  évidence  dans  le  premier. 

Or,onal.(i+x)-l.(,+.)  =  l.f±^=I.(i+f^) 

mais  pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u ,  on 

peut  développer  1.  (i  +  '^)  ou  1.  T i  +  — 2j-\commel.(i+x), 
ce  qui  donne, 

■•(■+fîi)=*ff!+»(rS)'+<f^D+- 

Substituons  ce  développement  à  la  place  de  1.  (i  +^)  "^l*  (^  +*)» 
dans  l'équation  (3);  et  divisons  les  deux  membres  para:  —  z'j 
il  vient 

=  A+  B(a:  +  i)  +  C(x*+xz  +  **)+ 

Puisque  cette  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  Te- 
rifier  quels  que  soient  x  et  :& ,  posons  x  =  £;  il  en  résulte 


d'où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

o=A  +  aB   I  X  +  3C  1  x^+^  |     a^  +  5E    1    x4+... 
~A+  A  I      +aB  I        +3C|         +4D  | 

Égalant  chacun  des  coefficiens  des  diverses  puissances  de  x  à 
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téroy  on  obtient  la  série  d'équations 

A  — A=o,  2B  +  A=o,3C+aB=o,  4D  +  3C==o, 

d'o& 

La  loi  de  la  série  est  évidente:  le  coefficient  du  »"■'  terme  est 
égal  à  qp  —  9  suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 
enfin ,  pour  le  développement  de  1.  (i  +  ^)  >  ' 

l.(i+x)  =  Ax  — :^a:*  +  jx'  — 7^+-.. 

N.  B,  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficiens  B,  G,  D, 
£• .  • .  ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  mais  ce  der« 
nier  coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or,  cela 
doit  être,  d'après  la  nature  de  l'expression  que  l'on  s'est  proposé 
de  développer-,  car,  puisqu'on  peut  former  une  inlinHé  de 
systèmes  de  logarithmes,  il  faut  qu'il  existe,  dans  le  développe- 
ment général  de  1.  (i  -hx),  une  quantité  tout -à -fiait  arbi- 
traire, qui  serve  à  distinguer  les  systèmes  les  uns  des  autres. 
D'ailleurs,  on  a  vu  (n*  ai 8)  que  les  logarithmes  d'un  même 
nouibre,  pris  dans  deux  systèmes,  ne  diffèrent  que  par  un  fac- 
teur ,  constant  pour  tous  les  nombres;  ainsi ,  la  quantité  indéter- 
minée doit  être  un, facteur  commun  à  toute  la  série.  C'est  donc 
avec  raison  que  l'on  a  trouvé 

L(.4-x)=A(x-|  +  ^-^  +  f-^+...)(4). 

Le  nombre  A  est  (n*  ai8)  ^  7»oc?u/!e  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l'on  veut  considérer. 

a3a.  L'hypothèse  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire,  consiste  à 
supposer  A=:  i;  ce  qui  donne,  en  d&signant  par  r(x+^)>  œ 
système  particulier  de  logarithmes^ 

a4 
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x" 


Si  l'on  donne  k  x  toutes  les  valeurs  possibles ,  on  formera  suc- 
cessiyement  tous  les  logarithmes  de  ce  système ,  qui  a  reçu  le 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Pin- 
lenteur  des  logarithmes).  Occupons-nous  de  la  formation  de  ce 
système  y  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire  ensuite  tous  les  autres, 
soit  en  donnant  à  A  différentes  valeurs  »  soit  par  la  formule  du 
n*>  218. 

•   Faisons ,  dans  la  série  (5) ,     x  =  o  ;     il  vient     T  1  =  o. 

Soitencorex=i;ilenrésulter2=:i— -  +  x— "7  +  p— , 

2      d    \4     d 

série  très  peu  convergente ,  qui  exigerait  que  l'on  prit  un  très 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sante ',  il  faudrait,  par  exemple  »  prendre  les  cent  premiers  termes 
pour  avoir  la  Valeur  de  r2,  à  0,01  près  (n®  iB4)*  En  général ,  la 
série  ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers, 
puisqiii'Qn  obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  a,  une 
série  dont. les  termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  jbes  principales  transformations  que  les  analystes  ont 
effectuées  pour  conduire  à  des  séries  convergentes  et  propres  à 
donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  qui  sont  les  seuls 
qu'on  doive  placer  dans  les  tables. 

Première  transformation.  Soit  fait ,  dans  la  série  (5) ,  x  =  -  • 


on 


obtient ,  en  observant  que  V  (i  +-J  =  l'(j'+i)  —  l'y. 


I  I      .      t  I 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  série  d'autant  plus 
convergente ,  que  y  est  plus  grand  ;  d'ailleurs  le  premier  membre 
exprime  la  différence  de  deux  logarithmes  consécutifs.  Ainsi,  en 
faisant  successivement    j^:t=a,3,4f^*«*9  ce  qui  donne 
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V5  -  r4  =  7  -^  +  - -,+' ' ' . 

^        ^       on       192      1024 

La  première  série  donnera  le  logantfame  de  3 ,  au  moyen  du 
logarithme  de  3>  la  seconde,  le  logarithme  de  4)  ^^  fonction 
da  logarithme  de  3. . .  ^  et  ainsi  de  suite.  Le  dçgré  d'approxi- 
mation pourra  toujours  être  apprécié  (n®  184),  puisque  les 
séries  sont  composées  de  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs.  ' 

Seconde  transformation.  On  parvient  à  des  séries  beaucoup 
plus  convergentes,  par  le  moyen  suivant  : 

X*      j^      x^ 
Substituons  dans-  la  séfie    !'(  i  +  x)t=  a?  — f--^ y  +••.» 

—  o;  à  la  place  de  x  ^  il 

JC*        X         x^ 

vient r(i_x)=5— X— -  —  j—  j+...., 

et  retranchons  ces  deux  séries  l'une  de  l'autre;  on  obtient,  en 

I  ^~  X 
observant  quct    r(i  +  x)  —  Y{i  —  x)  =  V  , 

I  —  X 

-,  i  +  x  /      .x'.x^.x^xs,        \ 

Pour  que  le  second  membre  soit  une  série  très  convergente, 

il  faut  que  x  soit  une  fraction  très  petite,  et  dans  ce  cas, 

I  ^4*  X 

est  plus  grand  que  l'unité,  mais  en  diffère  fort  peu. 

Posons  donc    =  1  -f-  -     (z  étant  un  nombre  entier  )  : 

I — X  z     ^  ,  '' 

il  Tient      (i  +  x)  a  =  (1  —  x)  («  +  i); 

1 


d'o il  9  réduisant  >       x  = 
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Donc  la  sérieVpn^cédente  deyient  V  (i  +  ~  )  ou 

Cette  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs  ;  mais  elle  tonverge  beaucoup  plus  rapidement  que 
la  série  (6). 
-  Soit  fait  successivement        £s=iy  2,  3,  4'  5....;     on 

trouve         ra==a(i  +  5i53  +  5i55  +  -'55+...), 

Soit    s  =  100;  il  eu  résulte 

\2oi       3(20ï)^      5(201)*  /' 

d'o&  l'on  Toit  que  le  logarithme  de  100  étant  connu,  le  pre- 
«    mier  terme  de  la  série  suffît  pour  donner  celui  de  lot ,  aTec 
sept  chiffres  décimaux. 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditiyes ,  qui  seryent 
à  donner  des  logarithmes  en  fonction  d'autres  déjà  connus; 
mais  ce  qui  précède  suffît  pour  donner  une  idée  de  la  facilité 
ayec  laquelle  on  pourrait  construire  des  tables. 

233.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés ,  il  est  facile 
de  former  un  tout  autre  système. 

Par  exemple ,  pour  former  le  système  ordinaire ,  il  faut 
(n°  218)  multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module 

p — .  Ce  nombre  a  été  calculé  ayec  tout  le  degré  d'approxi— 

mation  que  l'on  peut  désirer,  et  sa  valeur  en  décimales  est 
o, 4^4^944^ I9"- 9  ^^^^  ^^  module  propre  à  paaaer  du  système 
naturel  au  système  dont  la  base  est  10. 
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Ce-  mod\;ile  exprime  d'ailleurd  le  logarithme  ordinaire  de  la 
base  du  système  népérien;  car  en  appelant  e  cette  base  ^  on  a 
Téquation  cr^''*>=  lo;  d'oii^  prenant ^les  logarithmes,  dans  le 
système  ordinaire , 

Y 10  X  l*«  =  l<io:^i^    doncy     Ltf  =  p —  =  0943429.-  .  »  . 
"» 

Comme  les  tables  ordinaires  sont  censées  construites,  on  pent 
s'en  servir  pour  déterminer  à  quel  nombre  correspond  le  loga- 
rithme ci-dessus  9  et  Ton  trouye 

0,4342944819*  *  -  •  c=Le  =  La, 7 182818284*  •  . 
Ainsi,     «  « 932,71828 18284*  *  •  • 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à  pe  même  résultat  par  une 
autre  voie. 

234*  Déueloppem^nt  en  série  de  l* exponentielle  a*.  La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que,  a  représentant  la  base  d'un  sys- 
tème de  logarithmes,  a?  est  (n^  214  )  le  logarithme  de  l'expres- 
sion a'3 ,  nous  conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de 
déyelopper  a*  suivant  les  puissances  de  x*;  ce  qui  donnerait  alors 
le  développement  d'un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme ^ 
question  inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé,  et  jsoit 

a*  =  i  +Aa:  +  Bx*+Cx3+Dj:*4r.  '.  .  .  (i); 

si  l'on  fait     x  =  o ,    l'équation  se  réduit  k    a^  =  i ,     résultat 
exact  \  ainsi  celte  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,  B,  C,  D.  .  .  .>  remplaçons  x  par  s; 
il  vient 

a*  =  \+  kz  +  ^z^  +  Cx?  +  lkfi  +.  .  •  .  (2); 

retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

a'— û*=A(x— a)+B(x»— A»)+C(x3— O+DCx*— »0+.-(3). 

équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  or— «s;  ain9t> 
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il  faut  tâcher  de  mettre  ce  facteur  çn  éridence  dans  le  premier. 
Or,  où  peut  mettre  a^'^a^  sous  la  forme  a*(a*"^—  i);  donc 
si  l'on  remplace,  dans  la  série  {i)fOc  par  x  —  s,  il  vient 

^*(a*-*_i)  =  fl*[A.(x  — z)  +  B(x  — 2;)*+C(a:  — *)'  +  ...Ô. 

Substituant  dans  l'équation  (3),  &  la  place  de  a'^ — o*^  la 
valeur  qu'on  vient  d'obtenir  y  et  divisant  les  deux  membres  par 
X'  — s,on  trouve         ' 

a*[A  +  B(x  — z)  +  C(a:  — »)•+•  •  •] 

faisons  maintenant  xr=£  dans  cette  dernière  équatîpn;  elle  se 

réduit  à     a*.A  =  A  +  2Bi -f  3Gx*  +  4Da,-34- 5Ex*+ , 

ou,  remplaçatit  a*  par  son*déloppement  (i) , 

A^-A^x+ABx'+ACor^^  .^--^^2B-c^3(^^^D^*  _^ 

Égalons  séparément  les  coeffîcienis  des  mêmes  puissances;  on  ob- 
tient les  équations 

A  =  A,    A*=2B,    AB  =  3C,    AC=:4D.  ..^ 

d'où  l'on  déduit 

._A        R-^'        C-^^         TS-     ^^ 
A  =  A,    B_-,     C-^,     ^=1X4- 

La  loi  de  la  série  est  manifeste;  le  terme  qui,  dans  la  série  (i)  ; 

A* 
en  a  n  avant  lui,  a  pour  expression  ■    ^  y . 

On  voit  que  tous  les  coeffîciens  B,  G,  D.....  sont  exprimés  en 
fonction  du  coeflicient  A,  qui  reste  encore  indéterminé;  c'est-à- 
dîr^  que  la  méthode  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le 
faire  obtenir;  mais  il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  fixe ,  qu'on 
frouve  par  l'artifice  suivant  : 

On  peut  mettre  a*  sous  la  forme  (i  +  a  —  1)'  =  (1  -f-  6)*, 
en  posant ,  pour  plus  de  simplicité,  a  —  i  ss=  6.  Et  en  dévelop- 
pant (i  +  i)*,  d'après  la  formule  du  binôme ,  on  a 

2  2  0 
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Si  >  dans  oedéreloppemeut^  on  ne  tient  compte  que  de  la  par- 
tie affectée  de  x ,  il  est  facile  de  reconnaitre  que  ôette  partie  est 

/.       b*      b^      b^      b^  \ 

égale  à  fi  —  ""+"0 7"t""5""--  J^»   ^^^  coefficient  est 

d'ailleurs  représenté  par  A,daus  la  série  (i)')  donc,  si  l'on  rem- 
place b  par  a  —  1 ,  on  a 

(  Il  est  d'usage  de  représenter  par  k  ce  second  membre.) 

Substituant  A  à  la  place  de  A  dans  les  yaleurs  trouyées , 
de  B  ;  C ,  D* . . .  y  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (i) ,  on  ob- 
tient enfin ,  pour  le  développement  de  a', 

235.  Conaéquéncês.  Si  dans  cette  série,  on  suppose  x=  i , 

elle  devient  «=.  +A  ^-^  +  -^  +  7:^4  "^ ' 

d'où  l'on  voit  que  a  est  exprimé  en  fonction  de  A ,  de  même  que 

Von  avait  déjà  k  en  fonction  de  a,....  A==a  —  i  —  ^ 1-. . 

Gela  posé|  cbercbons  la  valeur  particulière  de  a ,  correspon- 
dante à  A=  i|,  et  désignons  par  e  cette  valeur  particulière;  on 

trouve  6  =  1 +  i  +  r — H 5   4 


1,2       1.2.3        1.2.3.4 

série  assez  oonrergente^dont  les  douze  premiers  termes  donnent 
0=2,7182818^  à  090000001  près(^). 

{*)  li  esiaité  de  dëmontrer  qae  ceUe  sërieestledëteloppement  d'un  nombre 

lir  GOMMER  SURABLE. 

D'abord ,  e  ne  pent  être  un  nombre  entier,  car  on  a  ëvidemment 
or  celte  derniire  sërîe  cf t  ooe  progreMÎon  par  quotient,  dëcroissanie  h  rinfini , 
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Ce  nombre  e  q«i  correspond  à  /t  =  i  ^  étant  très  remarquable  , 
cberchons  le  déyeloppetfient  de  e*,  il  suffît,  pour  cela,  de  faire 
dans  la  formule  (4) ,  a:r=tf ,  et  ft=  i ^  ce  qui  donne 

i.a       i.a.3        i.a.3.4 

Les  deux  quantités  générales  a  et  ft  ont  entre  elles  une  autre 
relation  a  laquelle  on  peut  parvenir  par  le  moyen  du  nombre 
particulier  e. 

£n  effet,  soit  posé  dans  Téquation  (4) ,  x  =  r  ;  on  trouye 

«'  =  .  +  .+  -A-  +  _i_j  +  _i_  + .^s  on. 

déjà  e=:i  +i  4. -} 5  +  ....  ;  donc  a*:=c,  oubîcn, 

Iv^'IcAbO  — 

a  =  e*. 


qui  (qo  a*3)  a  pour  limite  V^flilé,  On  a  donc 

d'oh  Ton  Toit  qoe  e  est  nn  nombre  copapris  entre  a  et  3. 

Je  dit,  en  lecond  lieUf  qu'aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut  expri- 
mer la  Taleur  de  0.  , 

En  <^et,  soit ,  s^il  est  poskiUe,  c  égal  à  — ,  n  étant  nn  nombre  entier  <», 

mais  >  I  j  et  poussons  la  série  jusqu^à  ce  qu*on  parrienne  aux  termes  dont  les 
dénominateurs  renferipent  le  facteur  n.  On  aura 

oh  f  mnltipliant  les  deux  membres  par  a.3 .4  •  •  «n , 

{2.3.3.4««*n  +  3.4*«>a-f*4*^«**'*+*«**^'>  "^i      1     ' 
"*'^n"^(/H-i;(/»-ha)'*'('»-M)Ci»+ï»)(«4-3;"^'*'J* 

mais  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier  ;  il  en  est  de 
même  de  la  partie  du  second  membre  qui  est  placée  sur  la  première  ligne 
borizontale;  donc  il  faut  que  la  seconde  partie  soit  aussi  un  nombre  entier. 
Or  cela  est  impossible ,  car  cette  série  a  éTidenunent  une  râleur  moindre  qoe 
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Si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette 
équation  y  dans  le  système  dont  la  base  est  e,  il  vient,  à  cause  de 

1.  c=i ,  l.azszky 

ou,  remplaçant  «  par  sa  valeur  a — i— -^ 1 — — .., 

(a  — 1)*  .  (g-i)»      (a-xY 
a       "^       3  4 

et  si  l'on  pose  a=i  +3;,  d'o&a—i=a:,  on  obtient 


l.(i+x)=x--+y--|--y  +  -g-+...., 

série  identique  avec  celle  qui  donne  les  logarithmes  naturels  ou 
népériens  (n®  aSa). 


celle  de  la  progrcttion 

ii+i^(/i-M}«^(/i+i)î^""    - 

dont  la  limite  (oP  ao3)  est  -. 

Donc  enfin ,  IVcalitë  —  =  a  -f- h  x  ,  -f-. . . . „     est  elle-  m^mc 

^  n  i.a        ].a.3.4 

impoMÎble;  et  la  base  e  ne  saurait  être  égale  à  nn  nombre  commensnrable. 

IV,  B.  Le  calcul  pr<fcedent  peut  servir  à  estimer  la  limite  de  terreur  que 
Ton  commet  en  prenant  ponr  Taleur  de  0  les  n  premiers  termes  de  la  série. 

Car  cette  erreur  (que  nous  appellerons  T  )  est  égale  à 

a.3.4./i(/i+i)  "^  3.3.4..  .71(11  -h  1) («  +  3) 
c*C6t-à>dire  que  Ton  a 

T-._î /"-JL--!,  ' -  + î + ^ 

2.3.4.../iVrHi      ('»  +  î)(«  +  a)^(/»-|.i)(/H-a)(/i4-3)^         J 

mais   nons   avons  Vu  que  la  série    entre   parenthèses   est   moindre   que 
i.  On  »  donc  T  <  -^T — T*  î 

ce  qui  prouve  qu'on  peut  toujours  prendre  n  assex  grand  pour  que  Perr 
rear  T  soie  au-dessous  de  toute  grandeur  donnée. 

{lYoié  Communiquée  par  M,  Pommiés,)        ' 
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D'oùTonyolt  que  e  ou  2  97182818. . .  est  la  base  du  systëme 
népérien^  résultat  auquel  on  est  parvenu  (n*  233).  11  suit  en- 
core de  là  que  le  déyeloppement  des  exponentielles  en  série  con- 
duit aux  séries  logarithmiques. 

Nous  verrons ,  dans  le  dernier  chapitre ,  les  conséquences  que 
l'on  déduit  de  toutes  ces  formules. 

Calcul  de  l^ erreur  que  Von  commet  en  établissant  la  proportion 
que  prescrit  l'usage  des  tables.  (  f^oy.  n®'  221  cft  222.) 

236.  Four  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  théorie  des  loga- 
rithmes, nous  nous  proposerons  d'examiner  jusqu'à  quel  point 
la  proportion  de  l'usage  des  tables  est  exacte.  Mais  auparavant, 
il  est  bon  de  faire  quelques  remarques  sur  les  différences  qui 
existent  entre  deux  logarithmes  consécutifs. 

Premièrement.  On  a  trouvé  (n°  232) , 

Désignons  par  m  le  module  0;4342....  par  lequel  il  faut  (n*  233) 
multiplier  ;1'  (  j^  +  >  )  >  pour  avoir  les  logarithmes  ordinaires 
1.  (^  ■+•  0  ;  »ï  ▼>eïït 

d'oi  l'on  voit  déjà ,  que  la  différence  de  deux  logarithmes  con^ 
sécutifs  diminue  à  mesure  que  les  nombres  augmentent. 

Secondement.  G)mme  tis,  ou  Oy{342...,  est  <^  -  >  il  en  résulte 

d'ailleurs  9  on  sait  (n*  i84)  que  le  premier  terme  —  de  cette  sé- 
rie  est  numériquement  plus  grand  que  la  série  tout  entière ^ 
donc,  à  plus  forte  ilarcon,  on  a J.. (jf  +  > ) ~  1:^'<C> — • 
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Soit    y=  loooo:     on  a    —  = c=  o.ooooS;  , 

"^  2y      aoooo 

ainsi,  ^z^r  tous  les  nombres  aur dessus  de  lOOOO ,  /a  différence 
de  deux  logarithmes  consécutifs  est  moindre  que  la  moitié  de 
l'unité  du  quatrième  ordre  décimal. 

Ceci  explique  comment  on  a  pu  placer  dans  une  seule  page 
des  tables  de  Gallet  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes; 
puisque  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  sont  nécessairement 
communs  à  plusieurs  logarithmes^  il  suffisait  d'écrire  une  seule 
fois  ces  trois  chiffres  et  de  placer  ensuite  les  quatre  derniers 
chiffres  correspondant  à  la  variation  du  nombre. 

TroisièmemenL  Soient  J'ssl.  (y  +  i) — 1.  jf=L  'f-  et 

^==  1.  (^  +  2)  —  1.  (^  +  ')  =*  !•     _,      ;  comme  on  a 

J:±I  :  ^±î=,2±|21±i  =,  + _1_,  il  en  résulte 

ou,  remplaçant  y  par  yiy  +  ^)f  dan»  la  série. . . • 

'(■+^)=»a-î?+ )■ 

d'où/"— ^'<'  — 7 ; — -i  puisque  l'on  a  7iî<-  ,  et  que   le 

^y{y+^y  ^    ^  "*  , . 

premier  terme  de  la  série  est  (n°  184)  plus  grand  que  la  série 
tout  entière.  ' 

Cela  posé,  soit  y=  ïoooo:  on  trouve  f" — ^  < 7 ; 

r      '         J  »  ^  200040000 

ainsi,  la  différence  entre  deux  différences  consécudves  de  loga- 

rithm>es  de  nombres  aurdessus  de  10000,  est  moindre  que  l'unité 

du  huitième  chiffre  décimal* 

Voilà  encore  pourquoi  l'on  a  pu  placer  dans  les  tables,  pour 

tous  les  nombres  au-dessus  de  10000,  les  différences  entre 
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deux  logaritlimes  conséeutifs.  Qn  peut  regarder  ces  dilFérénoes 
comme  constantes  pour  un  grand  nombre  de  logarithmes, 
puisque  la  variation  d'une  difFérenoe  à  l'autre  né  porte  que 
sur  le  neuyicme  chifi&e  décimal  ^  et  que  les  tables  n'en  renfer- 
ment que  sept 

Conséquences  des  propositions  précédentes.  Admettons  pour 
un  instant  quc^  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  loooo,  à 
des  accroissemens  égaux  de  nombresj  correspondent  des  ac' 
croissemens  égaux  de  logarithmes^  ce  ^ui  est  sensiblement 
exact,  d'après  ce  qu'on  vient  de  reconnaître  ;  je  dis  alors  que 
l'on  peut  établir  une  proportion  entre  des  différences  de  nombres 
et  des  différences  de  logarithmes. 

Soient  en  effet  7iet  ii+  i  deux  nombres  entiers  consécutifs 

au-dessus  de  loooq,  n-j-^  un  nombre  fractionnaire  intcr- 
médiaire;  on  peut  toujours  regarder  lès  trois  nombres-  n, 
71 -f--,    71+1    comme  faisant  partie  d'une  progression  par 

différence,  dont  le  premier  terme  est  ti,  la  raison  -^   le  terme 

de  rang/?  -f-  1,71  +  -?,  et  le  terme  de  rang  9  +  1,7»+  -, 
ou  71  +  I  ;  en  sorte  que  Von  a 

I  a  p 

7  71.71-) .71+-..  ..  n+'^..  .  .  71+  1. 

q      ^q  ^q  ^ 

Or,  l'on  a  supposé  que  les  différences  entre  les  logarithmes 
des  nombres  entiers  consécutifs  sont  sensiblement  égales;  donc, 

à  fortiori j  les  différences  entre  les  logarithmes  de  n,    7t+  -, 

q 

71  +  -. . . ,  peuvent  être  regardées  comme  égales  ;  ainsi,  en  dé- 
signant par  ^  la  différence    l.r7i+-j —  1. 7t,    on  aura  pour 
les  logarithmes  correspondans  à  la  série  ci-dessus/ 
T  I71.I71+  ^.  l7i  +  2^. . .  In  +/>/^. . .  I7i+<y/  ou  1  (n  + 1)  ; 
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et  il  est  TÎsible  que,  dans  ce  cas >  on  a  la  proportion 
(«4-0-/1  :  (n+^y^-ni:  (171+^^)^1.71  :  iln+pr)—ln\ 

car  on  trouve,  en  réduisant,    i  l~  Il  qi"l  pi",  ou  q  l  p  II  g  Ip. 

2r37.  Calculons  maintenant  l'erreur  que  l'on  commet  en  éta- 
blissant cette  proportion.  (Ce  qui  suit  est,,à  quelques  modifica- 
tions près ,  extrait  d'un  ouTrage  de  Bertrand  de  Genève.) 

Reprenons  «les  trois  nombres  »,    n+^9        n+iy       et 

f 
soient    b,    ô  +  -.c,     ^  +  c,     leurs  logarithmes;  on  sup- 

S 
pose    f<g. 

Désignons  par  a  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on 
considère.  On  a,  d'après  la  définition  des  logarithmes, 


a*=  71,  a 


^f^ 


^''  =71+^,  a^=n  +  t. 
7 
Or,  on  tire  de  la  dernière^ 

a^  =  — r —  = ^14--: 

a"  n  n' 

d'où,  éleyaut  à  une  puissance  de  degré -,     a^  =(14 — Y  > 

et  multipliant  par  a^  =  71 ,      ' 

/  X 

a^r%  ou    71  +  ^=11^1 +  ^Y. 

Développons  actuellement  cette  dernière  égalité ,  d'après  le 
binôme  de  Newton,  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire 
(n"  t83)  y  et  supprimons  le  terme  n  qui  est  commun  aux  deux 
membres;  on  trouve 

p—f^f  sjzL  l^l  £=/   ^'g— -^  i-_    riv 

9gg^nS^g  3»        71* 
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OU;  multipliant  les  deux  membres  par  c, 

g      g      g    ^     n     g     ^         3/ï       jiv 

Or,  si  l'on  remarque  que  dans  ces  deux  séries  i  i®.  les  termes 
Tont  en  diminuant  et  diminuent  d'autant  plus  rapidement  que 
n  est  un  nombre  plus  grand  ;  2°.  que  les  termes  sont  alternati- 
vement positifs  etnégatifS;  il  en  résulte  nécessairement  (n**  184}^ 
que  Fon  a 

9      8      8^»^ 

9        g        g      ^     ^ 

Si\'on  considère  la  première  inéealité,  comme  -  .^ — -.- 

^  g      3g     n 

peut  se  mettre  sous  la  forme      ('"")•  —  **  q^e  le  produit 

-(1--,-)  est  tout  au  plus  (rsm.^  n"  ioo)égalà  j,  ils'ensnitqoe 

la  difiërence  -  —  -  est  moindre  que  s~'  De  même,  on  a 
0      8  o» 


1      g 

î         g 


''-'-'^'<à 


Gela  posé>  pour  résoudre  la  première  question  relative  à  Fu- 
sage  des  tables  ^  on  établit  la  proportion  : 
I ,    différence  entre  deux  nombres  consécutifs    i»-|-  i    et    n, 
esta   c,   différence  entre    I.  (ji  +  i)   et    1.  (n), 

-comme   ^,    différence  entre    n  +  ^    et    #», 

£8t  à  un  4"*  terme     x^    qui  est  censé  devoir  exprimer  ce  qu'il 

faut  ajouter  à    1. 1»     pour  obtenir  le  logarithme  de    n  •+> -; 

cVst-4i-dire ,     i  :  c  ::  f  :  a?,    d'où  x  =5^c.    Or,  la  ▼raie 

9  q 
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valeur  de  la  di£féreiice  entre  l.  (n+^j    et    L  »,    est,   par 
bjpothëse,  exprimée  par     ^    cj      donc,    en   substituant   le 

4'n*  terme,  ^  c,  à  (a  place  de  -  c,     on   commet  une  er- 

c 
reur  moindre  que  ^.     Mais  on  a  tu  (n^  236)  que,  dans  les 

tables  dont  la  base  est  lo,   si  n  est  au-dessus  de  loooo,  la 

différence  entre  deux  logarithmes    consécutif    est  moindre 

que  la  moitié  de  l'unité  de  Tordre  du  4'°*  cbiffre  décimal , 

^      .    .    c       ^       .    ,  o,oooo5 

ou  o, 00000:  ainsi   —  est  momdre  que  -5 ou 

'  2/1  ^        00000 

0,0000000006,  c'est-à-dire  moindre  que  l'unité  du  9™*  ordre 

décimal.  Ainsi,  l'erreur  commise  ne  peut  influer  sur  le  7™'  chiffre 

décimal  du  logarithme. 

Pour  le  second  problème,  on  dit  : 

c,  différence  entre  deux  logarithmes  consécutifs, 

est  à  I ,  différence  entre  les  nombres, 

f 

comme  ^  c,  diffihrence  entre  le  logarithme  donné  et  le  plus 

petit  des  deux  qui  le  comprennent { 

est  à  un  4^*"'  t^nne  Xj  qui  est  censé  exprimer  ce  qu'on  doit 
ajouter  au  plus  petit  nombre  n,  pour  avoir  le  nombre  cherché; 

f  f 

ou  bien,    c  :  i  tt  -  c  :  x ,    d'où     a;  =  -. 

g  g 

Ainsi,  le  nombre  demandé  serait     /»  +  ^  »   tandis  que  l'on 

devrait  avoir  »+ -,  pour  la  valeur  de  ce  nombre,  ce  qui 
donne,  en  vertu  de  la  relation  (i)  et  de  l'analyse  ci-dessus, 
une  erreur  moindre  que  ^;  et   si ,  comme  on   le  suppose  , 

n  est  ^  loooo,  cette  erreur  est  au-dessous  de  g- j    en 
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f  f 

sorte  que ,  rédaîsant   ^  , ou  plutôt ,-clc,    en  fraction  déci-' 

maie,  on  peut  pousser  ropéraiîon  jusqu'aux  lODOo^^^jinais  pas 
au-delÀ. 

338.  JV.  B.  Cette  approximation  que  donne  la  théorie, 
pour  le  second  problème,  souffre  des  modincatîons  dans  la 
pratique,  et  l'on  ne  peut  compter  que  sur  Texactitude  des 
deux  premiers  chiiTres  décimaux.  Cela  tient  à  ce  que  la  dif- 
férence c  n*est  donnée  que  par  deUx  ou  iroia  cfaiETres  au  ' 
plus ,  dont  le  premier  h  gauche  est  du  5^*"'  ordre  décimal , 
tandis  que  cette  différence  (  tous  les  logarithmes  étant  in- 
commensurables) devrait  être  composée  d'un  noml>re  infini 
de  chiffres,  dont  on  néglige  ceux  qui  suivent  les  deux  ou  trois 
premiers.  Or,  Ton  sait  que,  dans  une  division  arithmétique,  si 
Ton  supprime  les  derniers  chiffres  à  droite  du  diviseur  et  les 
chiffres  correspondans  du  dividende,  on  altère  le  quotient  ;  et 
l'on  n'est  bien  certain  que  de  l'exactitude  des  deux  premiers 
chiffres  à  gauche. 

Observons  encore  que^  dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire, 
nous  avons  supposé  que  l'on  eût  entre  les  mains  les  tables  de 
Callet.  11  serait  facile  de  calculer  les  erreurs  auxquelles  donne 
iieu  l'emploi  de  tables  moins  étendues. 
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CHAPITRE  VIL 

Théorie  générale  des  Équations. 

iniroductioTu  Les  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupés  du 
problème  de  la  résolution  des  équations  d'un  degré  qiielconque 
À  une  seule  inconnue  ;  mais  jusqu'ici  leurs  efforts  ont  été  in- 
fruGtuepx,  par  rapport  aux  équations  d'un  degré  supérieur  au 
quatrième»  Cependant  les  recherches  qu'ils  ont  faites  h.  ce  sujet 
les  ont  conduits  à  des  propriétés  communes  aux  équations  de 
tous  les  degrés ,  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti ,  soit  pour  ré-- 
soudre  certaines  classes  d'4quations,  soit  pour  ramener  la  ré- 
solution d'une  équation  donnée  à  celle  d'autres  équations  plus 
simples.  J^ous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre ,  de  faire  con- 
naître ces  propriétés  et  leur  usage,  pour  fabiliter  la  résolution 
des  équations.  . 

§  ï*'.  DiwsibiUté  des  Ponctions  entières.  Prqpriétés 
générales  des  Équations.  Théorie  complète  du  plus 
grand  commun  dis^iseur.  * 

niTisiBiLtré  DES  fonctions  entiIaes. 

jiSg.  Le  développemsnt-des  propriétés  relatives  aux  équatlohis 
de  tous  les  degrés ,  nous  conduira  à  des  polynômes  d'utie  nature 
particulière  et  toute  diSéronte  de  celle  des  polynômes  que  nouV 
«yon^  eu  occasion  de  considérer  dans  le  premier  chapitrer.  Gè 

fxvaX  des  expressions  de  la  forme 

,,    .    ,  •» 

dans  lesquelles  m  est  un  ilombre  entier  et  posflif;  fnais  dont  \ks 

25 
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ooefiBciens  A,  B,  G«...  T,  U,  désignent  des  quantités  quel- 
conques, c'est-à-dire  de^  quantités  entières  ou  fractionnaires, 
commensurables  ou  incommensurables.  Or,  dans  la  division 
algébrique,  telle  que  nous  l'avons  exposée  (chap.  I*'),  on  a  pour 
hul 'fêlant  donnés  deux  polynômes  entiers  par  rapport  k  toutes 
les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrent,  de  trousser 
un  troisième  polynôme  de  même  espèce^  qui,  multiplié  par  le  s«- 
coTid,  reproduise  le  premier. 
Mais ,  si  Ton  a  deux  polynômes 

Ax«  +  Bx«-'  +  Cx"-*  +...+  Tx  +  U,    . 
AV  +  B'x»-*  4-  Cx—  +. . .+  Tx  +  U', 

qui  ne  soient  nécessairem,ent  entiers  que  par'  rapport  à  a?,  et 
dont  les  coefficiens  A,  B,  G.... A',  B',  C,...  soient  quelconques, 
oh  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme j  de  mémts 
forme  et  de  même  nature  que  les  deux  précédens,  qui,  muUi-- 
plié  par  le  second j  reproduise  le  pi^mier. 

Le  procédé  pour  efifectuer  cette  division  est  analogue  a 
celui  de  la  division  ordinaire;  mais  il  y  a  cette  différence 
que,  dans  celle-ci,  U  premier  terme  de-  chaque  dividende 
partiel  doit  être  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du 
dipiseur;  au  lieu  que ,  dans  la  nouvelle  espèce  de  division,  on 
divise  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  (c'est-à- 
dire  la  partie  affectée  de  lusplus  liaute  puissance  de  la  lettre 
principale^  f  par  le  premier  terme  du  diviseur,  sans  s'inquiéter 
si  le  o(}efficient  du  quotient  partiel  correspondant  est  entier 
ou  fractionnaire;  et  l'on  continue  l'opération ///^u'à  ce  qu'on 
obtienne  un  quotient  qui,  multiplié  par  le  diviseur j  anéantisse 
le  dernier  dividende  par  lie  l,  auquel:  cas  la  division  proposée 
est  .dite  ç^acte;  ou  bien  j  Jusqu'à  ce  que  l*on  parvienne  à  un 
reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport 
à  la  Jettre  principale,  auquel  casja  division  est  regardée 
comme  impossible,  puisqu'on  .poussant  plus  loin  l'opération, 
on  obtiendrait  des  qùotiens  renfermant  Is^  lettre. principale 
avec  des  exposans  fûgatifi,  ou  cette  même  lettre  en  dénonni— 
nateur;  ce  qui  serait  contre  la  salure  de  la  question  ,  qui 
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cxîge  que  le  quotient  soit  de  même  forme  que  les  polynômes 
proposés.  / 

z^o.  Pour  distinguer  les  polj'nomcs  entiers  par  rapport  à 
une  lettre,  x  par  exemple,  mais  dont  les  coeiBciens  sont  quel- 
conques, des  polynômes  ordinaires,  c'est-à-dire  des  polynômes 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  parti- 
culiers qui  y  entrent,  nous  conviendrons  de  désigner  les  pre- 
miers sous  la  dénomination  de  fonctions  entières  de  x;  ci  nous 
appellerons  dipiseurs  relatifs  de  ces  polynômes  d'autres  poly- 
nômes de  même  nature,  qui  les  divisent  exactement ,  dans  le 
sens  que  nous  venons  d'établir. 

a4i .  Il  résulte  de  ces  définitions  que,  dès  qu'une  fonction  en- 
tière de  X  a  pour  diviseur  relatif  un  autre  polynôme  de  même 
espèce,  le  produit  de  ce  diçiseurpar  un  facteur  quelconque  in- 
dépendant de  la  lettre  principale,  est  eTux)re  un  diviseur  relatif 
du  premier  polynôme. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait 
Ax"4-Bx»-*H-...4.U       ,„ 

Soit  K  un  facteur  quelconque  indépendant  de  a:;  on  a  né- 
cessairement 

Ax^-i-Bx— '-f-.,..-fU  _  A'  ^^^^  V  ^^^^,  U' 

K(A'x--|.B'j;«-*-h...+UO  ~  K  ""^  +  K  ^"^     +-+  k  * 

et  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  X',  donc  K:(A'x--t-BV-*-}-.. ..)  est  diviseur  relatif  de 
Ax«-f  Bx"-'-|-.  .  .  . 
Ce  qu^U  fallait  prouper. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer,  sur  la  divisibilité  Aesfonc- 
tioTis  entières^  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été 
établis  en  Arithmétique  pour  les  nombres  entiers. 

a4a.  PBXmEa  vrimoipe.  Toute  fonction  entière  D,  qui  dipise 
exactement  le  produit  AxB  de  deux  autres  fonctions  entières^ 

a5.. 
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et  qui  est  premier»  avec  l'une  d' elles  ^  A,  par  exemple^  divise  né* 

eessairement  l'autre  B. 

(On  dit  qoc  deux  foaciions  cndèret  sont  premièfes  enirc  elict  lonqa^cUes 
n'ont  aucun  diviseur  commun  en  x.) 

DémonstralioTu  D'abord  >  si  A  est  îmlépeDclant  de  x,  la  pro- 
positioB  est  évidente;  car  soît>  d'après  l'énoncé, 

^^  =  Px-  +  Q^-^'  +  ^..  +  Tx  +  U  ; 
on  a  ,  en  divisant  les  deux  membres  par  A , 

«grs-x» +  j^X--» +....+ -X  +  -. 

pr  f  A  étant ,  par  bypotbëse ,  indépendant  de  a? ,  le  se- 
cond membre  de  cette  équation  est  une  fonction  entière. 
Donc,  etc. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  fonation  de  x,  et  de 
degré  rplus  élevé  que  D. 

Divisons  A  par  D;  on  a  l'équation 

A  =  DQ  +  R.  .  .  .  (i), 

(  le  reste  R  est  d'iIFérent  de  o ,  puisqu'on  suppose  A  et  D  pre* 
miers  entre  eux.) 

Multipliant  par  B  et  divisant  ensuite  par  D  les  deux  membres 
de  l'équation  (i)  ,  on  en  déduit 

D  ^^  D' 

AB 
Or,  -=r-  et  BQ  étant  des  fonctions  entières,  il  doit  en  être  de 

BR 
même  de  -yj-;  c'est-à-dire  que  D,  diviseur  relatif  de  AB,  Test 

aussi  de  BR;  et  si  R  était  indépendant  de  x^  comme  cela  ponr- 
vait  avoir  lieu,  la  proposition  se  trouverait  démontrée  d'aprèa 
ee  qui  a  été  dit  tout  à  l'heure.- 
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Maïs  soit  encore  B.forœtion  de  x,  et  divisons  D  par  R;  on 
obtient  la  nouvelle  équation 

D  =  RC/  +  R'...-  (2)- 

(R'est  différent  de  o,  car  autrement  D  serait  divisible  par  H, 
et  il  en  serait  de  même  de  A ,  en  Tcrtu  de  Féquation  (i)  ;  ainsi 
A  et  D  auraient  un  facteur  commun  en  x ,  ce  qui  serait  ^ntre 
Tbypo  thèse.) 
On  déduit  de  l'équation  (s)  ^ 

BRQ'       BR'. 
"*=     D     ^   U    ' 

or  y  le  premier  membre  B ,  et  la  première  partie  -^    du  se«* 

cond  membre,  sont  deux  fonctions  entières;  donc,  il  doit  en  être 

RR' 
de  même  de  -=7*  >  c'est* a-dire  que  D ,  diviseur  relatif  de  AB  et 

de  BR,  l'est  nécessairement  de  BR'  ',  et  si  R'  était  indépendant 
de  X,  le  théorème  serait  démontré. 

Mais  en  supposant  encore  R'  /onction  de  Xy  on  peut  di- 
viser R  par  R',  ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  R'',  diffé* 
rent  de  o,  sans  quoi  K,  diviseur  relatif  de  R  ^  le  serait  de 
D,  en  vertu  de  l'égalité  (2),  et  par  suite  de  A,  d'après  l'é- 
galité (i);  donc  A  et  D  auraient  un  facteur  commun  en  Xy 
ce  qui  serait  contre  l'hypothèse.  On  sera  donc  conduit  à  cette 
nouvelle  conséquence,  que  D,  diviseur  relatif  de  AB,  BR ,. 
BR',  l'est  nécessairement  de  BR*. 

Observons  maintenant  que  les  degrés  en  €C  des  restes  R  ,, 
R',  R*. .  •  •  vont  en  diminuant;  donc,  comme  on  ne  peut  oh* 
tenir  un  reste  nulj  immédiatement  après  un  reste  Jonction 
de  X  (car  ce  serait  supposer  que  ce  dernier  reste  serait  di* 
viseur  relatif  de  D  et'  de  A  )  ,  on  doit  parvenir  à  un  reste 
RC*)  indépendant  de  x ,  et  tel  que  le  produit  B  X  R^")  soit  di- 
visible par  D;  ce  qui  exige  que  B  lui-même  soit  divisible 
par  D. 

N.  B,  On  a  supposé  A  de  plus  haut  degré  que  D  ;  s'il  en. 
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était  autrement,  on  dÎTtseraît  D  par  A;  du  reste ,  les  opérations 
et  les  ralsonnemens  seraient  les  mêmes. 

243*  CoNSEQUBNCB.  Toute  fonction  entière  1^^  première  avec 
deux  ou  plusieurs  autres  fonctions  entières j_k  y  B,  C...,  ne  peut 
dUfiser  leur  produite 

Car 9  pour  que  D  divisât  ABC....  ou  AxBG....,  comme 
elle  est  première  arec  A  y  il  faudrait  qu'elle  divisât  BC ...  ;  de 
même,  pour  diviser  BG.  .  •  ^  ou  B  X  CE. .  • ,  il  faudrait  que  D 
divisât  CE.  ••  »  On  prouverait  ainsi  que  D  devrait  diviser  la 
dernière  fonction  entière^  ce  qui  serait  contre  la  supposition. 

244»  Second  principe.  Toute  fonction  entière  D,  du  1"  de^ 
gré  en  x ,  qui  dipise  le  produit  AB  de  deux  autres  fonctions 
entières^  doit  nêoessairement  dipiser  l'une  de  ces  deux  fbne^ 
tiens. 

En  effet ,  supposons  que  D  ne  divise  pas  A ,  il  ne  peut  être 
que  premier  avec  A  ;  donc,  en  vertu  du  principe  du  n^  24^, 
D  doit  diviser  B. 

245.  CoNsiQUENCES.  1*.  Toute  fonction*  entière  T}\,  dul'^  de^ 
gré  en  x ,  qui  divise  A%  et  en  général^  une  puissance  quel» 
conque  A"  dune  fonction  entière  Jl,  doit  dii^iser  A.  Car  y  A^ 
est  la  même  chose  que  AxA;  or,  tout  polynôme  du  \^ 
degré  enn^  qui  divise  ce  produit >  doit,  d'après  le  second 
principe,  diviser  l'un  des  facteurs. 

De  même,  A^  étant  égal  à  AxA%tout  polynôme  du  i" 
degré  en  x,  qui  divise  A^,  doit  diviser  A  ou  A**,  et  ainsi 
de  suite. 

2**.  Si  AetH  sont  deux  fonctions  entières  de  x  premières  entre 
elles j  A"  et  B"'  sont  aussi  des  fonctions  premières  entre  elles» 

Car,  tout  polynôme  du  \"  drgré  «/ix,.  qui  diviserait  a  la 
fois  A"  et  B"',  devrait  diviser  A  et  B,  ce  qui  serait  contre  la 
supposition. 

246-  TROïsièMB  PRINCIPE.  Toute  fonction  entière  A ,  qui  est 
ditHslble  par  deux  ou  plusieurs  autres  fonctions  entières  D, 
D',  D'  . . . ,  premièi^s  entre  ellesj  est  diçisible  par  leur  prt^^ 
duk  DD'D" 
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En  effet,  on  a ,  par  h  ypothëse,  A =DQ ,  Q  étant  une  fonction 

entière;   or,  lï  dÎTÎsant  A,  doit  diriger   sa  valeur  DQ  ;  et 

comme  D'  est  premier  avec  D,  il  doit  diviser  Q,  et  l'on  b 

Q  s=D'Qf  ;  d'où,  substituant  dans  l'expression  de  A, .*• . . 

,  A 

A  =  DiyQ',oubîen,=r=p-^Q',  fonction  entière.  De  même, 

D*  divisant  A,  doit  diviser  ÇD'xQ';  mais  il  est  premier 
avec  chacun  des  polynômes  D,  D',  et  par  conséquent  avec 
DIT  ;  donc  D''  doit  diviser  Q',  et  l'on  a 

Q'=D''Q',  d'oi  A-DD'D'Q", 

oubien,  5i^=Q'' 

Et  ainsi  de  suite- 

24?'  CoNsiQUXKCS.  Si  A,  â%  A'.  .  ,  étant  des  fonctions  en^ 
tières  première^  tntrê  eUeSj  une  autre  fonction  entière  A>  a  pour 
dipiêeurs  reiatifi  particuliers  j  àertaines  puissances  ded,à^,  d*... , 
savoir j  d",  d'*',  d'"*.  .  . ,  /«  même  polynôme  A  est  divisible  par 
le  produit  d* .  d'*' .  d"?"".  . . ,  et  par  tous  les  polynômes  qu^on 
peut  former  en  multipliant  deux  à  deux^  trois  à  trois, p.^  les  di^ 
verses  puissances  de  d ,  d',  d'^  . .  .^  comprises  d^uie  la  pre^ 
mière  jusqu^à  celle  dont- le  degré  est  marqué  parti  pour  dy 
par  xï  pour  à' . . .  » 

Car  c2,  df,df.  9»  étant  des  polynômes  premiers  entre  eux» 
il  en  est  de  même  de  rf*,  cP, .  . .  <î'*,  «?'. . . ..  (n*  a46)5  dès 
lors ^ les  produits  deux  k  deux,  trois  k  trois,  .• . .  sont  autant 
de  diviseurs  relatifs  de  A. 

248*  ScHOLis  oisinÂU  Lorsqu'une  fonction  entière  P  a 
été  formée  par  la  multiplication  de  plusieurs  autres  fonctions 
entières  P',  P*,  F**,  P*^ . .  . ,  en  sorte  que  l'on  ait 

P=P'P*P^*^...., 

ce  pçlynome  ne  peut , avoir  pour  diviseurs  relatifs  du  1*'  degré 
en  x^  que  ceux  qui  entrent  dan»  les  différens  polynômes  P,  P'» 
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P'. .  .jOViles  produits  de  ces  dît^iseurs  relatifs  par  desjhcteurs 
indépendam  de  x.. 

Cest  une  conséquence  évidente  de  tont  ce  qui  précède. 

Nous  pouvons  actuellement  passer  à  l'exposition  des  pro- 
priétés communes  à  toutes  les  équations. 

PBOFRiiTis    oi^ÉRALES    DES   EQUATIONS* 

249-  Toute  équation  complète  du  degré  m  (m  étant  «n 
nombre  entier  et  positif)  ,  peut,  par  la  transposition  des  termes. 
et  après  la  division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  jc", 
être  ramenée  à  la  forme 

x«+Px«-»+Qr--«  +  . .  .  +Tx+U  =0; 

P,  Q,  R , . . .  T,  U  étant  des  coeffiei^ns  pris  dans  le  sens  algé- 
brique le  plus  général. 

Cela  posé ,  Ton  appelle  racine  de  cette  équation  (voy.  n*  98)  , 
toute  expression^  de  quelque  .Tia tare  qu'elle  soit^  c'est-<i-dîre, 
numérique  ou  algébrique j^  réelle  ou  iipxiginaire^  qui,  substituée 
à  la  place  de  x  dans  l'équatH^j,  rend  son  pretnier  membre 
égal  à  o. 

a5o»  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme 
la  traduction  algébrique  tles  relations  qui  existent  entre  les 
données  et  l'inconnue  d'Un  problème,  on  est  conduit  natu^ 
i;el1emeot  k  ce  principe ,  que  toute  iQtTAtioK  d  au  moins  une 
racine,  A  la  vérité,  les  conditions  de  l'énoncé  peuvent  être  in- 
compatibles; mais  alors  on  doit  supposer  que  l'on  en  serait 
averti  par  qticlque  symbole  d'absurdité j,  tel  qu'une  formule 
renfermant  «  comme  opératioh  nécessaire,  l'extraction  d'une 
racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative;  et  il  n'en  existe* 
rait  pas  moins  une  expression  qui  ^  mise  à  la  place  de  x  dans 
Féquation  ,y  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe,  que 
nous  aurons  d'ailleurs  occasion  de  vérifier  p^r  la  suite,  pour  la 
plupart  des  équations  (*). 

■I  ^^—1  ■■l.l».      !■■       ■  I  »  Il        ■       ■  Il  ■  I  ■ 

(^]  M.  Canchy,  professeur  à  TEcolc  royale  Polytechnique,  a  «lonné,  dans 
•es  leçons ,  une  démonstration  complète  de  cette  proposition;  mais  elle  a^est 
pa«  de  nature  à  trouver  place  dâna  les  Éiém 


Yoîci  inatnteDant  une  nouvelie  proposition ,  qràé  Ton  peut 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des 
équations. 

aSi.  Première  pROVRiéri.  iSi  a  est  radine  de  l'équation,,.^ 
X*  +  Px»-»  +  Qi»-^ -h. .  .-1-  U  =  o  ,  /tf  premier  membre  de 
celte  êqtiation  est  dii^isible  par  x  —  a  ;  et  réciproquement ,  si 
un  facteur  de  la  form^  x  —  a  divise  le  premier  membre  de  la 
proposée j  a  est  racine  de  cette  équation. 

En  effet,  essayons  la  division ,  et  vojons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'exposant 
de  ^devienne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 

rîfctte  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons 
parlé  n*»  aSg,  puisque  û,  P,  Q sont  de  nature  quel- 
conque- ) 

+p1 


4-Pl  -f-Pcj  +Pa— 

+Pfl  +... 

-hQl  H-T 


Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'ohtiennent 
les  quotiens  partiels,  on  reconnaît  d'abord  ,  par  analogie >  et 
eVisuîte  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (  n***  3i 
et  86)  ,  une  loi  de  formation  pour  les  coefficiens  de  ces  divers, 
quotiens;  et  l'on  peut  conclure ,  i®.  qu'on  doit  avoir  m  quotiens 
partiels,  2i".  que  le  coefBcient  du  tj*"""  qaotient,  c'est-à-dîre 
de  a:^,  doit  être 

T  étant  le  coe£Qcient  de  l'avant-dernier  terme  de  la  proposée. 
Donc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient  et  réduisant 
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aTec  le  dmdende,  on  obtient  pour  reste 

a«  4-  Pa"->  -f  Qa"—  + . . .+ Ta  +  U. 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  l'équation;  donc,  ce  resté 
e$t  nulj  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a  à  la  place  de  x  dans  l'équation  \  mm^ladwision  se 
fait  exactement. 

Réciproquement  ^  si  x — a  est  diviseur  exact  dc«"4"P*"'~'+-^ 
le  reste  a"  +  Pa«-»  +...  doit  être  nul;  ainsi  (n"  249)*  ^  «>* 
racine  de  l'équation'. 

262.  II  résulte  de  là  que ,  pour  reconnaître  si  «in  binom^e 
la  forme  x  —  a  est  diviseur  exact  d*un  polynôme  en  x ,  il  suffit 
de  Yoir  si  le  résultat  de  la  substitution  de  a  au  lien  de  x ,  est 
égal  à  o. 

Réciproquement,  pour  s'assurer  si  a  est  racine  d'un  po- 
lynôme en  X  égalé  à  o ,  il  suffit  d'essayer  la  division  par  x  -~  a. 
Lorsque  la  division  réunit ,  on  e^t  certain  que  a  est  racine  de 
l'équation» 

253.  Remarqué,  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  di- 
vision effectuée  n®  25i ,  on  aperçoit  pour  les  coeffîciens  la  loi 
suivante  :  Chaque  coefficient  s*ohtient  en  multipliant  celui  qui 
le  précède  par  la  racine  a,  et  cloutant  au  produit  le  coefficient 
de  la  proposée  y  qui  occupe  le  même  rang  que  celui  du  terme 
qu*on  veut  obtenir  dans  le  quotient. 

Ainsi,  ic  coefficient  du  3^  ternie,  a*  +  Pa  +  Qi  est  égal  à 
(a  +  P)a  +Q>  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  +  P, 
par  la  racine  a,  augmenté  du  coefficient  Q  du  3^  terme  de  la 
proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(a*  +  Pa  +  Q)a+R    ou    a»  +  Pa»  +  Qa  +  R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette 'loi,  qni 
d'ailleurs  est  facile  à  retenir. 

254*  SscoMOB  PRoraiiTi.  Toute  équation,  à  une  seule  inoom" 


DES  iQUATIONS.  3g5 

nuej  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  Pexposant  de 
$0K  degré j  et  ne  peut  en  ai^oir  dai^antage. 

Soit  a:*+Pj:^-*  +  Qjc"»^  +  ...Tx  +  U=o,  l'ëquatlon 
proposée. 

Puisque  (  n'  ^So  )  toute  équation  a  an  moins  une  racine ,  si 
l'on  désigne  par  a  la  racine  que  l'équation  précédente  comporte 
nécessairement  y  son  premier  membre  est  (n*  a5i)  divisible  par 
X  —  fl ,  et  Ton  a  l'identité 

x^+Vx^-'+...=  {x  — a)  (jc^-^+'P'x'^'^+. ..)... {ï). 

Mais  en  posant       a::"""*  +  P'x"''^  +•  •  •=  o» 

on  obtient  une  antre  équation  qui  a  an  moins  une  racine. 
Suit  b  cette  racine ,  on  a  (n**  a5i) 

a:— i  +  p'x-^^+^.-rsCa:  — i)(x— •  +  P'a-'-34.,..), 

égalité  qui,  multipliée  membre  à  membre  avec  l'égalité  (i), 
donne 

Raisonnant  sur  le  poljnome  x""^+P''x"~^+,,.  comme 
sur  le  précédent ,  on  a  encore 

x«--*+P':t"-3^...r=(x  — c)(.r-^3+P'x*-^+...), 

égalité  qui ,  multipliée  par  l'égalité  (a),  donne 

a:'"+Px"-'+. .  .  =  (a:— a)  (x—b)  (x— c)  (x"-3^...)...(3). 

Remarquons  maintenant  que,  pour  chaque  facteur  du  i*' 
degré  en  x,  mis  en  éyidence,  le  degré  de  xdans  le  pol7nome- 
quotient  diminue  d'une  unité.  Ainsi,  lorsqu'on  aura  fait  res- 
sortir /»  —  2  facteurs  du  i*^  degré,  l'exposant  de  x  sera  ré- 
duit à  7»—  (fn  —  2)  ou  2;  c^est-à-dîre  qu'on  obtiendra  un 
poljnome  du  second  degré  en  x,  qui  (n^  g8)  est  lui-même 
décomposable  dans  le  produit  de  deux,  facteurs  du  i*'^  degré, 
(x  —  t)  (x  —  l).  Or,  comme  on  aura  déjà  mis  m  —  2  fao- 
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teurs  du  i*'  degré  eu  évidence;  il  s'ensuit  que  finalement  on 

a  l'identilé 

jçm^  Pj;W-1  ^„.SS.  (j._a)  (j_é)  (J;«.C\..(X— Ir)  (X  — /). 

D'où  Von  voit  déjà  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est 
-décomposé  dans  le  produit  de  m  facteurs  du  premier  degré 
leiti  X. 

Gela  posé;  comme  à  chaque  diviseur  du  premier  degré 
«n  X,  correspond  nécessairement  (n®  25 1)  une  racine  de  la 
proposée ,  il  s^ensuit  que  les  m  facteurs  du  premier  degré 
X  —  a,x— i-i,  X  —  c...  donnent  pour  la  proposée  les  m  ra- 
cines a,  &,  c.  .  •  . 

Il  résulte  d'ailleurs  évidemment  de  la  proposition  établie 
h*>  248,  que  le  polynôme  x"*  +  Px*""'  +.  .  .  ne  peut  avoir 
d'autres  divised^s  relatifs  du  1"  degré,  que  x  —  a,  x—  i, 
X  —  c.,.  .  .  •  X  —  it,  X  •—  /,  OU:  le  produit  de  l'un  de  ces  divi- 
seurs relatifs  par  un  facteur  quelconque  indépendant  dex.  Donc 
féquation  elle-même  ne  peut  avoir  pour  racines  que  û  ,  A,c- .. 
k  ,  /;  puisque  l'existence  d'une  racine  « ,  dilTérente  Ae  a^by  c... /, 
«ntraîne  l'existence  d'un  diviseur  relatif  x -*  a  ^  différent  de 
X  — a,x — A, ....  X  —  /;  ce  qui  est  impossible. 

Donc  enfin,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines ^  et  ne  peut 
£n  ^i^oir  davantage, 

255.  Remarque,  Il  existe  des  équations  qui ,  en  apparence^ 
renferment  moins  de  racines  qu'il  n'j  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant de  leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  est  le 
produit  de  facteurs  égaux;  telle  serait  l'équation 

(j;-.a)*(x— fc)3(x— c)»  (X  — d)=o, 

qui  n'a  que  quatre  racines  différentes^  a ,  &;C;J;  quoiqu'elle 
;soitda  10*  degré. 

.  11  est  évident  qu^aucune  quantité  et ,  différente  ùea,b,Cjd^ 
ne  peut  la  vériGer.  Car  l'existence  de  cette  racine  a  entraî- 
nerait celle  du  diviseur  x — «,  dans  le  premier  membre ,  oe 
•qui  est  impossible  (n"*  a4^};  puisque  x — ««est  premier  avec 
X— a,x  —  6jX— c,x— cL 


Mais  la  proposée  n'en  a  pas  moins  dix  racines ,  dont  quatre 
«sont  égales  a  a,  trois  égales  k  b^  deux  égales  à  c,  et  une 
égale  à  d. 

Nous  verrons  par  la  suile  que  ces  sortes  d'équalîons  sont  plus 
faciles  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elle» 
aucune  relation  déterminée. 

256.  CoNséquENCB  de  la  seconde  propriété. 
Le^  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  m 
diviseurs  du  premier  degré  de  la  forme 

si  Ton  multiplie  ces  diTisKurs  deux  à  deux j  trois  à  trois j,.,,oxï 

obtiendra  ainsi  (n*^  24?)  sautant  de  diviseurs  rel^ifs  du  second, 

du  troisième....  degré  en  a*,  que  l'on  peut  former  de  combinai-^ 

sons  difiërentes  avec  m  quantités  prises  deni  à  deui,  trois  à 

trois....  Or,  ces  nombres  de  combinaisons  sont^  comraie  on  l'a 

^    tr             .     ,                m — 1         m  —  I     m — a  ^ 

Ttt  n*  i5o,  exprimés  par  m. ,  /». •  — 5 — ....  Ces 

produits  sont  d'ailleurs  (p?  24^)  les*  seuls  diviseurs  du  même 
degré,  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir ,  à 
moins  que  l'on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  divi-^ 
seurs  relatifs  par  des  facteurs  indépendans  de  x. 

Ainsi,  la  proposée  renferme  m  .  diviseurs  du  secomï 

d^ré^  m. .   — 5 —  diviseurs  du  troisième  degré;  et  aînsr 

de  suite. 

257.  GiHPosiTioN  DS8  ÉQUAtTiati9.  Si ,  dans  l'équation  iden-*^ 
tique 

x"»  +  Px"»-»+...  =  (x--ra)  (JC— i)  (x— c)....(jc— 0^ 

on  effectue  la  multiplication  des  m  facteurs  du  second  tnerabre 
Çtfoye»  n^  i5i),  et  que  l'on  compare,  terme  h  terme,  les  deui 
membres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  cocf^ 
ficiens  P,Q,R.. . .  T,  U,  et  les  racines  a,  b,  c,. .  »kyf,  de  I* 
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proposée  t  saToir: 

.^a — b — c....— 4 — /=P,  ou  a-4-A+c«- ••+*+'=; — P; 

ai+ac  +  ....  +  A/=Q, 

m^abc^abd.* ..— iA/=R,ou  abc+abd. . ..  +'W=— Rj 


dtabcd. . . .  A/=U  ou  c&cd. . . .  /(/=diU. 

(On  a  placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation ,  parce 
que  le  produit— a X — bx  —  c...  X — i,  est  plus  ou  rnoins 
abcd,.,klt  suivant  que  l'équation  est  de  degré  pair  ou  impair.) 

Donc ,  I*.  La  somme  algébrique  des  racines  prises  en  sigiie$ 
contraires j  est  ^ale  au  coej^ient  du  second  terme;  ou  bien,  la 
somme  algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égale  au  coeffi- 
cientdu  second  terme ^  pris  en  signe  contraire. 

7?.  .La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  prises 
apec  leurs  signes  respectifs j  est  égale  au  coefficient  du  troisième 
terme. 

3".  £a  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  prises  en 
signes  contraires j  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme-, 
ou  bien,  le  coefficient  du  quatrième  term^,  pris  en  signe  con" 
traire j  est  égal  à  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines 
prises  avec  leurs  signes* 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  produit  de  toutes  les  racines,  prises  en  signes  con- 
traires j  est  égal  au  dernier  terme  ;  ou  bien ,  le  produit  de  toutes 
Us  racines j  prises  as^ec  leurs  signes  respectifs,  est  égal  au  der* 
nier  terme  de  l'équation,  pris  ai^ec  son  signe,  si  l'équation  est 
de  degré  pair,  et  Oi^ec  un  signe  contraire,  si  l'équation  est  de 
degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n®  g8,  par  rapport  aux  équations 
du  second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particulier  de  celles  qui 
viennent  d'être  établies.  Le  dernier  terme ,  pris  avec  son  signe, 
est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes,  parce  que  l'équa- 
tion est  de  d^ré  pair. 


TuioBIE  COMPLiTB  DO  PLUS  OAAHD  OOMXVff  DIVISEUR.     3qq 

JV;  B.  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficieat 
du  premier  terme  ^al  à  Panité.  S'il  en  était  autrement,  il  fau- 
drait, avant  d'éUblîr  les  relations  ci-dessus  entre  les  ooefficiens 
et  les  racines,  il  faudrait,  dis-je ,  diviser  tonte  l'équation  par  ce 
coefficient. 

TuàOBJS   COMPLÈTE  DU   PLUS    GRAND   COlftMUN   DIVISEUR* 

a58.  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes,  on 
aperçoit  une  certaine  analogie  entre  la  recherdie  des  diviseurs 
relatifs  de  différens  degrés  d'une  fonction  entière  de  a;  et  la  ré- 
solution d'une  équation.  £n  effet,  il  résulte  de  la  propriété  du 
n*»  254  >  que  tout  polynôme  Ax"+Rr"»~'-f-Cr'«'~*-f....4-Tj-f-U 
est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  d^é;  et  pour  ob- 
tenir cette  décomposition,  il  suffirait  d'égaler  le  poljnome 
à  o ,  et  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  la  lettre  prin- 
cipale X. 

On  voit  d'ailleurs ,  d'après  cette  même  propriété ,  qu'il  n'y 
a  que  les  polynômes  du  premier  degré  qui  ne  puissent  pas  être 
décomposés. 

Ainsi ,  a* —  ab  +  bc  étant  un  polynôme  du  second  degré  en 
a,  est  décomposable  en 


G 


b  +  y^b*—^bc\ 


lorsqu'on  pose  l'équation  a*  —  ia  -f-  ic  =  o ,  et  que  l'on  résout 
cette  équation. 

Le  polynôme  a^  —  3aA*  +  26'c  +  36c*  est  décomposable 
en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  b,  que  l'on  obtîen* 
draît  en  résolvant  l'équation 

(ac  —  3a)6»  +  3c*6  -f-  a»  =  o, 
par  rapport  à  b. 

Il  est  aussRlécomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  c;  mais  pour  obtenir  les  trois  facteurs  du  premier  d^ré  en 
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a,  doat  il  se  compose >  il  faudrait  réscadre  une  équation  da 

.3"-  degré. 

SI  l'on  a  besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obte-* 
tenir  les  diviseurs  relatifs  d'un  polynôme,  cela  n'est  pas  néces^ 
saire  pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  de  deux  polynômes.  Les  analystes  ont  même 
tiré  parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de 
certaines  classes  d'équations.  Ainsi ,  avant  de  pénétrer  davan-^ 
tage  dans  la  théorie  des  équations ,  il  est  nécessaire  que  noas 
nous  occupions  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de 
JC,  après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynoma 
iM>nt  entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  coelUciens. 

Du  plus  grand  commun  dipiseur  relatif. 

.  259.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc-^ 
tiens  entières  de  x  est  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x, 
qui  divise  à  la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition  que,  lorsque  les 
deux  polynômes  ont  été  divises  par  leur  plus  grand  commaa 
diviseur,  les  quotiens  résultans  ne  doivent  plus  renfermer  au- 
cun facteur  commun  en  a:;  car,  s'il  en  existait  un,  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré 
pins  élevé  en  x  que  ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  rela- 
tif des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d,  d'y  cT  les  seuls  facteurs  du  premier  de- 
gré en  X,  communs  à  deux  fonctions  entières,  et  supposons  que 
n,  n\  n*  soient  les  exposans  des  puissances  de  ces  facteurs, 
communes  aux  deux  polynômes,  comme  d*,  d^\  </"«*  sont  des 
diviseurs  relatifs  premiers  entre  eux  ,  il  s'ensuit  (n°  24?)  ^°^ 
le  produit  d'*.  d*\  ûf""  est  le  diviseur  relatif ^e  plus  haut 
degré,  commun  aux  deux  polynômes,  puisque  tous  les  autres 
•te  peuvent  être  que  des  combinaisons  2  à  2 ,  3  à  3.  ..  des 
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diverses  puissances  de  d^df ,  d*',  comprises  depuis  i  fusqu^li 
ftf  n  f  n  m 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  premier  principe ^  i*.  gus 
lé  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  enr 
tières  est  le  produit  des  plus  hautes  puissances  de  tous  les  di^ 
faiseurs  du  i*'  degré  en  x ,  communes  aux  deux  polynômes; 
ft**.  que  tout  diviseur  relatif  commun  à  deux  fondions  entières^ 
divise  nécessairement  leur  plus  grand  commun  diviseur  /v- 
latif. 

N.  B,  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs 
relatifs  communs ,  de  même  degré  que  d".d'"',d***j  maïs  ce  se-  ' 
rait  (n°  24O  en  multipliant  celui-ci  par  un  facteur  quelconque 
indépendaut  de  x. 

260.  Second  principe.  Le  plus  grand  commun  diviseur  rela^- 
tifde  deux  fonctions  entières  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  polynôme  de  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  divir 
sionj  ou  du  pioins,  n^en  diffère  que  par  un  facteur  indépendant 
cU  x,  ^ 

£n  effet t  soient  A  et  B  les  deux  polynômes ,  D  leur,  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  Q  et  II  le  quotient  et  le  reste 
de  leur  division,  Jf  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de 
B  et  de  II;  on  a  l'équation 

A:t=BxQ  +  R, 
d'oii  l'on  déduit 

A_BQ.R       .     ^_BQ    .   R 

IVabord ,  D  étant  diviseur  relatif  de  A  et  de  6,  il  s'ensuit  que 

--.  et  *r^  sont  des  fonctions  entières  de  x\  ainsi .  il  doit  en  être 
D        D     ^  '         ' 

R 
de  même  de  j:\  c'est-à-dire  que  D  est  diviseur  relatif  de  B 

et  de  R.  Donc,  d'après  le  premier  principe,  D  doit  diviser 
D^  qui  est  1§  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  çt  R. 

26 
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De  mAme,  D',  Airiseur  relatif  de  B  et  de  R,  Test  aussi  de 
BQ  et  de  R,  et  par  conséquent ,  de  BQ  +  R  ou  A.  Ainsi  T>\ 
diviseur  relatif  de  A  et  de  B,  doit  diyiscr  D,  qui  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  A  et  B. 

Les  deux  polynômes  D  et  D'  sont  donc  réciproquement  divi- 
sibles l'un  par  l'autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  de- 
gré I  et  par  conséquent  (n®  25g)  qu'ils  soient  égaux  entre  eux , 
ou  ne  dillereut  l'un  de  l'autre  que  par  un  facteur  indépendant 
dex. 

261 .  De  ces  deux  principes,  résulte  le  procédé  suivant  pour 
trouver  1c  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc* 
t  ion  s  entières: 

Diifisez  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x  par  U  second; 
ai  la  division  se  fait  exactement^  le  second  polynôme  est  le  p.  g, 
c.d.  cherché.  Si  vous  obtenez  un  reste ^  dipisez  le  second  poly^ 
nome  par  le  reste;  en  supposant  que  cette  diifibion  se  fasse 
exactement^  le  reste  est  le  p,  g.  c.  d,  entre  ce  reste  lui  -  même 
et  le  second  polynôme j  et  par  conséquent  aussi  entre  les  deux 
polynômes  proposés»  Si  vous  obtenez  un  second  reste,  di^'isez 
le  premier  reste  par  le  second,  et  continuez  ainsi  fopéra" 
tion  Jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un  reste  qui  divise 
exactement  le  reste  précédent;  ce  sera  le  plus  grand  commun 
dipiseur  cherché, 

Lorsqu'en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à  un 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  conclure  que  les  deux  poly- 
nômes proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens ,  qu'ils 
n'admettent  aucun  diviseur  commun  en  x;  car  le  plus  grand 
commun  diviseur  étant  (n°  ^Sg)  diviseur  relatif  du  reste  de 
chaque  division ,  detrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant 
de  X,  auquel  on  est  parvenu ,  ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n**  275)  les  modifications  que  Ton  peut ,  dans 
la  pratique,  apporter  à  ce  procédé,  lorsqu'on  l'applique  à  une 
certaine  classe  de  polynômes. 

262.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  ràlatifde  plusieurs  fonctionê  entiàres  A ,  B^,  C ,  E. , . • 
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Appelons  D  le  p.  g.  c  d.  entre  A.  et  B,  D^  le  p.  g.  c.  dy 
entre  D  et  C'^  je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A, 
B,  C. 

En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  G  devant  dWiser  À  et  B,' 
divise  leur  plus  p.  g.  c.  d.  D;  d'ailleurs,  il  divise  aussi  C; 
ainsi  il  doit  diviser  D^,  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  G;  il 
ne  peut  donc  être  d'un  degré  plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est 
évidemment  commun  aux  trois  polynômes  A  ^  B  ^  G  ;  doue  en* 
fin,  ly  est  leur  p.  g.  c.  d. 

On  prouverait,  d'une  manière  analogue,  que  le  p.  g.  c.  d. 
jy  entre  D'  et  £«  est  le  p.  g.  c.  fl.  entre  A,  B,  G^  £;  et  ainsi 
de  suite. 

N.  B.  Dans  les  applications ,  on  commence  par  chercher  le 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  de  plus  faible  degré,  puis 
entre  celui  qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le 
plus  simple,  etc. 

â63.  En  résumant  les  règles  précédentes , on  voit  que,  par 
une  suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plu- 
sieurs polynômes  en  x,  quelle  que  soit  la  nature  des  coeiH- 
ciens  des  diverses  puissances  de  cette  lettre  principale. 

On  peut  encore  remarquer  que  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polynômes  qui 
ne  renferment  aucunf  signe  de  l'extraction  des  racines,  l'appU* 
cation  du  procédé  conduit  à  des  quotiens  et  des  restes  qui  peu« 
Tent  être  entiers  ou  fraction naires,  mais  qui  sont  essentielle- 
ment rationnels.  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif, 
auquel  on  parvient  par  ce  procédé^  ne  peut  être  que  ra- 
tionneL 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

264.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le 
premier  chapitre,  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  ration- 
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mehêt  entière,  parce  que  lear  caractère  consiste  en  ce  que, 
composés  d'un  nombre  limité  de  termes,  comme  Usfonctioiu 
éJitUresj  ils  ne  renferqient  dans  leur  expression  aucun  des 
signes  de  la  division  ou  de  l'extraction  des  racÎQes',  c'est-à-dire 
que  les  coe£Sciens  numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  il 
n'entre  dans  ces  polynômes  que  des  exposans  entiers  et  positiâ 
pour  toutes  les  lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  dipUeur 
d'un  second  pdynome  de  même  nature ,  lorsqu'il  existe  un 
troisième  polynôme  rationnel  et  entier  qui,  multiplié  «par  le 
premier,  peut  reproduire  le  second;  et  c'est  par  le  procédé  de 
la  division  algébrique  ordinaire,  qu'on  reconnaît  si  le  premier 
polynôme  est  facteur  du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier  absolu, 
lorsqu'il  n'a  pas  d'autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui- 
même  ou  Tunité  qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière  ;  el 
deux  polynômes  rationnels  et  entiers  sont  dits  premiers  entre 
tfz^^  lorsqu'ils  n'admettent  d'autre  facteur  commun,  ration- 
nel et  entier  que  l'unité. 

265.  Ces  définitions  étant  bien  comprises ,  nous  regarderons 
comme  démontrée  la  proposition  suivante  (*)  :  Tout  polynôme 
prenkierV  (bationm^  et  -estieb)  qui  dit^ise  exactement  le  pro- 
duit A'XBde  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers,  doit 
nécessairement  diviser  l'un  de  ces  polynômes;  et  voici  les  con- 
séquences qu'on  peut  en  tirer  : 

Premièrement.  Concevons  qu'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A  soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers,  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  l'on  ait 

A=P.F.PM^ P^"> 

(  plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  ^ux  entre 
eux). 

(*)  ^0/ «s  »  povir  U  démontcraciou ,  U  noie  qoî  4st  à  la  fia  <!•  roavrftge. 
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Il  résnltede  la  proposition  qui  ^ient  d'être  énoncée ,  qu'aucun 
polynôme  premier  p  différent  de  P,  P',  P'...P('),  ne  peut  dÎTiaer 
A  ;  car  pour  diyiser  A ,  il  fout  que  p  diyisa  P  X  P'P**  ...P^^)  :  or, 
s'il  est  difTéreat  de  P^  il  ne  peut  le  diviser  (  puisque  P  est  pre- 
mier), et  il  doit  par  conséquent  diriser  F  P*  ....  PC«).  Par  la 
même  raison,  si  p  est  différent  de  P',  il  doit  diviserP*P*^.,  P^")^ 
et  ainsi  de  suite;  d'oii  l'on  conclurait  que  p  doit  être  égal  au 
•  dernier  facteur  P^"),  ce  qui  est  contre  l'hypqtbèse. 

Ainsi ,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  k  puisse  rer^ 
fermer^  sont  les  facteurs  P,  P',  P*.  .  .  .  P^*),  dans  lesquels  A  est 
d^fà  décomposé j  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc. 

a66.  Secondement.  Soient  A  et  B  deux,  polynômes 'xaticm* 
nels  et  entiers,  D  leur  plus  grand  cobuuuh  diviseur,  c'eH->àr 
dire  (n^  34')  le  polynôme  le  plus  grcuid .par  rapport  aux  expo* 
sans  et  aux  cœfficiensj  qui  divise  exactement  les  deux  poly 
nomes  donnés.  Si  l'on  désigne  par  A^' et  B' lés  quotiens  de  leur 
division  par  D,ou  â  (même  n«)  A=A'b,  B^i^B'D,  A'  etB' 
étant  premiers  entre  eux.  •     •     > 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  c/, commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A' et  B',  doit,  en 
vertu  de  la  proposition  fondamentale  (n®  ^65) ,  diviser  D.  Il  est 
d'ailleurç  évident  que  tout  facteur  premier/)  qui  divise  A  sans 
diviser  B ,  ou  réciproquement,  ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  ra* 
tionnels  et  entiers,  contient  comme  facteurs,  tous  le^  dipiseurs 
particuliers  commMtns  aux  deux  polynômes,  et  ne  peut  pas  ren^- 
ferWur  d* autres  facteurs. 

C'est  le  premier  principe  du  n^  35  appliqué  à  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers* 

267.  Troisièmement,  On  pent  reconnaître  facilement  que  D 
-est  ^al  id'.d'-'.d"»" ;  d,d',  d" ....  étant  les  facteurs  pre- 
miers communs  aux  deux  polynômes,  etuyn^n"., . . les  ex- 
pôsans  des  puissances  auxquelles  )Des  iacteurs  sont  à  la  fois  élet 4s 
dans  les  deux  polynômes. . 
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En  effet ,  conoeTons  A  et  B  décomposés  dans  leurs  facteurs 
premiers ,  et  supposons  que  d  entrant  un  certain  nombre  de  fois 
dans  A,  et  un  autre  nombre  de  fois  dansB,  J"  soit  la  plus  haute 
puissance  commune  à  A  et  à  B;  que  d'*\  d"*",  rf*"*  soient  les 
plus  bautcs  puissances  de  (f ,  d",  d'  communes  à  A  et  à  B.  Ad- 
mettons d'ailleurs  I  pour  fi&er  les  idées /que  d,  d',  rT,  cf  soient 
les  àculs  facteurs  premiers  communs;  on  aura 

A  =  A*  X  J«  X  d'»'  X  d"»'  X  d"\ 
B  =  B'  X  d»  X  d'*'  X  rf"*"  X  dT'^'* 

A*  et  B'  sont  nécessairement  premiers  entre  eux  ;  car  si  quel- 
que facteur  premier  divisait  encore  A'  et  B*,  ou  il  serait  l'un 
des  facteurs  d  ,  d\  d'\  d*,  auquel  cas  »,,  n%  n",  n"  ne  seraient 
pas  les  exposans  des  plus  hautes  puissances  communes  ;  ou  bien, 
il  serait  dilfcrjent  de  d,  rf',  d",  rf*,  et  alors  ces  dernières  quan- 
tités ne  seraient  pas  les  seuls  facteurs  premier^  communs,  ce 
qui  serait  contre  T hypothèse. 

Maintenant  il  est  clair  que  les  seuls  diTÎseurs  rationnels  et 
entiers  comi.iuns  à  A  et  à  B  ne  peuvent  être  (n*  a65)  que  les 
puissances  d,  d\  dV-  d*>  d! ,  cT»,  cT^,....  #i'«',  ûT,  d"*,....  d"«%  ou 
les  produits  de  ces  puissi^nces  aVux  à  deux ,  trois  à  trois ^  quatre 
àfqiéatre.  Or,  le  plus  graed  diviseur  qu'on  puisse  obtenir  ainsi, 
est  évidemment  le  produit  d"  X  d'*'  ><  d'»"  X  d*»^  Conc  D 
est  égal  à  ce  produit. 

Ceci  prouve  encore  qne  €ieux  pofyno7:î*:s  racîonhel^  êf  entiers 
ne  peuî^ent  rwoir  qu'un  seul  plus  grand  commun  diviseur j  c^est* 
àf-dire  un  seul  diviseur  commun  dans  lequel  les  coeÛiciens  et 
les  exposans  soient  les  plus  grands  possibles;  tandis  que  deux 
fonctions  entières  ont  une  iniinilé  ie  plus  grands  communs  di- 
ffiseurs  relatifs  (n°  aSg.) 

a68.  Quatrièmement.  On 'peut j  sans  aucun  înconvénîcnl, 
introduire  ou  supprifner^  dans  t*un  des  polynômes  h.  ou  fi  ^  fcZ 
facteur  rationnel  et  entier  que  Von  juge  à  propos ^  pourvu  que 
ee  facteur  ne  se  trouve  pas  dfjà  dans  Vautre  polynôme.  Car  il 
est  évident  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
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tiouTeaux  polynômes  reste  le  même  qu'entre  les  polj^nomcs 
proposés,  puisqu'il  doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

26g.  Cinquièmement.  Passons  à  la  démonstration  du  second 
principe  établi   n"  35, 

''  ObSbrvons  d'abord  que  les  deux  poljnomcs  A  et  B  peuTcnt 
toujours  être  supposés  tels ,  qu'aprè^les  avoir  ordonnés  par  rap- 
port à  l'une  de  leurs  lettres  communes,  a,  et  avoir  divisé  le 
polynôme  de  plus  haut  degré,  A  par  exemple ,  par  le  second  B, 
on  ait  obtenu  un  quotient  entier  et  un  renfle  de  même  nature , 
dans  lequel  le  plus  baut  exposant  de  a  soit  moindre  que  celui 
du  diviseur. 

En  effet,  pour  que,  dans  chacune  des  opérations  partielles,  le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  di- 
visible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors 
lé  dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coei&cient  lui- 
même, ou  l'un  des  facteurs  de  cecoefHcient.  Or,  il  peut  se  présen- 
ter trois  cas  :  ou  ce  coefficient  divise  en  môme  temps  les  coeffi- 
ctensdes  autres  puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou  îl 
a  des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coefBciens ;. ou  bien ,  ila 
avec  quelques  -  uns  seulement  Ae%  facteurs- communs  qui  n'en* 
trent  pas  dans  les  autres.  (On  dit  dans  ce  cas,  qne  tous  les  coeffî* 
ciens  sout  premiers  entre  eux,) 

.Dans  les  deux  premiers  cas,  B  contiendrait  comme  facteur 
ce  coefficient,  ou  l'on  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  puisque 
ce  facteur  ne  se  trouverait  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait 
(n®  ?.66)  faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et 
fi.. Ainsi  (n*^  268)  on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dans  B,  et  la 
question  serait  ramenée  à  rccherchei:  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  A  et  le  résultat  B'  de  la  suppression  de  ce  facteur. 
Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  n\ultiplier  le  dividende  A 
par  le  miUtiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotiens 
fractionnaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement 
premier  avec  B.  Le  produit  de  A  par  ce  multiple,  ayant 
(u°  a68j  avec  B  lo  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui 
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qui  existe  entre  A  et  B,  on  pourrait  alor^  opérer  mr  oe  produit 
A'  et  sur  B,  comme  sur  les  deux  polynômes  primitifs,  et  l'on  se- 
rait alors  certain  d'avoir  des  quotiens  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à  priori  que  les  polynômes  A  et 
B  satisfassent  à  la  condition  ci-dessus  énoncée*  y 

Gela  pesé,  je  dis  que  le  p.g.c.d  entre  A  etBesi  le  mime  que 
le  p.  g.  c*  d  entre  B  et  "Ry  "R.  désignant  le  reste  de  leur  divi-^ 
sion  poussée  jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B, 
par  rapport  à  la  lettre  principale  a. 

En  eflFet,  soient  D  le  p.  g,  c.  d  entre  A  et  B,  D'  \e  p.g.c.d 
entre  B  et  R;  on  a  l'égalité 

A=BxQ+a 

(Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers)^  d^oi  divisant  d'abord 
par  D  et  ensuite  par  D' 

A      BXQ  ^R     ^     A       BxQ  .    R 
^  =  --^  +  13     et     ï7  =  -57--+57- 

Ces  deux  dernières  égalités  prouTcnt,  i^  que  D  dirisant  A|  B 
et  par  conséquent  BxQi  divise  aussi  R;  ainsi  D^  diriseur  com- 
mun de  B ,  R ,  divise  (n**  266)  D' qui  est  le  p.g^  c.  £?  de  é  et  de  R. 

a^.  Que  D'  divisant  R,  B  et  par  conséquent  BxQ»  divise 
aussi  A;  ainsi  D^  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D,  qui  est 
le  p.  g.c.  d  entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  D'  divisés  récîproqnement  l'un  par  Tautre  y 
doÎTent  donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  are  que 
l'unité^  et  Ton  a 

DeaD'^    c.  q.f.  d. 

270.  Nous  terminerons  l'exposition  de  ces  principes  par  une 
remarque  propre  k  nous  guider  dans  la  question  qui  nous 
occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  a  l'une  des  lettres  qui  y  entrent,  a  par 
exemple. 

Si  ce  polynôme  n'est  pas  premier  absolu  (n®  264) ,  c*lest-i- 
dire  s'il  est  décomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il 
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peut  être  regardé  comme  le  produit  de  trois  fecteors  princi* 
paux  f  saToîr  : 

!*•  jyun  facteur  monôme  A|  commun  à  tous  les  termes  de  A. 
(  Ce  facteur  se  compose  du  plus  grand  commua  diviseur  'qui 
existe  en^e  tous  les  coefficiens  numériques^  multiplié  par  le 
produit  des  facteurs  littéraux  communs  à  tous  les  termes)  y 

2*.  D'un  facteur  polynôme  A»  iadépendant  de  a  y  lequel  doit 
(u^  3o)  se  trouver  commun  à  téus  les  coefBciens  des  diverses 
puissances  de  a,  dans  les  polynômes  ordonnés; 

3**.  D'un  facteur  polynôme  A3  dépendant  de  a ^  et  dans  le- 
quel les  coeiEciens  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers 
entre  eux  (n^'aSg)  5  en  sorte  que  l'on  a 

A  =  A,XA,XA^ 

Quelquefois ,  l'un  des  facteurs  Ai  »  A^  ou  tous  les  deux  ae 
réduisent  à  l'unité;  mais  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus 
générale  d'un  polynôme  rationnel  et  entier* 

Il  résulte  de  la  qtte»  lorsqu'il  existe  un  plus  grand  commun 
diviseur  D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B, 
on  a  également 

^  D=D,»D».D3; 

D|  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun  ^  D^  le 
plus  grand  '  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  com«" 
mune  a,  et  D3  le  plus  'grand  facteur  polynôme  dépendant  de 
cette  lettre. 

Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  Di  : 

i)n  cherclie  d'abord  le  facteur  monom^e  A]  commun  à  tous  he 
termes  de  K.Ce  facteur  est  en  général  composé  de  facteurs  lit- 
téraux qui  se  découvrent  d'après  l'inspection  des  termes ,  puis 
d'un  coefficient  numérique ,  que  l'on  obtient  en  appliquant  aux 
divers  coefficiens  numériques  de  A  le  procède  établi  (Aritb. 
n^  i$6)  pour  trouver  lep«  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à 
la  fois. 

On  cherche  de  même  le  facteur  monôme  Bi  commun  à  tous  Us 
termes  de  B;  puis  07»  détermine  lé  plus  grand  facteur  Dg  commun 
à  A,  et  àBi. 
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Ce  facteur  D|  est  mis  à  part,  comme  formant  \fL  première 
partie  du  commun  divi^ eu f  che relié.  On  supprime  cf ailleurs 
les  facUurs  A,  et  B,^  dans  les  deux  polynômes  proposés,  et  U 
question  est  ramenée  à  clierclier  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nou- 
veaux polynômes  A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme. 
C'est  donc  à  ces  deux  derniers  polynômes  qu'il  convient  d'aj>- 
pliquer  le  procédé  dont  nous  allons  donner  le  dcvcIoppemenL 

27 1 .  Il  peut  se  présenter  plusieurs  circonstances  j  çu  égard  aa 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  peuvent  renfenner. 

]  e.   A'  ET  B'  VE  RENFERMAIT  Qu'v>'E  SEULS  LETTRE  a. 

Si  Fou  ordonne  A'  et  ÏSf  par  rapport  à  a^  les  coefficiens  seront 
nécessairement  premiers  entre  eux^  puisqu'ils  sont  numériques 
et  qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
il  n'y  a  lieu  à  rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commun 
dépendant  de  û,  savoir,  D3  (n*  ^70). 

Pour  l'obtenir,  on  commence  (n*  269)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  haut  degré,  de  manière  que*  son  premier  terme 
soit  exactement  diyisible  par  le  premier  terme  du  diviseur. 
Cette  préparation  consiste  à  malt/ plier  tout  le  dividende  parU 
coefficient  du  premier  terme  du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de 
ce  coefficient,  ou  (n**  36)  par  une  certaine  puissance  de  ce  coeffi' 
cient,  afin  de  pouvoir  exécuter  plusieurs  opérations  de  suite, 
sans  de  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alors  la  diifLsion,et  l'on  pousse  l'opération  Jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  un  reste  déplus  faible  degré  que  le  polynôme 
qui  a  serifi  de  diuiseur. 

On  cJierc/ie  si,  entre  les  coefficiens  de  ce  reste  (  qui  ne  peu- 
vent être  que  des  nombres),  il  n^  existerait  pas  un  facteur  corn- 
mun  qufon  aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  pouvant  faire 
partie  du  p.  g.'c.  d.  cherché;  après  i^aox, l'on  opère  sur  le  second 
polynôme  et  sur  le  reste,  comme  on  a  opéré  sur  les  deux  polj' 
nomes  \!  et  B'  (ii<>  269). 

On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  que  l'on  soit 
part^enu  à  un  reste  dipiseur  exact  du  reste  précèdent,  auquel  câs 
ce  reste  diviseur  csi  le  p.  g.  c  d^  Dj  qui  exista  entr«  A'  et  \i\ 
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et  Di  X  Ds  exprime  alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B;  ou  bien^ 
/'usqW'à  ce  qu*on  trout^e  un  reste  indépendant  de  Zj  c'est-à-dire 
numérique,  et  c'est  un  signe  certain  que  les  deux  polynômes  È^ 
et  B'  sont  premiers  entre  eux,  ' 

s".    X'  ET  B'  RSKT£RMAMT  DEUX  LETTRES  a  ET  &• 

Après  ayoîr  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à  a,  il  faut 
d'abord  procéder  à  la  recherche  da  facteur  polynôme  indépen- 
dant de  a  (n**  270). 

Pour  cela,  on  détermine  d^ abord  le  plue  grand  commun  diifi^ 
êeur  A*  entre  tous  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  a 
dans  le  polynôme  A\  Ce  commun  diviseur  s'obtient  en  appli- 
quant le  procédé  (n^  0.6%)  relatif  à  la  recherche  du  p.  g.  c.  d. 
entre  plusieurs  polynômes  «1  la  fois,  ainsi  que  la  règle  qui  a  été 
établie  dans  le  cas  précédent,  puisque  ces  noelHciens  ne  renfer- 
ment que  la  seule  lettre  b.  On  détermine  de  mime  le  plus  grand 
commun  dipiseur  B»  en  Ire  tous  les  coefficiens  de  B'.  Comparant 
ensuite  A»  et  B. ,  on  met  à  part  leur  plus  grand  commun  divi" 
seur  Dfty  comme  faisi^nt  partie  du  p«  g.  c.  d.  cherché;  et  Con 
supprime  d^ ailleurs  Us  facteurs  A»  et  B»  dans  A'*/B';  ce  qui 
donne  lieu  à  deux  nouveaux  polynômes  A'  et  B''  dont  les  cocifi- 
ciens  mni  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  consé- 
quent appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  cas. 

Toutefois,  il/aui  avoir  soin,  pour  chaque  reste ^  de  s^as-' 
eurer'  si  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a  ne 
renferment  pas  un  facteur  cctmmun,  qu*on  supprimerait  alors, 
comme  ne  pouvant  faire  partie  du  commun  diviseur.  Nous  avons 
déjà  fait  voir  (n**  38)  que  ces  suppressions  sout  absolument  in- 
dispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A*  et  B"  le  commun  diviseur  Dj  j  et 
pour  les  deux  polynômes  A  et  B,  le  p.  g.  c-  d.  est  D,  X  H^  X  D3 . 

N,  B,  £n  appliquant  à  A'  et  B"  le  procédé  indiqué  dans  le 
premier  cas,  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux,  à  ce  signe,  qu^on  obtient  un  reste,  soit  numé- 
rique, soit  fonction  de  h,  mais  indépendant  de  a.  Alors  A  et  B 
n'ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  D,  XD.. 

3^.    A' ET  B^  REVrERMANT  TROIS  LETTRES  a  y  fr,    C. 
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Les  deux  pdyrwmBS  étant  ordonnés  par  rapport  à  a,  onde* 
termine  d'abord  lep*  g.  c.  d»  indépendant  cb  a;  ce  qui  se  fait  en 
appliquant  aux  coefficiens  des  diyerses  ])uissances  de  a ,  dans  les 
deux  polynômes,  le  procédé  du  n*  26a  et  la  règle  du  second  cas, 
puisque  ces  coefficiens  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
lettres  b ,  c, 

'  »  Le  polynoTne  indépendant  D»  étcaU  ainsi  mis  en  éifidence, 
et  les  facteurs  A«  e^  B»  qui  l'ont  donné,  étant  supprimée  dans  k' 
et  B',  il  en  résulte  deux  |)oIynomes  A'  et  B*  dont  les  coeffidens 
Êoui  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent 
appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les  deux  cas  préoédens. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à  se  bien  pénétrer  du  procédé 
que  nous  Tenons  d'établir,  et  de  son  esprit 

Nous  allons  an  faire  l'application  à  quelques  exemples. 

279.  Soient  les  deux  polynômes 

4i«d*~c*d*— aV-4-c*    et    4a*fi  — aoc^+ac^  — 4ocrf. 

Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo* 
nome;  ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à  d^  on  obtient  les  deu^  nouvelles  expressions 

(a»  — c^c?— aV-f.c4    et    (2a*— 2cic)cl— ûo»+ c*. 

Il  faut  d'abord  procéder  à  la  recherche  du  commun  divîseor 
indépendant  de  la  lettre  J. 

Or,  si  l'on  considère  les  coefficiens  a*— c*  et  —  aV  +  c*  do 
premier  polynôme,  on  obserTe  que  —  a'c*-^^^  peut  se  mettre 
sous  la  forme  '^c\a*^-c')  ;  d'où  Ton  voit  que  a^^^c*  est  facteur 
commun  entre  les  deux  coefficiens  du  premier  polynôme.  De 
même ,  les  coefficiens  du  second ,  aa*  —  2ac  et  '-^ac^'i*  c^,  re- 
yiennent  k^a{a^^c)  et  —  c"  (a  •—  c) ;  donc  a  —  c  est  facteur 
commun  entre  ces  coefficiens. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a*>»— e*  et  ^  •— c. 
Comme  ce  dernier  diTiAi  Tautre,  il  fl^ensuit  qoeb-—  c  eet  un 
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facteur  commun  aux  deux  poljnomes  proposés;  et  c^est  le  dix 
i^isêur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d'ailleurs  a*  —  c*  dans  le  premier  polynôme ,  et 
a — c  dans  le  second;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  sup- 
pression d^^^c^  et  nad — (^,  polynômes  auxquels  îl  faut  appli- 
quer le  procédé  ordinaire. 


-f-  i^ac^d  —  4^*^* 
—  4a«c*  +  c*. 

Explication.  Apres  aroir  multiplié  le  dividende  par  4^%  et 
effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  reste 
—  4^*^*  "i"  ^f  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  d  ; 
donc  y  les  deux  polynômes  rf*  — c'  et  2ûd  — c*  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi ,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes proposes  est  a-^c. 

Reprenons  le  mime  exemple ,  en  ordonnant  par  rapport 
à  a;  il  vient ,  apràs  la  suppression  du  facteui^  a  dans  le  se- 
cond polynôme, 

(d»--c*)a*  — c**4-d    et    2do*— (2c<£+c»)û  +  c«. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme ,  on  reconnaît  fa- 
cilenaent  que  les  coelBciens  des  diverses  puissances  de  a  sont 
premiers  entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme,  on  observe 
que  le  coefficient  —  c*d*  +  c*,  du  second  terme  ou  de  û**, 
revient  à  —  c*(d*  —  c*)  j  d'où  il  suit  que  £?  —  c*  est  facteur 
commun  aux  deux  coeffîciens  ;  et  comme  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  pre- 
mier, sans  en  tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie 
du  commun  diviseur. 

Opérant  cette  suppression,  et  prenant  le  second  polynôme 
pour  dividende,  le  premier  pour  diviseur  (afin  d'éviter  la  pré- 
paration) ,  on  a 
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i*.  ada*  —  acd  I  a  4-  c'     \  a*  ^  4^ 

-c-    I S13 

reste  ....  —  ticd  i  a  +  ^dc* 
—  c\    I       +  c^ 

ou  bien  y.  .,^a— c^ 
en  supprimant  le  facteur  commun  («-  acJ  -••  c*}  ; 

a*».  g*  —  <*  1  g  —  c 

•+-  gc  —  c*  j  g  4-  <î 


Explication.  Apres  avoir  effectaé  la  première  division ,  l'on 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  ^cd —  c*,  dans  ses 
deux  coeflîcîens;  car  arfc'  +  c^  =  —  c( —  a«/  —  c*).  Ce  fac- 
teur étant  supprimé >  le  reste  se  réduit  k  a-^c,  poljnome  qai 
divise  exactcment'g* —  c*. 

Donc,  g— c  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cbercbé.  Les 
commençans  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple ,  en 
ordonnant  par  rapport  à  c 

373.  Il  existe  un  cas  asscs  remarquable ,  dans  lequel  on 
peut  obtenir  le  plus  grand  commun  difiseur  plus  aisémeot 
que  par  le  procédé  général;  c'est  celui  où  Vun  des  deux 
polynômes  renferme  une  lettre  qui  ne  se  troupe  pas  dain 
l'autre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  doit  être  indépendant  de  cette  lettre,  il  s'enfuît 
que  9  si  Ton  ordonne  le  polynôme  qui  la  ren  ferme ,  par  rappoit  à 
cette  lettre,  le  plus  grand  commun  diifiseur  cherché  ^era  le 
même  que  celui  qui  existe  entre  les  coefficiens  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale  et  le  second  polynôme j  qui^  par 
hy pot f lèse j  en  est  indépendant, 

A  la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen,  à  déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus 
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«impies  que  les  polynômes  proposés.  Souvent  même  il  arrive 
que  quelques-uns  des  coelficiens  du  polynôme  ordonné  sont 
des  monômes ,  ou  bien ,  que  Ton  reconnaît  à  leur  seule  ins- 
pection qu'ils  sont  premiers  entre  eux;  et,  dans  ce  cas,  on 
est  certain  que  les  polynômes  proposés  sont  aussi  premiers 
enlre  eux. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n*  272,  traité  par  le  premier 
moyen,  après  avoir  supprimé  le  facteur  a  •— >  c  commun  aux 
deux  polynômes  |  ce  qui  a  donné  pour  résultats , 

d*-^c^     et    ^ad — c*, 

on  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  poly- 
nômes sont  premiers  entre  eux;  car,  le  second  renfermant  la 
letfre  a,  qui  n'entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  que  le  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre 
les  coediciens  nd  et  —  c%  ce  qui  est  évidemment  impossible  ; 
donc ,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  venons  d'examl* 
ner,  les  deux  polynômes 

Zbcq  +  3oinp  +  '8^^  +  Smpqp 
et  ^adç  —  4^^'    +  24^^  —  Tfgq' 

Comme  q  est  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes 
(qui 9  d'ailleurs  ,  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes) ,  on 
pourrait  les  ordonner  par  rapport  à  cetle  lettre,  et  suivre  le 
procédé  ordinaire.  Mais  observons  que ,  b  se  trouvant  flans  le 
premier  polynôme  et  non  dans  le  second ,  si  l'on  ordonne  le 
premier  par  rapport  k  b^ce  qui  donné 

(3cq  +  *8c)  b  +  Zomp  +  Smpq, 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  chèrcbé  est  le  même  que  celui 
qui  el^îste  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coelBciens 

Zcq -^  i8c     et     Somp-^-Smpq, 

Or^  le  premier  de  ces  deux  ooefficiens  peut  se  mettre  sous  la 
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forme  ^c{q^6),  et  l'autre  revient  à  6mp{q -{^G)*^  d'o&  il  soit 
que  q+6eBi  le  seul  facteur  commun  à  ces  deux  coefficiens.  Il 
8tt£5t  donc  de  voir  si  ;  +  6  ^  qui  est  un  diviseur  premier^  e&t 
£ftcteur  du  second  polynôme* 

Or,  08  polynôme»  ordonné  par  rapport  it  q^  revient  i 

(4arf  —  5;^)  j  —  42^  ^  24a  J  ; 

comme  la  seconde  partie  24^^  **"  4V^  ^^^  égale  è«  *  - 

6(4^^  —  l/g)}  îl  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par 
y  +  6 ,  et  donne  pour  quotient  ^ad  —  7^.  Donc  enfin , 
^  -|->  6  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 
nômes proposés. 

274.  i^^.  B.  On  peut  reconnaître  dans  Pexemple  précè- 
dent, que  y +  6  est  diviseur  exact  du  polynôme 

(4a^—  ']/g)q  +  a4arf —  4^^>  P^^  ^^  moyen  fondé  sur  la 
propriété  (n®  25i)  de  la  théorie  des  équations. 

Faisons I  dans  ce  polynome;^-f*6=^9  o^  <2^= — 6;  il  vient 

(4ad  —  7/^)  X  -  6  +  240J— 4a/^ , 

expression  qui,  simplifiée^  se  réduit  à  o^  donc  q  ^^-6  est  diii- 
aeur  de  ce  polynôme» 

En  général,  ce  moyen  peut  être  erikployé  avec  avantage 
dans  presque  toutes  les  applications  du  procédé.  Il  consiste, 
lorsqu'on  est  parvenu  au  reste  du  i*^  degré  en  a  (si  a  est  la 
lettre  ordonnatrice),  à  égaler  ce  reste  à  o ^  et  à  en  tirer  la 
valeur  de  a. 

Si  cette  valeur,  substituée  dans  le  reste  du  second  degre, 
l^anéantitj  c'est  une  preuve  qu'il  y  a  un  commun  diviseur ,  le- 
quel n'est  autre  chose  que  le  reste  du  i*' degré  simplifié  (n**  38). 
Si  le  reste  du  second  degré  ne  devient  pas  nul  par  cette  sufastilo- 
tion ,  on  peut  conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  dé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice. 

Il  y  a  plus  ;  parvenu  au  reste  du  second  d^é  en  a,  Ton  n'a 
pas  besoin  de  pousser  l'opération  plus  loin. 

D^mpoeez  ce  polynôme  en  deux  facteurs  du  i'^  degrés  ce  qai 
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ae  fkit  en  Pégalant  ko,ei  résolTant  l'équation  du  seoond  degré 
qui  en  résulte. 

Si  chacone  des  valeara  de  a  ainsi  obtenues,  substituée  dans 
le  reste  du  3*  degré  9  fandanùêj  c'est  une  preuve  qàe  le  reste 
du  seoond  degré ^ simplifié^  est  diviseur  commun;  si  Tune  des 
valeurs  seulement  anéantît  le  reste  du  3'  degré ,  le  commun  di- 
viseur est  le  facteur  du  i*'  degré  en  a,  {rationnel  et  entier)  qui 
correspond  à  cette  valeur.  Enfin ,  si  aucune  des  deux  valeurs 
n'anéantit  le  reste  du  3*  degré,  on  peut  conclure  qu'il  n'y 
a  pas  de  commun  diviseur  dépendant  de  la  lettre  a. 

Nous  supposons  ici  que  les  deux  facteurs  du  i*'  degré  en  a 
sont  rationnels;  autrement ,  il  serait  plus  simple  d'effectuer  la 
division  du  reste  du  3*  degré  par  le  reste  du  second  degré  ;  et 
si  cette  dernière  division  ne  se  faisait  pas  exactement,  on  pour* 
ratt  assurer  qu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  rationnel, 
puisque,  s'il  y  en  avait  un,  il  ne  pourrait  être  que  du  pie- 
mier  degré  en  ci ,  et  devrait  se  trouver  dans  le  reste  du  se* 
cond  degré  ;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

275.  Pour  faire  juger  de  la  différence  entre  le  procédé  du 
commun  diviseur  relatif  et  celui  du  commun  diviseur  ordinaire, 
nous  allons  d'abord  traiter  d'après  le  premier  procédé,  un 
exemple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont  non-seulement 
entiers  par  rapport  à  x,  mais  encore  par  rapport  aux  autres 
nombres  qui  y  entrent ,  parce  que,  par  la  suite,  nous  aurons  à 
opérer  sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6x^— 4^"^  nx^-^3x* — 3x—  ï, 
et  4x*+!Lr3— i8r*+3x  — 5; 

i\  ftr^— 4jf4— ii;r3_3jca_3jç_,.^4^j^<^_,8«*+3jf— 5 
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o. 
Donc       -^x^  —  39r*  +  X^~T  ^*  *^  ^'  ^'  ^'  *'' 
Tablbau  c/m  Opérations  par  la  méthode  ordinaire. 
i\  Multiplication  par  i6.  l         .    a*3-,8x-4-3x-5 

-ii2jf^+^56'"ï20x'-4-  72jc^  i6;  24^-28 

Reste      +3 12:^^-624**+ i56jp-i  56, 
ou  bien,  supprimant  le  facteur  i56, 

2Jf^— 4jf^  +  x— 1. 
2^    4:^*+   ax'— iai:*4-3ar  — 5  )  ajr^  —  4ar*  +  «  —  i 


—  5  ^  2jr*  — 

—  5    J     24F    +i 


o. 

Donc    7,j?  —  4^'  +  X  —  i     est  le  p.  ^.  c.  dl  *" 

En  appliquant  \e  procédé  du  n^  261 ,  sans  faire  subir  aucune 
préparation,  on  parvient,  comme  on  le  voit  dans  le  premier  des 
deux  tableaux  de  calcul,  au  résultat 

^j.^  — 3ni:«4.?5r  — ^9. 
— -t  — csgx  ^.  4'^--4» 

tandis  que  si  Ton  suit  le  procédé  du  n^  27 1 ,  avec  toutes  ses  mo- 
difications, on  obtient 

2r^— 4^  +  aî — I, 

pour  la  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 
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Or,  oe  dernier  résultat  ne  difffere  du  précédent  que  par  le  iiaic- 
leur  —,  qui  est  comman  k  tous  les  termes  de  oelni-^î ,  et  que 

l'on  peut  mettre  en  éyidence. 

D'où  Ton  voit  que  l'efEet  produit  par  l'application  du  procédé 
aan9  préparation,  c'est  de  donner  le  commun  dwiseùr  ordinaire ^ 
qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose  rationnek  et 
entiers) j  de  le* donner,  dis-^e,  embarrassé  de  y^tezirs  étrangère^ 
mais  incUpendans  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  Terrons  par  la  soite  que  le  principal  objet 
qu'on  se  propose,  lorsqu'on  est  parrenn  au  commun diTlseur de 
deux  fonctions  entières,  est  de  l'égaler  à  o,  pour  en  tirer  des 
▼aleurs  de  la  lettre  principale,  on  conçoit  que  l'introduction  de 
ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut ,  en  aucune  ma- 
nière, influer  sur  les  racines  de  l'équation  obtenue,  puisque  ces 
facteurs  peuvent  toujours  être  supprimés  dans  cette  équation, 
tant  qu'ils  sont  indépendans  de  la  lettre  principale. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout4-fait  indifférent  d'employer  ou 
de  ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu'on  les  emploie, 
c'est  seulement  dans  la  Tue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivans  : 

6a^  +  2ojf»  —  l^x^  —  4^**  +  ^2*  +  13;- 
p.  g.  c.  d.  simplifié     =       «^  •+-       ar*  —     5*  +     3. 

p     jaoAT®  —  I2JC*  +   «6«^  —   i5jf^  +   i4** —  ïSa;  -f-  4 

p,  g.  c.  d.   simplifié     =     5jp*  —     3*    +     4- 

§  IL  Transformations  des  équations.  Première  partie 
de  rÊlimination. 

Nous  nous  proposons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prîn 
cioales  transformations  dont  le  butest  de  ramener  la  résolution 

^7- 


{ 
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d'une  équation  donnée,  à  eelle  d'une  autre  équation  ptus  facile 
à  traiter. 

276.  Première  transformation,  Éifanouisaement  du  second 
terme  de  toute  équation* 

On  conçoit  qu'une  équation  d*un  degré  donné  est  d^autant 
plus  aisée  à  résoudre ,  qu'elle  renferme  moins  de  puissances  de 
l'inconnue;  c'est  ainsi  que  l'équation  «*=7>  donne  sur-le-champ 
ip=di  V^^>  tandis  que  l'équation  complète  x^+P^^^  a  be- 
soin d'une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours 
la  tranêformer  en  une  autre ,  c'est-ii-dire  ramener  sa  résolution 
k  celle  d'une  autre  équation ,  privée  du  second  terme. 

Soit  en  effet  l'équation  générale 

Posons  «=  i#  +  *',  tt  étant  une  nouvelle  inconnue ,  et  j/  une 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  k  volonté  î  il  vient  y 
en  r<?m  plaçant  x  par  u  -{-x', 

(/*+x)"+P(i*+JcO""'+Q(M-a:')'^+-.-+T(«4-Jc')+U==o, 

ou ,  développant  d'après  la  formule  du  binôme  f  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  d^oissantes  de  Uy 


«•+ii»x' 

M"-' 

+  . 

..+   x'-    -j 

1 

+p 

+(«•-. )Px' 

• 

+  Px'— / 
+  Tx' 

Puisque  x'  est  tout-à-fait  arbitraire,  nous  pouvons  en  disposer 

P 
de  manière  que  Ton  ait  mji/+P=;o;  d'oii  l'on  tire  x'=z . 

Portant  cette  valeur  dant  l'équation  précédente,  on  obtiendra^ 
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tout  calcul  fait,  une  transformée  telle  que 

w«  +  Q'tt"-*  +  B'u*^'  4. . . ,  ^  Ti*  +  U'  =  G  ^ 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  on  cb- 
tiendra  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux  valeurs  de  u,  en 

p 
remplaçant  dans  la  relation  x^u-^x',    ou    jcssu  —  —  ^ 

m 

la  lettre  u  par  chacune  de  ses  valeurs. 

I^oii  Ton  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation ,  rM»- 
place»  ^inconnue  par  une  not^eUe  inconnue  augmentée  du 
coefficient  du  second  terme ^  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par 
le  degré  de  Inéquation. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  que  cette  substitution  doit 
remplir  le  but  qu'on  s'était  proposé. 

En  effet|  soient  a,  b,  c,  ^.  • .  •   les  m  racines  de  l'équa- 

P       . 

tion  donnée;  il  résulte  de  la  relation  xssi*  —  —  , qui  donne 

p 

u^  r-| —  f  que  les  valeurs  de  u  sont 
m 

u=sa+— ,  *  +  -,  c  +  ->  «  +  - ; 

n  m  n^  m 


la  somme  des  nouvdles  racines  est  donc 

P 

«  +  *  +  <?  +  «'••••+'»  .^. 

m 

mais  on  a  (n**  aS']')  a  -|-  6-f-  c  +  d-^ -=.  — P;  la  somme 

précédente  se  réduit  doiicà  — P+P?  ou  à  o  ;  ainsi ,  le  coefficient 
du  second  terme  de  lai  transformée  doit  être  nul  de  lui-même. 

JV«  B.  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  del'équa-p 
tion  égal  à  l'unité;  mais  si.  l'équation  était  de  là  i^orme 

Aa;«  +  P*"^'+ Tr-f  U=so, 

en  posant  a?=  u  4*  ^'>  on  obtiendrait ,  poni'  le  coefficient  de 
u"''\  mAx'  4*  P9  expression  qui,  égalée  k  o,  donnerait 
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P 

x'  = ;  c'est<^à-dire  que,  dans  ce  cas,  le  deDomî Dateur  Je 

la  valeur  de  x'  serait  le  produit  du  degré  de  Inéquation  par  le 
coefficient  A  dû  premier  terme.. 

Appliquons  la  règle  précédente  à  Féqaation  x*-4*/'^=?* 
Si  l'on  pose  x=tf—*^  9  elle  devient  Tu  —  -  J  +/>(**"*"- )==^i 
ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, •  w^^^^=^q\ 

cette  équation  transformée  donne u  =  ±:  \/ 7  +  q\ 

par  conséquent  y  on  obtient,  pour  les  deux  valeurs  de  x  cor- 
respondantes,   .•  x  =  —  -db  W  y  4-y, 

277.  Aa  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut 
demander  que  l'équation  soit  privée  du  troisième,  quatrième...*, 
il  sufiBt  pour  cela  d'égaler  à  o  le  coefficient  de  u"*"*,  m"*"^.  • . . 
Par  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans 
l'équation  transformée  ci*dessus, 

TO.^Î-^^  x'*  ^#  (w  —  i)  Px' +  Q=  o, 

d'où  l'on  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacane  substituée 
dans  la  transformée ,  la  réduira  à  la  forme 

Au**delà  du  troisième  terme ,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second ,  pour  obtenir  la  valeur  de  x^ 
ainsi,  pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  il  faudrait 
résoudre  l'équation 

x'«  +  Px'»-'  +  ....+  Tx'  +  Us=o, 

qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a 
placé  X  par  x\ 


p 

Il  peut  arriver  que  la  valeur  x'  = ,  qjiî  (  n°  anG  )  fait 

dispao'atlre  le  .^oond  terme,  donne  également  lieu  à  la  dispa— ' 

rition  du  troisième  ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  exemple. 

pour  que  le  second  et  le  troisième  termes  disparaissent  k  la  fois, 

P        . 
il  faut  que  l'équation  x'  = ,  puisse  s'aooorder  avec  celle-ci 

„.^JZix'»  +  (i»-.i)Px'-f-Q  =  o. 

p 

Or,  si  VùQ  remplace  dans  cette  dernière ,  x'  par ,  il  vient 

gn I     P»  P» 

m, .  -—— (m— i). hQ=o,oa(m — i)P*— aiiiQ=;o; 

ainsi ,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coeffîciens  P  et  Q  >  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu 
à  celle  du  troisième. 

378.  Rgjnarquês  sur  la  transformation  précédente,  formation 
des  polynômes  déripés, 

La  relation  x  =  u  -|-  x',  dont  nous  avons  fait  nsage  dans  les 
deux  numéros  qni  précèdent,  indique  que  les  racines  de  hi 
transformée  sont  ^ales  k  celles  de  la  proposée,  diminuées  oa. 
augmentées  d'une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  eÀ 
introduite  dans  le  calcul ,  comme  une  indéterminée  dont  '  lai 
valeur  est  ensuite  fixée  de  manière  a  remplir  une  conditioii 
donnée;  tantôt  c'est  un  nombre  particulier  et  donné  à  priori, 
qui  exprime  une  différence  constante  entre  les  racines  d'une 
première  équation  et  celles  d'une  autre  équation  que  l'on  veut 
former. 

£a  un  mot,  la  transformation  qui  consiste  à  remplacer  x  par 
w^af  dans  une  équation,  est  d'un  usage  très  fréquent  dans  la 
théorie  des  équations.  Or,  il  existe  un  mojen  assez  simple 
d'obtenir»  dans  la  pratique,  la  transformée  qui  résulte  de  cetle 
substitution. 

Pour  cela,  intervertissons  l'ordre  des  termes  dans  w^x^f 
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G^est-à-dire  remplft^biu  «^^  P«r  a/  +  u,  dans  Téquatioa 

on  troure,  en  déreloppant  et  ordonnant  par  rapport  aox  puis* 
lances  ascendantes  de  u  y 


+P»'— '+(»»— i)P«"^» 


■^«  •  •  «  •  •"^«  ■  •  • 


Il^+...M^=0. 


+(/i»~i> 


,(^^^a) 


p^«-a 


■•-a  j_/,«_o^(îî!r?îr 


^T"  •  •  •  • 


Si  Pon'  fait  attention  à  k  manière  dont  se  composent  les  ooef- 
ficîens  des  diverses  puissances  de  »,  on  Terra  que  ie  eoeffieUnt 
de  u^  n'e9t  auirê  choê9  que  le  premier  membre  de  la  propoêée, 
dans  lequel  on  a  remplacé  z  par  x'y  nous  désignerons  doréaà- 
Tant  ce  coefficient  par  X'. 

Que  le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moy€»  du  pricédeni  ou 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  "Sf  par  ^exposant 
de  \  dans  ce  terms^  et  diminuant  cet  exposant  dHuna  unité; 
noua  appellerons  T'  ce  coefficient 

Qoe  le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moyen  de  Y',  en  nudù" 
pliant  chacun  des  termes  de  Y'  par  t exposant  de  x'  iiaas  se 
terme  j  diffis€mt  le  produit  par  a,  et  diminuant  ensuite  l'ex^ 

Z' 

posant  de  x'  cTune  unité.  En  appelant  —  ce  coefficient ,  il  est 

clair  que  Z'  se  forme  au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au 
moyen  de  X'. 

En  général  y  un  coefficient  de  rang  çuekonfue,  dans  la 
transformée  ci- dessus,  se  forme  au*  moyen  du  précédent,  en 
multipliant  chaam  des  termes  de  celui-ci  par  [^exposant  de 
x'  dans  ce  terme,  dit^isant  le  produit  par  le  nombre  des  coef- 


( 
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ficiens  gui  précèdent  celui  que  Von  considère j  et  diminuant  eu" 

êuUe  V exposant  de  :g!  d^une  unité. 

Cette  loi,  d'après  laquelle  les  coefficiens  X'^ T^  —  »  -— -^.  • .  • 

dérivent  les  uns  des  autres,  est  éridemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différens  ternies  de  la  formule 
du  binôme  {yoyeM  n*  1S2). 

Les  expressions  T^,  Z',  y\  YT. . .  sont  appelées  les  poly^ 
nomes  dérivés  de  X',  parce  que  Z^  se  déduit  ou  dérive  de  Y  y 
Goiâme  Y  dérive  de  X\  Y  dérive  de  Z'  comme  Z!  dérive 
de  T'y  et  ainsi  de  suite.  Y'  est  dit  le  premier  polynôme  dérit^é^ 
Z'  le  second.  • .  ;  rappelons-nous,  d'ailleurs,  que  X'  n'est  autre 
chose  que  le  premier  membre  de  la  proposée,  dans  lequel  on  a 
remplacé  x  par  x' 

JV.  B.  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la 
proposée,  égal  à  i  j  s'il  était  quelconque,  la  loi  de  formation  des 
coefiiciens  de  la  transformée  serait  absolument  la  même ,  et  le 
coeflicient  de  u^  serait  égal  à  celui  de  x^. 

Pour  faire  connaître  l'usage  de  cette  loi  dans  la  pratique, 
proposonsnK>us  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme 

de  l'équation    x^  — laop'-f- 17-^— 9^?+  7  =  <>• 
^'  %|M^i  d'après  la  règle  n^  a^6,  poser    a:=3ii-|---r,    ou 

x  =  3  +  u,ce  qui  donnera  une  transformée  du  4*  degré  et  de 
la  &rme 

r  +  T  li  +  I  «*•  +  ^  »*'  +  «*  =  o  ; 

Z'     v 
et  tout  se  réduit  à  calculer  X',  T'.  — ,  — ?. 

*      '  a'  a. 3 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  loi  pj^oédente, 

X'  =  (3)4— ia.(3)3+i7.(3)*— 9.(3)*+7,  ou^X'=— iio; 
r  =4.(3)^— 36.(3)»+34.(3)'—9,  ou.  .  .  .     ¥'=— ia3; 
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1  =d6.(3)»-36.(3)'+i7 I'  =-  3,  , 

o=*(3)*-" r3=- 

Âin^i,  la  transformée  devient    »♦  —  371**  —  laSu  —  1 10  r=  0. 
Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

4ac»— 5x»  4"  7*  —  9  =  ^» 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  VuniiJ  dutcune 
des  racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation  m  =  x  +  i  ;  il  en  résulte  x  =  —  i  +  », 

ce  qui  donne  la  transformée    X'  +  T'm  -} —  u*  +  ^^  =  o. 

X'  =  4-(— 1)'—  5.(— 1)»+7.(— iy-9,oubieny=— 25; 
Y'  C3ia.(— i)*— io.(— 1)'+7 T=    29; 

—    =i2.(— 1)*— 5 —  =-^i7j 

2  ^  2  ' 

1:3=^ 13=    ^' 

Ainsi ,  la  transformée  devient  4z^^ — i']u*+!X^ — 25=o. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

Faire  épanouir  le  eecond  terme  dans  Ue  équatiorn 

i^.  x*— 10x^+7x^+4^ — 9=0? 

(  Résultai.        u*—  33a'—  1  i8a*— 1621*— 73=0.) 

2*.  3x3  +  i5x»+25x— 3=0? 

(  Résultat.        3u»—  —  =: o.)  iVoy.  n*»  277.] 

Transformer  V équation  3x*— i3x'+7x'— 8x — 9=0,  «» 
une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  de^ 

racines  de  la  proposée  j  de  la  fraction  x  ? 
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{Résultat.  3u*—^—^—  —  u—  —=0.) 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation 
des  polynômes  dêrwés. 

279.  Ces  poljnomes  jouissent  d'une  propriété  trës  remir- 
quable,  que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à  présent. 

Soient  X  ou  x"*  +  Pa:"~'  -|-  Qx"*""'  + .  .  . .  ^  o ,  mne  éqiia-> 
tion  proposée,  et  a ,  6,  c,  /,  les  m  racines  de  cette  équation, on 
a  (n^  257)  l'équation  identique 

af"  +  Pa:"-'+ =  (x— a)  (x— *)(x— c). . . .  {x—t). 

Cela  posé,  remplaçons  x  parx'+u,  ou  plutôt  parx+u 
(  pour  éviter  les  accens)  ;  il  vient 

(x+Mr+P(x-Hii)"-'+....  =  (x  +  n  — a)(x  +  u— i)..;.; 

ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre,  l'ordre  des  termes, 
et   regardant  jr-— a,x-«6,.  ...  cbacnn   comme  nne  seule 

quantité, 


(x+u)"+P(x+tt)— »+...==(u+^— a)("+j:— ft)...(u+x— /). 

Or,  si  l'on  effectue  les  multiplications  dans  l'un  et  l'autre 
membres,  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier  membre,  en 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n**  précédent, 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée,  et  Y,  Z , . .  •  .les 
polynômes  dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n®  267,  i^.  que  la  partie  af- 
fectée deu^  ou  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  {x — a) 
(x — 6) ....  (x — /)  des  facteurs  de  la  proposée; 

2^.  Que  le  coefficient  de  u^  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits m — 1  à  m — 1  de  ces  m  facteurs; 

3^  Que  le  coefficient  de  u*  est  égal  à  la  sonmie  des  produits 
9» — 2  à  m-"  2  de  ces  m  facteurs  \  et  ainsi  de  suite. 
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D'ailleurs,  il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
niëre  équation;  ce  qui  veut  dire  (n®  188)  que  les  ooefiiciens 
des  mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi  l'on  a  X=(x— a)(a: — b)  (x — c)  . . . .  (x — /),  ce 
que  Vois  sait  déjà. 

Y  ou  le  premier  poljnome  dérivé,  égal  à  la  êomme  despro^ 
duitam"^  i  d  m— i  dês  la /acteurs  du  premier  degré  de  la 
proposée;  ou  bien  encore  »  égal  à  la  somme  des  quotiens  que  l'on 
obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c'est-à-dire  algébriquement , 


0    ^     X  C  X  / 

—  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  a]  égal 

à  la  somme  des  produits  m  —  a  d  m  —  a  des  m  facteurs  de  la 
proposée;  ou  bien  enoore^i  ^al  à  la  somme  des  quotienis  que 
l'on  obtient  en  divisant  X  par  cbacun  des  facteurs  du  second 
degré;  c'est-à-dire 

Z_       ^    X    '  X  X 

a        (a>la)(x— *)  ^  (x— a)(x— c)  "*"  *  "   (x— fe)  (x—  /)  ' 

et  ainsi  de  suite. 

280.  Seconde  transformation.  Paire  dieparàUre  les  dénomi' 
nateurs  d'une  équation. 

Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transformer 
en  une  autre  dont  les  Racines  soient  égales  à  un  multiple  ou  à  im 
sous-multiple  donné  de  celles  de  là  proposée. 

Reprenon8réquationx"»-fPx«-'4Qj^''*+—+Tx4-U=o, 
et  désignons  par  j  Finconnue  d'une  nouvelle  équation  dont  les 
racines  soient  K  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si 

l'on  poiey=Kx,  il  en  résulte  x=  ^-  d'oh,  substituant  ek 

cbassaot  le  dénominateur  K^du  premier  terme, 
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équation  dont  les  ooefficîens  soDt  égaux  à  ceux  de  ta  proposée, 
multipliés  respeclÎTemeot  par  K^^  K',  K*,  K^.  •  —  K"^. 

Cette  transformation  est  principalement  utile  four  faire  dis^ 
paraître  les  dénominateurs  d'une  équation ^  sans  donner  au  pre^ 
mier  terme  d'autre  coefficient  que  l'unité, 

Soltj  pour  fixer  les  idées,  Téquation  du  4*  degré 

si  l'on  fait  dans  cette  équation, a:  =  *^  »  y  étant  une  nouvelle 
inconnue  et  K  une  indéterminée,  il  Tient 

Cela  posé,  il  peut  arriver  deux  cas: 

Ou  les  dénominateurs  b,djf,  A,  sont  premiers  entre  eux  ; 
dans  cette  hjpothëse  ,  comme  K  est  tout-à-fait  arbitraire, 
^sonsKissibdfh,  produit  de  ce$  dénominateurs  ;  il  vient 

y  +  adfh  y+  cb^dfh^  .y  +  eb^d^fh^  ^y+gb^d^ff^  =  o , 

éq  nation  dont  les  ooefficiens  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  a  pour  ooefiSeîent  l'unité. 

On  a,  d'ailleurs,  poor  déterminer  les  valeurs  de  x  corres* 

pondantes  aux  valeurs  de^,  la  relation  a;  =  r-^. 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  com- 
muns; et  l'on  rendra  évidemment  les  ooefficiens  entiers,  en 
prenant  pour  K  le  plue  petit  multiple  de  tous  les  dénomina- 
teurs. Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage,  en-  observant 
que  tout  se  réduit  à  déterminer  K  de  nuuàiëre  que  KSK%  &^.« 
contiennent  les  facteurs  premiers  qui  composent  &,£?,/*,  A,  à 
des  puissances  an  moins  égales  â  celles  qui  entrent  dans  ces 
difFérens  déi^minateurs. 

Ainsi,  soit  l'équation  ** — jt  *^+  —  **  ^-p-  *— =  o, 

^  D         la  i5o       9000 

I 
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Posons «=-(;;  il  vient  y—- r-y+'— y — ^J^ =  o; 

ib  -^        6"'       la-^       iSo*^      9000         ' 

soit  fait  d'abord  h  égal  à  gooo,  qui  est  multiple  de  toiis  les 
aatres  dénominatears,  il  est  clair  que  les  coefficiens  deviendront 
des  «ombres  entiers. 

Mais  si  l'on  décompose  6,  12,  i5o  et  9000,  en  leurs  fac- 
teurs,  on  trouve 

6=2X3,   I2=2»X3,   i5o=2X3x5»,  900o=2^x3'x5^ 

et  en  faisant  simplement  jt  =r  2  X  3  x5,  produit  des  factean 
simples  différens ,  on  obtient 

ifr»=2'x3*x5%     ib'=2'x33x53,    ifc4  =  a4x3*x5^-, 

d'où  l'on  voit  que  les  valeurs  de  k,  k\  P,  iH,  contiennent  les 
facteurs  premiers  2,  3,  5  à  des  puissances  au  moins  éga^s  à 
celles  qui  entrent  dans  6, 12»  i5o  et  9000. 

Donc,  l'hypothèse  ib=2X  3  X  5  =  3o,  suffit  pour  opérer  la 
disparition  des  dénominateurs.  li  vient  en  efiet,  par  la  substi- 
tution , 

,     5.2.3.5   .  .  5.2*.3'5»  ,      7.2».3l53       i3.2^3<.5< 

y' — ^3-'^+•""l^^-•>'  -^^TO^"-^ — ^1^="' 

ou  réduisant,  y— 5.5.y+5.3.5«.y-— 7.2^3^6.Jr— i3>»2.3\5=o, 
ou  bien  en£n,  y^ — ^^y^-^^^l^y^ —  *  260^ —  1 1 70  =  o. 

Il  y  a  des  circonstances  où  l'on  est  obligé,  daos  l'expression 
de  k ,  d'augmenter  Texposant  de  l'un  des  facteurs  premiers 
d'une  ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de 
ne  prendre  pour  k  que  le  plus  petit  nombre  possible^  antremeut, 
on  obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficiens  seraient  ex- 
trêmement grands ,  comme  on  .en  peut  juger  en  calculant  la 
transformée  résultant  de  la  supposition  de  hzizgQoOj  dans  Té* 
quation  précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 
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à'ok 


a..  ^-I?^+|i^«ii^,.-^,  +  gi-=:o;  *  =  ^g, 

d'où     ^— 65j<^+  ïSgoy^ — 30720^—928800^+973000  nr  o. 

281.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l'usage 
est  le  plus  fréquent;  il  en  est  encore  d'autres  assez  usitées ,  dont 
nous  ne  parlerons  que  lorsque  l'occasion  s'en  présentera ,  parce 
qu'elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément. 

En  général ,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
conime  une  application  du  problème  de  Y  élimination  entre  deux 
équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues.  En  effet , 
une  équation  étant  donnée,  supposons  qu'on  veuille  la  transfor- 
mer en  une  antre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  propo- 
sée une  relation  dét^ern^inée. 

Désignons  par  F  (x)  =  o  l'équation  proposée  (  elle  s*énonce 
fonction  de  x  égale  o) ,  et  par  F'  («r  ,  j')  =  o  l'expression  al- 
gébrique de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  in- 
connue X  et  la  nourelle  ^]  la  question  se  réduit  à  tâcber  d'ob- 
tenir, au  moyen  de  ces  deux  équations,  une  nouvelle  équation 
en  ^,  qui  sera  alors  l'équation  demandée.  Lorsque  l'inconnue  x 
n'entre  qu'au  premier  degré  dans  F^  (x,  j^)  =  o,  la  transformée 
est  facile  à  obtenir.  ;  mais  si  elle  y  est  élevée  à  la  seconde ,  troi- 
sième. •  •  •  puissance  9  il  faut  avoir  recours  aux  mctbodes  d'éli- 
minatioiL 

Donnons  une  première  idée  de  celte  tbéorie ,  qui  joue  un  si 
grand  rôle  dans  l'analyse  algébrique. 
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Élimikation*  Première  partie. 

aSa.  Éliminer  entre  deux  équcUione  d'un  degré  quelconque 
à  deux  inconnues j  c^est  pan^enir^  après  une  suite  d'opérations 
exécutées  sur  ces  équations ,  à  une  seule  équation  qui  ne  renr 
firme  que  l^une  des  inconnues j  et  qui  donne  toutes  les  va* 
leurs  de  cette  inconnue  propres  à  vérifier  les  deux  équations, 
en  mâme  temps  que  des  valeurs  correspondantes  de  l'autre 
inconnue. 

L'équation ,  fonction  de  Vune  des  inconnues j  à  laquelle  on 
parvient,  se  nomme  I'Aquation  finalb;  et  les  valeurs  de 
l'inconnue  I  tirées  de  cette  équation ,  sont  appelées  vaUun 
convenables. 

De  toutes  les  méthodes  connues  d'élimination,  la  méthode 
par  le  commun  diviseur  est,  en  général,  la  plus  expéditive; 
aussi  c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  in« 

connues 

FC^,  y)  —  o,      F(jp,  ^)  =  o, 

où  plus  simplement  encore, 

A  ci:  o ,     B  =  o. 

Supposons  V équation  finale  en  y  obtenue  »  et  tâchons  de  re- 
connaître quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation ,  qui 
puisse  nous  servir  k  former  cette  équation. 

Soit  y  =ss  C  l'une  des  valeurs  convenables  de  y^  il  est  dair 
que,  puisque  cette  valeur  vérole  les  deux  équations  en  même 
temps  qu'une  certaine  valeur  de  M,  elle  doit  Mre  telle  que,  si  on 
la  substitue  dans  Tune  et  l'autre  équations,  qui  ne  renferme- 
ront plus  alors  que  l'inconnue  j:  ,  ces  équatione  admettront  au 
moins  une  valeur  de  x  commune;  et  à  cette  valeur  commune 
doit  nécessairement  (  n^  aSa  )  correspondre  un  commun  divi- 
seur en  X.  Ce  commun  diviseur  sera  du  premier  degré  en  jc,  o« 
d'un  degré  supérieur,  suivant  qu'à  la  valeur  particulière  jf=C 
il  correspondra  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x. 


Rêciproqttmneni^  toute  valeur  de  j  qui,  mbstitu^  dans 
les  deux  équations,  leur  donne  un  commun  dÎTisenr  en  x,  ' 
est  nécessairement  une  valeur  convenable;  car  alors  elle  Té* 
rifie  évideBiment  les  deux  équations  en  même  temps  que  la 
valeur  ou  les  valeurs  de  x  tirées  de  ce  commun  diviseur 
égalé  à  o» 

283.  Remarquons  d'ailleurs  ({u! avant  aucune  eubstltutionj  les 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent^  en  général ,  a%foir 
un  commun  diviseur,  fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l'une 
d'elles  seulement. 

Supposons  en  effet,  pour  un  instant ,  que  les  équations  Atso, 
B  :=:  o ,  soient  de  la  forme 

A.'xD  =  o,       B'xD  =  o, 

D  étant  fonction  de  x  et  de  y. 

En  posant  séparément  D  =:  o,  on  obtient  une  seule  équation 
k  deux  inconuues,  qui  'peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de 
systèmes  de  valeurs.  D'ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D^ 
rend  également  nule  A'D ,  B'D ,  et  satisfait  par  conséquent  aux 
équations  A  =  o ,  B  t=  o. 

Ainsi,  l'hjpotliëse  de  l'existence  d'un  commun  diviseur  en  x 
et  y^  entre  les  deux  polynômes  A  et  B ,  entraîne  la  conséquence 
que  les  équations  proposées  sont  indéterminées j  c'est-à-dire 
susceptibles  d'être  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  de  x  et  de  y.  Dès  lors,  il  n'y  a  pas  lieu  à  déterminer  une' 
équation  finale  en  y,  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y  est 
infini. 

Si  les  deux  polynômes  A  et  B  étaient  de  la  forme  A^  X  D, 
B'  X  D  9  D  étant  fonction  de  x  seulement,  on  concevrait  l'é- 
quation D  =  o ,  résolue  par  rapport  à  x ,  ce  qui  donnerait  une 
ou  plusieurs  valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  va*' 
leurs, substituée  dans  A'xD  =  o  et  B'xD=o,  en  même 
temps  qu'une  valeur  dey ,  tont-r%-fait  arbitraire,  vérifierait  ces 
deux  équations,  puisque  D  devient  nul  par  l'effet  seul  de  la. 
substitution  de  la  valeur  de  x.  Ainsi ,  dans  ce  cas,  les  deux  équa— 

28 
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tions  proposées  admettraient  bien  un  nombre  fini  de  râleurs 
pour  X  y  iDaîs  ime  infinité  de  valeure  pour  y  \  et  il  ne  pourrait 
alors  exister  d'équation  finale  en^'. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux,  équations  A  =  o,  B  =0, 
seront  déterminées,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'elles  n'ad- 
mettront qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  Taleurs  pour  x 
t\  y  y  leurs  premiers  membres  ne  pourront  avoir  de  commun 
diviseur  fonction  des  in  connues,  avant  aucune  substitution  par- 
ticulière faite  pour  l'une  d'elles. 

284-  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
Inéquation  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  conve^ 
nahle  àe  y  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des 
deux  équations,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x, 
qu'ils  n'avaient  pns  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne 
soient  indéterminées,  ce  ^u'on  ne  suppose  pas),  il  s'ensuit  que 
si,  aux  deux  polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  à  x» 
on  applique  le  procédé  du  plus  grand  commun  di%fiseur  , 
on  n^en  troui^era  généralement  pas  ;  mais  en  continuant  Vopé^ 
ration  con%fenablement,  on  parviendra  à  un  reste  indépendant 
de  X  et  fonction  de  y  /qui,  égalé  à  o,  donnera  l'équation  finale 
demandée;  car  toute  valeur  de  yj  tirée  de  cette  équation,  rend 
nul  le  dernier  reste  de  l'opération  du  commun  diviseur;  elle 
est  donc  telle  que,  substituée  dans  le  reste  précédent ,  elle  rend 
ce  reste  diviseur  commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi ^ 
chacune  des  racines  de  l'équation  ainsi  formée  e^t  une  valeur 
convenable  de^. 

.  a85.  En  admettant  que  l'équation  Hnale  fût  complètement  ré- 
solue, ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or ,  il  est  évi- 
dent qu'il  suffirait ,  pour  cela ,  de  substituer  les  différentes  valeurs 
de  y  dans  l'apant-dernier  reste j  d'égaler  à  o  les  polynômes  en  x 
qui  en  résulteraient,  et  dfen  tirer  les  valeurs  dez^i  car  ces  poly- 
nômes ne  sont  autre  chose  que  les  diviseurs  en  x  qui  deviennent 
communs  a  A  et  B» 
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Mais  comme  Féqnation  fiûale  eat,  en  général,  d'un  degré  su- 
périeur au  second,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre 
chapitre  ta  seconde  partie  de  la  théorie  de  Félimination,  laquelle 
partie  a  pour  objet  de  déterminer  toua  les  btst^es  de  valeurs 
jjropres  à  vérifier  deux  équations  d*un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues. 

Nous  nous  proposons  également  de  rerenir  sur  la  méthode  qui 
Tient  d'être  exposée,  parce  qu'elle  a  quelques  inconyéniens  que 
nous  tâcherons  de  faire  disparaître.  Mais  notre  but  était  princi- 
palement ici  de  faire  voir  comment,  deux  équations  d'un  degré 
quelconque  étant  données ,  on  peut,  sans  supposer  la  résolution 
d'aucune  équation ,  pan^enir  à  une  autre  équation  ne  renfer^ 
mant  plus  que  l'une  des  deux  inconnues  qui  entrent  dans  les 
proposées. 

a86.  Si  l'on  avait  trois  équations  (i),  (a)  et  (3) ,  renfermant 
les  inconnues  x ,  ^  et  s,  pour  obtenir  l'équation  finale  en  m.^ 
c'est-à-dire  l'équation  renfermant  toutes  les  valeurs  de  l'incoo» 
nue  z,  susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  môme  temps 
que  certaines  valeurs  de  x  et  dey,  il  faudrait,  en  regardant  y 
comme  connu,  éliminer  x  entre  les  équations  (i)  et  (2)  ,  puis 
entre  (1)  et  (3),  d'après  la  méthode  du  n"  284;  ce  qui  condui- 
Tait  à  deux  équations  en  j^  et  x,  auxquelles  on  appliquerait  la 
même  méthode  pour  éliminer 3^» 

Même  raisonnement  pour  4  équations  à  4  inconnues,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  Ijornerons  à  une  seule  applica» 
tien  générale  de  la  méthode  d'élimination. 

^87.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée'^ 
on  demande  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  une 
rcertaine  combinaison  de  deux  quelconques  des  racines  de  la 
proposée. 

Soit    x^+Pjc'—'-f.Qx"— 4-...4.Tj?-f.U  =  o, 

l'équation  proposée;  appelons  x^,  x',  x*. . .  •  les  racines  de 

28.. 
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cette  équation,  et  désignons  par  u  riDconone  de  l'équation 
qu'on  veut  former. 

Si  nous  considérons  deusL  quelconques  des  racine»  de  la 
proposée,  s'  et  x"  par  exemple,  on  doit  avoir,  par  hjpothëse, 

[la  lettre  F,  qui  s'énonce /onction  de  y  exprimant  ici  un  certain 
sjstëme  d'opérations  à  effectuer  sur  les  deux,  racines  x'  et  x', 
pour  obtenir  la  valeur  de  u]. 

D'un  autre  coté,  puisque  x'  et  x'  sont  des  racines  de  l'équa- 
tion donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

y-4-Par'«-»4.Q/"»-»+....  +  T«'+U  =  o...(3), 
^"m  4.  pjp'^m-i  ^  qx"'^-^+ . . . .  +  Tx"  +  U  =î  O .  .  .(3). 

Les  équations  (1),  (:i)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  problème  ;  et  toutes  les  fois  que  la 
nature  de  la  combinaison  ou /onction^  exprimée  par  la  lettre 
F,  géra  connue  et  défînic,  il  suffira  d'éliminer  x'  et  x'  entre 
ces  trois  équations.  JJ  équation  finale  en  u  sera  l'équation  de-^ 
mandée.  Eh  eflet,  le  résultat  ne  renfermant  plus  aucune  trace 
des  deux  racines  particulières  x'  et  x" ,  puisqu'on  les  aura  éli- 
minées, conviendra  à  toutes  les  racines  *  ,  jf",  jf*. . . . ,  et  aura 
par  conséquent  pour  racine,  une  combinaison  (exprimée  par 
le  caractère  F)  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

288.  Proposons-nous ,  comme  cas  particulier  de  la  question 
précédenle,  de  déterminer  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  différences  entre  deux  quelconques  des  racines  d'une  équor- 
tion  donnée.   C'est  ce  qu'on    appelle  I'êquation   aux  mswir 

BEN  CES. 

Solution.  Soient  *"  +  P*"*"'  +  ...  =0,  l'équation  pro- 
posée, x\  jf*,**» . . .  ses  m  racines;  et  appelons  u  la  valeur  de 
l'une  quelconque  des  différences 

,»_/,  *•-/,    x'-*",    x•'-~^•^ 
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On  a  d'afaorily  en  vertu  de  l'énoncé,  cette  prem'fère  relation 

M=«* — *'....  (i). 

D^àilleQrs  ^  J  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée  j  dol- 
Tent  y  satisfaire)  et  donnent  par  conséquent , 

V"+P*"-'  +  ....  =0....  (a), 
*""•  +  ?**"-'+ =0 (3); 

et  il  s'agirait  (n^  287)  d'éliminer  x\  x"  entre  les  équations  (1)9 
(2)  et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  (i)>  on  déduit   «"^x'  +  Mi 
d'où  y  substituant  dans  l'équation  (3), 

C* +«*)"•  +  ?(*' +  «)"-'"  +  ....  =  o(4)> 

il  s'ensuit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  x'  entre  les 
équations  (a)  et  (4)- 

Or,  l'équation  (4)  développée  prend  (n*  278)  la  forme 

7! 

et  si  l'on  observe  que  X'  n'est  autre  chose  que 

expression  qui  doit  être  i^ulle  d'aprës  la  relation  (a) ,  la  der*^ 
nière  équation,  débarrassée  du  terme  X'  et  divisée  ensuite 
par  u  (voy.  le  N.  B.) ,  se  réduit  à 

'    a         a. 3      ' 

Donc  enfin ,  l'équation  cherchée  résulte  de  l'élimination  de  x' 
entre  les  deux  équations 

X'  =  o, 

Z'  "V' 

*   2        2.3 

Ainsîy  règle  générale  :  Four  fomur  Véquaiion  aux  diffè-' 
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renceS'des  racines  d'une  équation  proposée  ^  il  faut  éliminer 
x'  entre  l'équation  X'  =  o,  qu'qn  déduit  de  la  proposée  en 
y  remplaçant  x  par  x\  et  l'équation  qui  résulte  de  la  substi^ 
tution  dezf  +  VL  à  la  place  de  x  ;  cette  résultante  étant  d'abord 
débarrassée  de  son  dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u> 
JV.  B.  1^  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre  l'accent' 
sur  la  lettre  Xy  c'est-à-dire  qu'on  élimine  directement  x  entre 
la  proposée  X  =  o ,  ou  *"•  +  P*"*""*  +  , . .  =  o  ,  et  l'équation 

Z  Z 

Y  -f-  -M+  . . .  +  M*"^*^  o ,  dans  laquelle  T,  -  . . . ,  sont  com- 

Z' 

posés  en  x  comme  Y',  —....,  sont  composé»  en  x\ 

Le  résultat  de  l'élimination  est  évidemment  le  même* 
2°.  Après  avoir  posé  dans  l'équation  X  =  o,  jr  +  z«  à  la  place 
dex^ce  qui  donne 

X  +  Ym +  -»*+... -h «**  =  o, 

2 

on  omet  le  terme  X ,  comme  formant  le  premier  membre  de  la 
proposée  y  et  l'on  obtient  une  nouvelle  équation 

Z 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u,  on,  ce  qui  revient 
au  même ,  qui  est  satisfaite  par  m=  o.  Cela  doit  être  f  puisque 
parmi  les  différences  entre  les  racines ,  il  faut  compter  celle 
qui  existe  entre  chaque  racine  et  elle-même^  mais  si  l'on  sup- 
prime ce  facteur  u,  l'équation  ne  renferme  plas  alors  que  le9 
différences  entre  l'une  quelconque  des  racines  et  toutes  les  autres. 
Or  j  ce  sont  les  seules  différences  que  nous  aurons  besoin  de 
considérer  par  la  suite. 

289.  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  Véqaation  aux  diffi^ 
rences  des  racines  de  l'équation     x'  —  6*  —  7  =  0. 
On  a  d'abord ,  en  vertu  de  la  loi  de  formation^  n®  278, 
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ce  qui  donne  les  deux  équations 

a^^Gx  —  7  =  0, 
3af*  —  6  4"3jf.ii4-i^*  =  o, 

entre  lesquelles  il  faut  cli miner  x. 

Si  Ton  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  du  n^  284^ 
on  obtient  pour  Téquation  finale  en  u, 

«6  _  36z*t  4.  324»*  +  459  =  e. 
G*est  l'équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

290.  Composition  et  forme  de  V  équation  aux  différences» 

On  peut  recorinattre  à  priori ,  pour  toute  équation  du 
degré- M,  la  forme  et  la  composition  deVéquation  aux  diffé^ 
rences  des  racines  de  cette  èqmition* 

Désignons  toujours  par  x' ,  »^,  **. . . . ,  les  racines  de  la  pro- 
posée, par  u  l'une  quelconque  des  différences;  et  ircmarquons 
que,  si  l'une  des  dilTérf  nées  est  x"  —  x\  il  en  existé  nécessai- 
rement une  autre,  x*  —  x*,  qui  ne  dilïere  de  celle-là  que  par 
le  signe;  c'est-à-dire  que,  si  «  est  une  valeur  de  u^  —  « 
en  est  nécessairement  une  autre  ',  de  même,  C  étant  une  ra- 
cine, —  ^  en  est  une  autre,  etc.... 

Donc,  le  premier  membre  de  l'équation  en  u  peut  être  mis 
sous  la  forme 

(m  — fit)(M  +  flt)(M  — ff)(z*  +  f)(M  — y)(M+y)...=«, 

ou^  multipliant  les  facteurs  deux  à  deux^ 

(u*  —  a»)  («*  —  C»)  (tt* — y*) =  o. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et  de  plus ,  ne  renferme 
que  des  puissances  de  degré  pair  de  l'ineonnue  ;  c'est-à-dit*e 
qu'elle  est  de  la  forme' 

,,«  +  p'u'«—  4-  Q'a"--<  +....+  r  M«  +  U'  =  o. 

Le  degré  2»  eit  d'ailleurs  égal  à  m(m'^i),  ou  bien 
(n®  149)1  au  nombre  d'arrangemens  deux  à  deux  que  l'on  peut 
l'aire  avec  un  ilbmbre  m  de  lettres* 

Si,  dans  l'équatton  précédée  te ,  on  pose,  pour  simplifier» 
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i^»  =  * ,  elle  devient 

équation  d'un  degré  sous-double,  tz,  ou  m ,  dont  les  ra- 
cines sont  le»  carrés  des  différences  entre  les  racines  x',  x'  ^ 
x".  • .  ;  car  en  mettant  dans  la  relation  u*=z,  à  la  place  de  tf« 
ses  différentes  valeurs    x"  — •  jc',  x*  —  j/  . . .  • ,  on  obtient 

L'équation  en  2,  à  laquelle  on  est  parvenu  tout  à  rheure, 
s'appelle  y  pour  cette  raison,  V équation  aux  carrés  des  diffé^ 
reaces;  et  on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à  l'équa- 
tion aux  différences,  comme  étant  d'un  degré  sous-double. 

Ainsi,  dans  Texempledu  n^  précédent,  l'équation  aux  diffé- 
rences est  du  6*  degré,  c'est-à-dire  d'un  degré  marqué  par 
3(3 —  I  ),  ou  par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissancçs  de 
degré  pair^  et  si  l'on  pose  u*=s«,  elle  devient 

x^  —  36a* -f.  324fi  +  459 = o , 

équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences  des 
racines  de  la  proposée. 

L'équation  aux  différences ,  ou  aux  carrés  des  différences,  nous 
sera  très  utile  par  la  suite. 

§  III.  Des  ÊquéUioru  susceptibles  d^ abaissement. 

On  comprend  sous  oe  titre,  tontes  les  équations  dont  deux 
ou  plusieurs  racines  ont  entre  elles  des  relations  partkn* 
Itères,  parce  qu'en  général  on  peut  faire  dépendre  la  résolu-' 
tion  de  ces  équations  de  celle  d'autres  équations  de  degré 
moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales, 
c  est-à-dire  dont  le  premier  membre  est  (n*  a55)  le  produit  de 
plusieurs  facteurs  égaux  de  différence  espèce. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équaliom 
s'app^llenl  mèêhêdm  d'mbaiuemênij  et  doivMt  être  regardées, 
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ji^a'à  un  certain  point  >  comme  une  branche  de  la  transfor- 
mation des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie e.st 
de  ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle  d'ime  équation 
plus  simple. 

MÉTHODE   DES   RACIKBS  EGAIES. 

/ 

291. Dire  qu'uneéquatîona  des  racines  égales,  c'est  dîre(n*255) 
que  son  premier  membre  a  des  facteurs  égaux  y  dès  lors,  le  pre* 
mier  polynôme  dérivé  qui  (d*.  279)  est  la  somme  des  produits 
7» — I  à  m — i  des  m  facteurs,  contient  dans  ses  différentes 
parties  au  moins  une  fois  le  facteur  qui  entre  plusieurs  ibis  dans 
la  proposée»  Donc,  il  doit  exUter  un  commun  diviseur  entre  U 
premier  membre  de  la  proposée  et  son  premier  polynôme  déripé* 

Alais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il 
au  mojen  des  facteurs  égaux  de  la  proposée?  c'est  ce  qu'il  s'agit 
maintenant  de  développer* 

292.  Une  équation  étant  donnée^  on  demande  de  reconnaître 
si  elle  a  des  racines  égales j^  et  de  déterminer  ces  racines j  s'il  est 
possible. 

Désignons  par  X  le  premier  membre  de  l'équation 

îr«  +  Px«-'  +  Qx"-*+ 4-Tx  +  U  =  o, 

et  supposons  qu'il  renferme  n  facteurs  égaux  à  x^^a^  vl  fac* 
tenrs  égaux  à  x  —  ^,  n'  facteurs  égaux  à  x^-^c.^.^  et  con* 
tienne  en  outre  les  facteurs  simples  tc^^p^  x — q^  x — t.  . .; 
en  sorte  que  l'on  ait 

X=(x--û)*  (x— *)■'  (x— 0*' . .  • .  (:3c—p)  (x^q)  (x— r) .... 

Si  l'on  considère  Y,  on  le  polynôme  dérivé  de  X^  on  a  tu 
(n^  279)  que  ce  polynôme  est  la  somme  des  quotiena  de  la  dipi^ 
sion  de  X  par  cliacun  des  m  facteurs  du  premier  degré  de  la 
proposée.  Or,  comme  X  renferme  n  facteurs  égaux  à  x  —  a^ 

X 

on  aura  d'abord  n'quotiens  partiels  égaux  à ;  même  rai- 
sonnement pour  chacun  det£aol«iirs  égaux, x«*-fr,  x-<-«..»t 
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d'ailleurs,. on  ne  f«ut  former  qu'un  seul  quotient  égal  k... 

XXX 

,  ,  ....  Ahisî ,  Y  est  nécessairement  de  la 

a? — p     x-^q     x-^r 

forme 
— ^        nX  72.  X     ,    71  jL    ,  X      I      X      ,      X      - 

_  -    1= 7  H h...H 1 h— 

^   ^  o:^ — a      X — b      x — c  x — p      x — q      x — r 

D'après  celle  composîlîon  du  polynôme  Y,  îl  est  visible  que 
(x— a)"-',  (x — 6)*'-"*,  (x — c)""""*...  sont  des  facteurs  com- 
muns à  toates  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 
{x  —  a)"*"*  (x  —  6)"'"'  (x  —  c)"*"*...  est  un  diviseur  rela- 
tif Ae  Y  \  d'ailleurs  X  renferme  aussi  évidemment  ce  diviseur; 

ainsi  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur 

{x — a)"^»  (x — A)"'~*  (r  —  r)"*"'. . . .;  je  dis  maintenant  que 
c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X  sont  x — a,  x — 3,  x — c. ..  et  x — p,  x — y, 
X— r. .  .;  or,  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseurs,  x— /? ,  x — 7, 
a?  —  r. .  • ,  puisque  chacun  d*eux  est  facteur  commua  à  toutes 
les  parties  de  Y,  à  l'exception  d'une  seule. 

Donc  enfin ,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Y  est 

D  =  (x— û)«-'  (x— ft)»'-'  (x— c)»'-'. .  -  ; 

c'est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  se  compose  du 
produit  des,  facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  pro~ 
posée,,  élepés  à  une  puissance  moindre  cPune  unité  que  dans 
ia  proposée, 

293.  De  là,  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X=:o  renferme  des  ra- 
cines égales ,  ybriTi^s  Y  ou  le  polynôme  dérivé  de  X;  puis  Krher- 
chez  {n^  261)  le  plus  grand  commun  dii^iseur  relatif  entre  X 
et  Y;  si  vous  n'en  trouvez  pas,  l'équation  n'a  pas  de  racines 
cgalcs  ou  de  facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvée  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit 
du  premier  degré,  ou  de  la  forme  x-^  h,  posez  x— li=o,  cfom 
X  =  h  ;  vous  pouvez  alors  conclure  que  l'équation  a  deux  racir^es 
égales  à  11  ^  cl  n'a  qu'une  seule  espèce  de  racines  égales,,  dont 
vous  poaves  ta  débarrasser  en  divisant  X  par  (x —  h)*. 


S!  D  est  âa  second  degré  en  x,  i-ésoli^ez  î^iquaiion  D  =  o^ 
il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  les  deux  racines  sont  égales,  on 
elles  sont  inégales,  i**.  Si  irous  trouTCz  D  =  (r — ^)*,  voua 
pouvez  conclure  que  l'équation  a  trois  racines  égales  à  h,  ef 
ne  renferme  qu'une  seule  espèce  de  racines  égales ^  dont  tous 
pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X  par  {x  —  1if\  2\  si  D  est 
de  la  forme  (x  —  A)  (x  —  A'),  c'est  que  la  pro^iosée  a  deux 
racines  égales  àh^  et  deux  racines  égales  à  h',  dont  on  la  dé- 
barrasse en  divisant  X  par  (x— A)*  (x  — A')%  ou  par  D*. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  d'un  degré  quelconque;  il 
faut,  pour  connaître  les  espèces  de  racines  égales,  et  le  nombre 
des  racines  de  chaque  espèce,  résoudre  complètement  t équation 
D  =  o;  et  toute  racine  simple  c/«  Dc=o  sera  double  dans  la 
proposée;  toute  racine  double  de  "D^no  sera  triple  dans  lapro^ 
posée  ;  "^t  ainsi  de  suite. 

294*  Appliquons  cette  mclhoile  à  quelques  eieraples: 
On  demande  si  l'équation  2X^  —  1  iijcf*  +  1 9^^ — 6x  -|-  9 = o,, 
a  des  racines  égales. 
On  a  (n*  ^78) ,  pouf  le  polynôme  dérivé, 

8x'  — 36r*  +  38x  — 6. 

Or,  en  cherchant  (n*  276)  le  plus  grand  c<Mnman  diviseur 
entre  ces  deux  polynômes,  on  trouve  D  =s  x — 3=o,  d'oJ» 
X  =  3  ;  la  proposée  a  donc  deux  racines  égales  k  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (x— 3)%  on  obtient. 

2x*  +  i==o;     d'oi     x  =  ±-V/^^. 

2 

Ainsi  l'équation  est  complètement  résolue  et  a  poar  racines^ 
3,  3,  +^V/=5    et    —^{/^. 

Soit  pour  second  exemple,  x*— 2X^+*-^ — 7^+  Bx'— 3=o; 
on  a  pour  le  polynôme  dérivé,      5x*~8x^+9X* — 1 4-^+8, 
et  pour  commun  diviseur, . . .         x* — 2x  -|-i    ou    (x — i)*} 
donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  a  u 
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DiTitiint  son  premier  membre  par  (x— i)'  ou  par..... 
X*— 3x*  +  3-ï?—  ï  >  on  trouve  pour  quotient, 

a:*  •+•  X  +  3  =  o  ;     d'où    x  = ; 

l'équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 
SoU  la  noui^elle  équation 

xr+5a:S  +  6x5^6r4--i5jtr»— 3x*  +  8r+4=o; 

le  polynôme  dérivé  est 

7x«  +  3ox*  +  3ox4 — 24x3  —  45x* — 6r + 8; 

et  l'on  trouve  pour  commun  diviseur, 

jc*4.3x3+x*— 3x— a. 

L'équation  x^  +  Sx^  +  ^c? — 3x— a=o,  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue  ;  mais  en  lui  appliquant  la  méthode 
des  racines  égales,  c'est-à-dire  en  reclierchant  le  commun 
diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé, 
4x3+9x?'  +  ax— 3,  on  trouve  pour  c<)mmun  diviseur,  ac-^-i; 
ce  qui  prouve  que  x-f- 1  entre  au  carré  dans  x*-f-  3.r3+x' — 3jc — a, 
et  aucUbe  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Divisant  x*+  Sx^+x"— 3x— a  par  (x+i)*  on  x*+2x+i , 
il  vient  pour  quotient,  x*-}-x — 2,  polynôme  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines x=  1 9X=:*»2,  ou  les  deux  facteurs 
x  —  1  etx-f-2.0nadonc 

x<-f  3x-«4.x*— 3x— 2=(x+i)*(x— i)(x+2). 

Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

(x+i)3(x-iy(x+2)-; 

ou  bien,  en  d'autres  termes,  l'équation  a  trois  racines  égales 
à  — - 1  ',  deux  égales  h,  i  et  deux  égales  i  —2. 
Voici  de  nouvelles  applications 


a*,  jc^ — 3x*+  gx* — I9r^+a7r'  —  33j:?»+27r—  9=0, 
(*jr_i)3(x»  +  3)'  =  o. 

295.  Lorsqu'en  appliquant  la  méthode  précédenteion  obtient 
une  équation  D=o,  d'un  degré  supérieur  au  second,  comme 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode,^  on 
parvient  souvent  ainsi  à  opérer  la  décomposition  de  D=  o  en 
ses  facteurs;  et  l'on  connaît  par  ce  moyen  les'êifférentes  espèces 
de  racines  égales  de  l'équation  X  =  o ,  et  le  nombre  de  racines 
de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  deX  =  o^  on 
commence  par  dégager  celte  équation  des  facteurs  égaux  qu'elle 
renferme,  et  Téquation  résultante,  que  nous  pouvons  désigner 
par  X'=o  ,  étant  résolue,  fait  connaître  ces  racines  simples. 

Il  y  a  une  circonstance  où  les  racines  égales  de  X  =  o 
ne  peuvent  pas  être  découvertes  immédiatement,  c'est  celle  ' 
oii  l'équation  D  =  o  n'a  que  des  racines  inégales ,  auquel 
cas  toutes  ces  racines  sont  doubles  dans  la  proposée  ;  et 
leur  détermination  ne  peut  se  faire  qu'en  résolvant  l'équa- 
tion D=  o^  d'après  des  méthodes  que  nous  exposerons  ulté- 
rieurement. 

7.96. Mais  pour  ne  rien  laissera  désirer  sur  cette  matière,  nous 
allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  Inéquation  proposée j  si  elle 
renferme  des  racines  égales ^  on  peut  toujours  faire  dépendis  sa 
résoluliofi  de  celle  d'une  suite  d'équations  dont  la  première  ne 
renferme  que  les  racines  simples  de  la  proposée ^  une  seconde  les 
racines  doubles  (c'est-à-dire,  les  racines  qui  y  entrent  deux 
fois)  y  une  troisième  les  racines  triples^  etc. 

En  effet,  soit  X=o  l'équation  proposée,  et  désignons  par 
X'  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  simples,  par  X"  le  produit  des  facteurs  du  premieif 
degré ,  correspondant  aux  racines  doubles  ;  par  X**,  X*^  ....  le 
produit  des  facteurs  correspondant  aux  racines  Iriples^qua- 
druplM  . . . .  ,  en  sorte  que  l'on  ait 
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Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n®  292,  que  le  plus  grand  commun 
dlyîscur  entre  X  et  son  polynôme  déiûvé  Y ,  est  de  la  forme 

D=X'.X*».X''^X'4...., 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D 
k  une  puissance  moindre  dVne  unité  que  dans  la  proposée. 

Cela  posé ,  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X ,  et 
désignons  par  D' le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe 
entre  D  et  son  j^ynome  dérivé.  On  a 

iy=x*.x*^».x'i 

On  trouverait  de  même ,  en  opérant  sur  IX  comme  on  a  opéré 
sur  D  et  X  > 

I>'  =  X»'.X^% 

D*=X\ 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  5  soit  le  plas 
grand  nombre  de  fois  qu'une  même  racine  puisse  entrer  daos 
Téquation  proposée,  c'est-à-dire  que  Téquation  D*=o  nereD* 
ferme  plus  que  des  racines  simples.) 

Actuellement,  si  Ton  divise  successivement  X  par  D,  D  par  D^, 
D'  par  D',  D*  par  D*  et  qu'on  désigne  par  Q ,  Q',  Q*,  Q*,  les 
quoiiens  obtenus,  il  vient 

Q=^  =x'.x'.x*.x*^ .  x^ 

Q'=^=r'.x-.x«^.x\ 

Q'=gi=x^x-.x^ 

Q^=^«X-.X'. 
Divisant  ensuite  Q  par  Q',  Q'  par  Q%  Q"  pw^  Qf  et  Q*  par  C, 
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OQ  trouve  enfin 

|,=X',^=X',2:=:X-,g==X"  et  D-=X'. 

D'oix  l'on  Toît  que ,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d'opéra- 
tions, savoir  une  série  d'opérations  du  commun  diviseur  et  deux 
séries  de  divisions,  on  parvient  à  isoler  successivement  les  fac- 
teurs X',X',  X*,X"  et  X',  qui,  égalés  séparément  à  o,  don- 
nent, la  première,  les  racines  simples,  la  seconde, les  racine» 
doubles,  etc. 

Voici  le  tableau  de  ces  diverses  opérations  : 


X=X'X'*X"3X"<X'5 

D  =!£'X»"X"»X''* 

iy=x"X"*x" 

D'=X"C£»» 
D-=X»=o 


Q  =X'X'X"X"X^ 
Q^=X'X*X"X' 


sX'  =, 


Q 
Q' 

Q'-X'-. 
O' 


:X»'=0. 


Il  est  à  remarquer  4l'ailleufs  que  le  degré  de  X'=ro  exprime 
le  nombre  des  radiées  simples  de  la  proposée,  le  degré  de 
X''  =  o,  le  nombre  des  racines  doubles ,  celui  de  X's  o ,  le 
nombre  des  racines  triples,  etc.;  et  la  résolution  complète  de 
ces  équations  fait  connaître  les  dîQerentes  espèces  de  racines 
doubles,  triples,  quadruples,  etc. 

Ainsi  la  méthode  des  racines  claies  n'est  pas^  en  général, 
une  méthode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  mitliode 
d'abaissement.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  oà  les  équations  X'-=  o, 
X"=  o,  X*-=  o. .  •  ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  de- 
gré,' qu'on  peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  d«r 
l'équation  proposée. 

^97*  ^^  P^^^  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  la 
recherche  des  relations  qui  doiyent  exister  entre  les^coefËçien» 
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«d'un  polynôme  en  x  du  second  ,  troisième. . . .  degré,  pour 
que  ce  polynôme  soit  un  carré  >  un  cube ....  parfait.  Il  suffit 
pour  cela  de  former  le  polynôme  dérivé  du  polynôme  pro- 
posé, puis  d'exprimer  (n*  289)  la  condition  nécessaire  pour 
que  ce  polynôme  dérivé  soit  diviseur  relatif  du  polynôme 
proposé* 

Soity  par  exemple ,  le  trinôme  du  second  degré  ax'+i.r-fc, 
dont  le  polynôme  dérivé  est  uax  +  b, 

^flf  +  2C     /         «  -J-  A 
7.abx  -4-  ^ac 


£n  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  commun 
diviseur  avec  ses  modifications,  on  trouve  pour  reste,  J^ac — b^; 
et  si  l'on  suppose  4^"^  — ^*=o>  ou  i'  — 4^^  =  ®>  aor+i 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ajc*  -^  bx  +  e  et 
son  dérivé,  qui  n'est  autre  chose  que  2ax+^  lui-même;  ainsi 
l'on  peut  regarder  ax^-i-bx+o  comme  le  carré  de  2ay-fi, 
à  un  facteur  quelconque  près ,  indépendant  de  x. 

On  a  vu  en  effet  (n*  112),  que  ^•  — 4^^=^>  ^^^  ^*  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  trinôme  du  second 
degré  soit  un  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme o*'  -+-   fe«*  +  c»  +  <^, 

dont  le  dérivé  est 3ax*  +  2&jp  +  c  ; 

en  cberchant  le  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour 
reste,  (6ac — 26*)*  +  gad — bc.  Or,  en  écrivant  que  ce  reste 
est  nul,  on  établit  la  condition  que  3ax*']^%bx  +  c  est  com- 
mun diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé  ;  mais  ce  r^e 
doit  être  nul,  quelle  quesoil  la  valeur  de  x\  ainsi  (n^  188), on 
a  séparément  6ac  — 26*= o,9a£^  —  6c=:o,   En  effet,   la   prc- 

mière  de  ces  deux  conditions  donne  c=^— ,  et  la  seconde, 

ôa 
bc         &' 
<^=— = --^Ti  ^^oUf  substituant  dans  le  polynôme  proposé. 
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Même  raisonnement  pour  les  polynômes  da  4*9  5*—*  degré. 

^298.  Lepeooédé  du  commun  dWiseuraert  encore  dans  d'Mitrea 
cas  à  abaisser  le  c)egré  d'une  équation  :  tel  est  celui  oùi'on  donne 
d'avance  une  certaine  relation  entre  dpux  des  racines  de  Péq^na- 
tion  proposée. 

Soit,  pour  iDxer  les  idées ,  réqualion  générale 

;pà^p^m-,'^Qjpm-E4._;;4.T*+U  =  o....  (0,    • 

et  supposons  qu'entfe  âtax  des  racines  a  et  &,  Fon  ait  la  rela- 
tion &=sira-t*A  (^  et  A  étant  des  nombres  connus  et  donnés 
à  priori). 

Puisque  Féquation  (i)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  qnan* 
lités  a  et  hor^h,  il  s'ensuit  que»  si  l'on. net  daas. cette 4qv«ï- 
tion'^  4  A  4la  plaoe  de^^  ce  qui  donne  ia  nouvelle  équation 

(^*+A)»  +  P(ifrj|?+/»)"'"'+--+T(*x+ A)  +  U=o.,..(2),  ' 

les  deux  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  une 
même  'tàleara  *  done  (n^  lîSa)  il  <k>it  exister  un  commun  dP 
•viseur  relatif  entre  leurs  premiers  membres. 

Ainsi ,  en  applfquémt  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus 
^r^nd  commun  diyi^curjrelatif ,  et  égalant  i  o  le  diviseur  ob- 
tenu, on  en  tirera  la  valeur  dé  la  racine  a.  Cette  Taleur  étant 
substituée  dans  la  relation  b=iJba+hf  fera  cosnaitreia  ▼alei*' 
correspondante  de  b. 

Si  ce  comtonn  dlviseiir<«st  dn  premier  d^é  en  x,  on  peut 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  l'équation  ont  entre 
elles fo  velalipn  donnée.  S'il  est  du  second  degré,  c'e^t  qu'il 
existe  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété; 
et  leu  14  détermina  lion  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
quoi,  l'on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
chacun  des  facteurs  du  premier  degré ,  qui  correspondent  aux 
racines  obtenues. 
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En  général,  soît  D  le  commua  diviseur  auquel  oïl  est  par- 
Tenu.  La  résolution  de  Téqualion  proposée  ne  dépend  plus  que 
de  la  résolution  de  D=:  o  et  de  l'équation  qu'on  obtient  en  diri- 
sant  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs 
du  premier  defçré  correspondant  aux  racines  de  Ds=o,  et  à 
celles  qu'on  a  déduites  de  la  relation  b^ssta  +  lh 

Soit,  pour  exemple,  l'équation 

*♦—  12*'  +  48**  —  71*  +  3o  =  o , . .  .(1) 
« 
dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  b  sont  liées 
par  la  relation  A = 2a  + 1 . 

En  mettant  ^x  +  i  pour  x  dans  la  proposée  et  dételoppant 
les  calculs,  on  obtient ,  toute  réduction  faite, 

8»»  —  32*5  +  36x*— 7x  —  2  =  o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  ëqfiatÎQn  ei.de  ta 
proposée ,  le  procédé  du  commun  diviseur,  on  parvient  Au  di- 
viseur relatif  jr— 2;  ce  qui  donne 

«  — 2s=o,    d'oii    K  ou  a  =521. 

Cette  valeur  de  a  substituée  dant^^  la  relation    5  =  oa  -}- 1  ^ 
donne  ensuite  6=:  5. 
lie  premier  ipembre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 

(*  —  2)  (*  —  5)    ou    *• —  7*  +  1.0  ; 

el  eb  cfiectnant  cette  divistcm ,  on  a  pojur  quotient 

5       I 

*•  — 5* +  35SBO,.    d'oi    *aPE-dt-  t^iî* 

*  '  2         2'^ 

L'équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complètement  ré^ 
aolue. 

299.  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  l'analjse 
précédente,  le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  racines 
égales.  {Foye%  o?  291 .) 

Soit  fait  AsBO  dans  la  relation  bz^ta-j-h}  elle  devient 


h^ssJta,tt  Péqnation  (2)  du  n*  398  se  rédnit  à 

i«.*«+Pft«-'.«— '4- +TX*.x4-U=o. 

Mais  comme  on  doit  avoir  pour  la  même  yaleur  de  r^ 

on  peut  substituer  m  Tune  de  ces  équations  le  résultat  de  leur 
soustraotion,  ce  qui  donne 

ou  bîen,observantqiie((i&— i)4p  dîvUe  tous  les  termes  de  celle-ci, 
et  effectuant  alors  cette  division , 

Actuellement  si»  outre  rbypotbète- de  Asco,  ou, suppose 
t=ii,  ce  qui  reTÎent  à  dire  que  deux  des  racines  &  et  a  sont 
égales,  Véquation  précédente  devient  ' 

mx^"'  +  P(ot— Ojc*-*  +  Q{//»-r2>'—«  +.  •  .+T=o, 

équation  dont  le  premier  membre  doit  avoir  un  commun  divî- 
teur  relatif  avec  celui  de  la  proposée. 

Mais  OT**— +(i»— i)P*'"-*  + -HT  n'est  autre  chose 

(  n^  278)  que  le  polynôme  dérivé  du  premier  membre  de  la 
proposée  *"•  +  Par—*  -I- . . . .  +Tx  +  U  =  o.  : ' 

Donc  enfin ,  dans  le  cas  0(1  celle  dernière  équation  a  desra^ 
ci  nés  égalas»  ^9P^i^  ejsUUr  un  commua  diviseur  entre  U  pre- 
mUr  membre  de  cette  équation  et  son  polynôme  dérii^e  (*)•    ,  . 


DES  ^QÛATtOKS  niciPROQVBfl. 


«    ') 


3oo.  n  eiiste*  une  classe  remarquable  d'équàtrohs  suscep- 
tibles d'abaissement:  ce  sont  celles  dans  lesquelles  les  coefficiena 


(^)  Ce  mode  de  dëmoiutraUuo  du  principe  de  U  thi^rie  def  racines  égales 
e»i  dft  à  M*  Poiosoi. 

29.. 


^$11  DBS.SQirATKWS  siciMOQVttl. 

à  égale  dieiancs  dês  extrême  sont  égaux  entre  eus.  TeU^  sont 

le*  équations 

,^i  +px'^+  qx^'+px  +  i=o ,     x*+ px^+  q^'^+  qx^  +;7a:+  i=o^ 

On  les'appeîle  équations  réciproques,  parce  qu'elles  îouisseat 
de  cette  propriété,  que  si  a  .est  une  quantité  piropre  à  les  tc* 

«ifier^  '  est  néœjisairenttetit  ime  auti-e  racine. 

a 

En  eflet,  considérons  la  première  des  deux  équations  cî-^ 
ilessus,  puisque  a  est  supposé  racine,  on  a 

1  ,  *.      . 

mais  actuellpnent,  s!  l'on  substitue  -  à  la  place  de  x,  îi  rient 

ou  bien,  t  4- />«  +  ^«' -t-p«^  +  a*  =o, 

égalité  qui  n'est  autre  chose  que  la  précédente  renversée. 

On  voit  donc  que  les  racines  de  ces  équations,  considérées 
deux  à  deux,  sont  inverses  ou  rèc^roquea  \v^  vaws  c! es  autres; 
d'où  il  suit  que  la  moitié  des  racines  étant  déterminée,  kt 
Hutres  peuvent  s'obtenir  en  divisant  l'unité  par  chacune  des 
.première».  Aussi,  nous  allons  faire  voir  .que  la  résolution  de 
toute  équation  réciproque  peut  cire  ramenée  à  celle  d^une 
équation  d'un  degré  sous-double. 

Prenons,,  pojur  fixer  les  idées,  l'équation  du  G*  degré , 

si  l'on  divise  l'équation  proposée  par  j?  (3  étant  la  moitié  du 
d^réde  l'équation),  elle  prend  la  forme 

.x»  +  ^+/(a:»  +  ii)  +  ,(x  +  ;)  +  r«<K 
Gela  posé  >  soit  fait  x  +  -  =  s  ;  il  en  résulte 

X 
X'— a*  +  l  SBBO, 
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éqBatiop  qui  donnera  deux.  Yaleuri  de  x  correspondanles  k  une 
même  valeur  de  2;  aii^L.I'on  pourra  obtenir  les  valeurs  de  x^ 
dès  que  s  sera  connu. 

Or,  on  déduit  successivement 

deféquation  x  -f  -  s==«, 

1*.  en  élevant  au  carré  et  transposant,  x*  H — ^  =  »*  —  a  ; 
a*,  en  multipliant  ces  deux  nouvelles  équations  entre  elles, 
x^+xH l--^=i3  —  aï;     d'où     jr^  +  ^^sas^  —  3^^    . 

Siilisti  tuons  ces  expressions  de  x-j — ,  ^  +  Xi»  *^^"Z3>- 

X  x>  x^ 

dans  Téquation  ci-dessus;  il  vient 

a'  —  3*  +  pi^*  —  2)   +  qz  +  r  =  Oy 
ou  réduisant,    z?  '+^pz>*  +  (^  —  3)z  +  r  —  2/>  s=:  o, 

équation  du  3*  dep;rc,  tandis  que  la  proposée  est  du  6*.  On 
ramènerait  de  ia  même  manière  une  équation  du  4*,  8*,  10*, 
la*....  degré,  à  une  équation  du  2*,  4*j  5*,  6*....  degré. 

Il  nous  reste  encore  à  considérer  les  équations  réciproques  ds: 
degré  impair* 

5oit,  pat  exemple,  l'équation 

x*  +  px^  +  ?^  +  ?**  H-  />x  4-  i  =^  0. 

Il  est  d'abord  évident  que  —  i  est  racine  de  cette  équatron, 
car  si  Von  remplace  x  par  —  1 ,  on  obtient  pour  résultat  de  la 
substitution,  —  l4-/>  —  '/  +  7  — />  +  »»  expression  dont 
tous  lejs  termes  s'entre-détvuisent.  (  Il  en  serait  de  même  pour 
toute  équation  réciproque  de  degré  impair.) 

Il  résulte  de  là  (u*  aSa)  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  x  +  i\eien  effectuant  cette  division,  on  obtient,  d'après. 
la  loi  de  formation  n*-2iS3, 
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5C*  —  1  f   jp»  -f  I 


j?*—  ilx+icso, 


équation  réciproque  àe  degré  pair^  sur  laquelle  on  peut  opérer 
comme  il  a  été  dît  ci  •'dessus. 

Soi.  JV«  B.  Les  racines  d'une  équation  de  degré  impair  sont 
encore  réciproques  deux  à  deux,  toutes  \^%  fois  que  les  coeffi- 
ciens  Ae%  termes ,  pris  à  égale  distance  des  extrêmes  y  sont  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

x* +P-^  +  yj^ —fi''^*  —  P-^  —  ï  =  ©  7 
si  Ton  remplace  x  par  - ,  elle  devient 

iM*~  Wt'  SC^  JC  JC 

ou  cbassant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes, 

a:*  +px^  +  q-^  —  qj^  -^px  —  I  =s  o. 
Donc,  a  étant  une  des  racines  de  cette  équation  ^  -  est  néces- 
sairement une  autre  racine. 

D'ailleurs,  il  est  TÎsîble  que  i  Térifie  l'équation;  et  si  l'on  ef- 
fectue la  division  par  x  —  i  ^  il  vient 

+  />'     +p\     +/>! 

équation  dont  les  coeQiciens  à  égale  distance  des  extrêmes  so^i^ 
égaux  et  de  même  signe. 

Coite  observation  est  de  M.  Rejnaud,  qui  l'a  consignée  dans 
ses  Notes  sur  t Algèbre  de  Uezout  (  page  i53 ,  n**  38 1). 

3o2.  ApplicaLions.  Soil  Téquation  générale  à  deux  termes 
x"*-«  I  =  o  ;  celle  équation  a  évidemment  i  pour  racine;  et 
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en  efiectuant  la  dWisioii  par  x-—  1 1  on.trooTe  (n*  3i)  pour 
quotient  « 

a:«-«  +  X»-*  +  x»-»+. . ,  .+a^+*x  + 1  =  o, 

équation  réciproque  de  degré  pair  ott  Sropaii%  dont  la  résolation 
peut,  an  mojen  des  principes  précédens»  être  ramenée  à  la  ré- 
solution d'une  équation  de  degré  aous-double* 

Soit ,  par  exemple ,  Téquation  o;^  —  i  =s  o  ; 

on  a ,  en  divisant  par  x  —  i , 

X*  +  ^' 4- ^  +  a?  + 1  K=  o , 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

Posons  x  +  -  :s;>z,  d*oti  x^'^zx'^  t=zoi  il  en  résulta 

X 
«•+îl+^.  =  «%     ou     X^+Jjrr:*»  — a. 

Reportant  ces  valeurs  de  x  4"  -  et  de  a:*4"  :r^  ^^ns  Péquation , 

X  X  I 

Ton  obtient  a*— •a-f-*  +  ï  =  o, 

ou  rédttisanti  «•+  s -^  i  =  o ; 

donc  «= ±:-v/S: 

a      a       ' 

d'ailleurs ,  Féquation    s^  -^  «x  -f-^  k  =  o    donne 

dono  en  substituant  à  la  place  de  £  ses  deux  valeurs,  on  a^  toute 
rédoctioo  faite  ^ 
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L'éqaatîon   j?**—  i  =  o,    peut  encore  être  résolue  com- 
plètement par  le  même  moyen. 
En  effet,  on  a 

a:'»—  i=(x5— i)(j:5+0  =  o.. 

On  eqnnatt  déjà  les  racines  de  l'équation  jc^*^  i  trr  ^;  quant 
à  celles  de  Téquation  x^-f"  *  ^=  <>>  comme,  par  l'échange  de  jv 
en  —  Xy  elle  devient  x^  —  i  =  o ,  on  Toit  que  tout  se  réduit 
à  prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  der-i 
niëre  équation. 

§  III.  Théorie  des  fonctions  sjrmétriques. 

Pour  compléter  l'ensemMe  des  matériaux  nécessaires  à  la  ré- 
solution des  équations  d*unt  degré  quelconque,  il  nous  reste  à 
exposer  l'une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  impor- 
tantes dfe  l* Analyse;  c'est  la  théorie  âe»  fànàiiontf  gy métriques. 
'  Le  célèbre  f^agrange  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  ré^ 
soudre  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  pour  l'École  Polytechnique  peuvent,  sans  in- 
convénient, passer  ce  par^igraphe,  que  nous  n'avons  placé  ici 
que  pour  nous  conformer  à  la  marche  que  nous  nous  sommes 
tracée.) 

3o3.  On  appelle /ô/ic/io/i  aymétrUiuê  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  toute  expression  algébrique" qui  renferme  ces  racines^  com- 
binées absolument  de  la  même  maaiire^  soit  entre  elles ^  soit 
avec  df autres  quantités.  Ainsi ,  la  somme  a  -f-  i-f-c-f-...  -f-  »+/ 
des  racines  d'une  équation,  la  somme  ab'\-ac'\'  a(f-4-«..  +  s/  de 
leurs  produits  deux  à  deux,  la  somme  abc  +  abd+.,,.  de  leurs 
produits  trois  à  trois....,  sont  dites  des  fonctions  symétriques. 

Le  caractère  distinctif  d'une  fonction  symétrique  est  f\\jL€lU 
conserve  la  menu  valeur  numérique ^  quelque  permutation  que 
Von  fasse  entre  les  racines. 

Nous  avons  déjà  vu  (n**  267)  que  P,  Q,  R,....  T,U  étan^ 
les  coefBciens  d'une  équation,  on  a  entre  les  racines  et  ses 
coefficiens,  les  relations  a  +  b  -f-c  4* =^  "^  P..... 
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afc  +  oc  +  flrf  +  ...=Q..,. ,  abed.,  .  =  itU;  noos- allon» 
voir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  rationne  He^  de  ces 
mêmes  racines^  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des 
coefficiens  de  réquation. 

3 04.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d^une 
équation.  Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  et  celles 
au  moyen  desquelles  on  peut,  com^ie  nous  le  Terrons,  for- 
mer toutes  les  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  racines,  telles  que  a  -f*  6  -f-  c  -f-  ^"1"  •  •  •  •  • 

a«+i»+c*+rf  + ,  et  en  général,  a»+A"+c"+d*+ , 

I»  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Or  )e  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  îl  est  possible 
d'exprimer  les  sommes  de  leurs  puissances  semblables,  au 
moyen  des  coeffîciens  P,  Q,  R....,  qui  sont  des  quantités 
connues. 

Soit  en  effet  x'»+Px"-'4Qx»-'+ILc"-5 |-Ta?4-U=o, 

Fcquation  proposée,  et  désignons  ses  racines  par  a,  d,  c,  <2.  •  • 
Si  Ton  divise  successivement  le  premier  membre  par  cbacuQ 
des  m  facteurs  du  premier  degt*é,  x  —  a ,  « — i ,  «— c. . . .  ^ 
on  obtiendra  (n*  a5i),  pour  les  différens  quotiens. 


je^-'+a      X»— +a» 

x--»+a» 

x-«+... 

.  -fa— 

+P             +Pa 

+Pa* 

+Pa— • 

-l-Q 

-l-Qa 

+Qa-» 

-fR 

+Ra"-* 
+T... 

xf^'+b      X»— +&* 

x—î+i» 

x--«+... 

.  +i— 

+P              +Pi 

+Pi* 

+  Pi— • 

+Q 

+Q6 

+Q6— * 

+fi 

+  .... 
+T 

et  ainsi  de  suite,  pour  chacun  des  facteurs  x  —  c,  x  -—  ci. .  • . 
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Bfalatenant^  si  Ton  fait  la  somme  de  ces  m  quotiens»  et 
que  l'on  |>ose,  pour  p1u%fle  simplicité ,  a+6  +  c-f-- •  «s^iSi, 

û*4.i»+c»-|-  ....  =S.,  a'  +  Â^ 4./?3+  . . . .  =S^, 

û"^'  +  i*""'  4"  c"*^*  +  ••••==  So»-i  »  on  obtient  évidemoient 
pour  cette  somme» 


+«»P  I  -f  PS, 


+PS. 

+QS, 


+PS.^ 
+JI.T. 


D'un  autre  côté,  Pon  a  vu  (n*  279)  que  Y,  ou  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée,  représente  aussi  Ta 
somme  des  m  quotiens  de  la  division  de  X  par  x-^a,  aé  — fr, 
X— c. ...  ;  or,  on  a  (n*  278) 

Y=/ii*"-'+(ra-i)P*"-+(/»-2)Qx«-3+(»-3)IU--4+..,+T. 

Donc,  en  comparant  terme  k  terme  ces  deux  expressions  iden- 
tiques de  la  somme  des  m  quotiens,  on  obtient  les  relations 

S|+mP=(in.— i)P,  ou  simplifiant,  S,+P=o; 
Sa+PSi+mQ=(m— a)Q,  ou  bien,  Sa+PS.+3Q=o; 
S3+PS.+QSi+wR=(/»— 3)11,  ou  S3+PSa+QS,+3R=ro; 


Sn^t  +  PS««,  +. . ..+mT  «  T^ 

on       S«.,  +  fSm^  4-  QS«^  +•  •  •+  (w-^  I)  T  =  o. 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  S|  en  fonction 
de  P-,  la  seconde  donne  ensuite  S^  en  fonction  de  P,  Q  cl  de  Si; 
ainsi  de  suite  :  enfin ,  la  dernière  fait  connaître  Sm.i  j  au  mujen 
de  P,  Q,  R. .  .T  et  de  S»..,  Sm^. . .  ^  qui  sont  ognscs cosmus, 
d'après  les  relations  précédentes. 
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Poar  éteodre  ces  formules  au  cas  d'une  puiaiance  qiielcx>iique,, 
reprenons  l'équatton  proposée ,  et  remplaçons  x  par  cbacuoe 
des  racines  a^  3,  c^  <£.  • .  ;  on  a  les  égalités 

û"»  +  Pa"-'  +  Qa«-»  + +  Ta  +  U  =s  o, 

A-  +  P6--*  +  Qô""—  +....+  Ti  +  U  =  o, 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a\  &", 

c" ^  et  ajoutant  les  produite  terme  à  terme ,  on  obtient, d'après 

les  notations  convenues, 

Sm-4-«  +  PSm.|^.i  -f-  QSnuHi-.ft  +...•+  TS«^I  +  US,  ^  O. 

Cela  posé,  voici  Tusage  de  cette  formule  t 

Soit    »=o,    d'oi    S,=So=a*'+4«+c^+...«=7ii; 

elle  devient 

5«  +  PS„.i  +  QS.^.  +. . .  +TS,  +  »»U  =  o. 

Cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernièro 
des  formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  fait  ensuite  71=  i ,  a,  3 y  4»  5.  • .  ;  on  trouve 

S„4..  +  PS«  +  QS.«i  +....+  TS.  +  US.  =  o, 
S„,^  +  PS«H..  +  QSn.  +....+  TS3  +  US.  =  o, 
S«^  +  PS,^  +  QS«+,  +....+  TS4  +  US3  =  o, 


Il  est  facile  de  reconnaître  >  d'après  l'inspection  de  ces  for- 
mules, que  les  sommes  des  m  premières  puissances  étant  £(a^ 
mécSf  les  suivantes  forment  (n^  191)  une  série  récurrente 
dont  l'échelle  de  relation  est  la  somme  des  m  coeilicîens 
P,  Q,  R T,  U,  de  la  proposée,  pris  en  signes  con- 
traires. 

La  formule  S«^, +  PSw4.„_i  +  . ..  prut  donner  paiement 
les  sommes  des  puissances  entières  et  négatives.  £n  effet , 
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aoit  d'abord    nsss  —  i  ;     il  en  résulte 

équation  d'oii  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  S.i  en  fonction  de 
Snt.i,  Sm^t»*>  S, 9  Soy  quî  sont  censés  connus. 

Soit  encore  /i=  —  a,  »  =  —  3...;  on  obtiendra  de  nou- 
velles formules,  qui  donneront  S»  en  fonction  de  S^^.^,  Sm— 3... 
So,  S_, ...,  puis  S_3,  en  fonction  de  Sm-4 ,  S„«3...  S_,, 
S^a;  et  ainsi  de  suite. 

G)neluons  de  là  qu'zm^  équation  quelconque  étant  donnée j 
on  peut  toujours j  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes 
de  leurs  puissances  semblables,  le  degré  de  la  puissance  étant 
un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

Soit  y  pour  exemple^  l'équation 

x^  +  j?  —  7x*  —  X  +  6  =  o. 
On  a  pour  cette  équation  particulière, 

P  =  i,    Q=-.7,     T=— I,    U  =  6, 
€6  qui  donn^ 

S.=-.P=— 1, 
S,=:— PS,— 2Q=I  +  l4=S:l5, 
S3=—PS,-QS.—3T=:— 15—7+3=— 19, 
S4=-PS3—QS.-TS.-4U=i94.io5— 1—94=99, 
S5=— PS4-QS3— TS,— US,=— 99— i33+i5-h6=— 211,. 
56=— PS5— QS4— TSa— I3S,=2 1 1  +693— 1 9-90=795 , 


_>>S5— PS,— QS,— TS,      ,Q_, 5-7  +  4      1 
ô-, g g =g, 

_-S.-PS.-QS,-TS^,      -'S+'  +  ^8  +  l     gg 
^—  û  g =  3g. 
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Ces  valenrs  peuvent  être  aisément  vérifiées,  car  l'équation 
a  été  formée  par  la  maltîplication  des  facteurs  x—  i ,  a:+  i 
arrr^a,  x+S,  ce  qui  ^onne  +1,  — i,  4-2,  et  — ^  pour 
}es  quaH'e  racines» 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symé- 
triques. 

3o5.  On  divise  les  fonctions  symétriques  rationnelles -et  eiH 
tières  des  racines  d'une  équation» en  fonctîoas  symétriques  it 
une  lettre^  A  tJeu^  letirea^  à  troU  leUrea^tie, 

Les  fvnçUon^.  sr) métriques .  à   une  lettre,  sont  celles  dont 
chaque  terme  ne  renferme  qu'une  r^pitiej  telle  est  la  fonotitm 
a"  +  6»  + 1". . . ,  que  nous  savons  déjà  (a**  3o4)  exprimer  au 
moyen  des  qoelBciens  de  l'équation. 
'    Les  fonctions  à  deux  lettres,  sont  celles  dont  chaque  terme 

renferme  deux  racines^  telle  e$t  la  fonction •.....*.* 

a'Z»r-+:û"c''4-*W  +  rt*^+ ,  dont  il  est  aisé  de  con- 
cevoir la  formation,,  en  prenant  .tous  left  avrai^gemens  deux 
à  deux  des  m.  racines,  et  affectant  les  deux  lel&re»  de  cbaqcre 
produit^  des  cxposans  respectifs  n  et  />;  d'où  il  auit  que  Je 
nombre  total  des  termes  de  cette  fonoUott  est  (n®  i4q)  égal  i 
m  (/»—  i). 
,   Les, fonctions  à  /rpw  lellreç,  sont  celtes  dont  chaque  termx 

renferme  trois  racines;  telle  est  la  fonction 

û'«Afc»  4Tfl''c''ûf*  -+-  b'^ai'L^  +...-,  que  l'on  ol^tient  eii  formant 
tous  les  arrangemens  trois  à  trois  j^es  m  racines,  et  afiec«* 
tantje^  tmis.lettres  de  chaque  produit,  des  exposans  respectifs 
^9  P9  Ci  ainsi  le  noft>bre  total  des  termes  est  marqué  f>ftv 
m  {m — i)  (/» — :2),  et  ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d]une  fonction  , symétrique  à 
plusieurs  lettres  étant  écrit ,  on ,  peut  obtenir  tous  les  autres 
en  substituant  à  l'arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme^lea  vutiree  arrarigemens  dont  les  m,  lettres  'SÔnt 
susceptibles^  et  conservant  aux- exposans  le- même  ordre,  an 
est  ccmvebu  ,  pour  abréger ,  de  représenter  les-  fonctions  à 
une;  deux,  troisr.  «leiti^ès^de  celte  manière :Tki"^  T^a»*^; 
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T.a'^XT.o^  ;  quant  aux  premiers  membres ^  on  doit  obtenir 
trois  espèces  de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Gir,  ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à 
la  lettre  du  terme  multiplicande ,  affectée  de  l'esposaat  n^ 
auquel  cas  le  produit  portiel  est  un  des  termes  de  la  l'onc- 
tion T.a«+«/?F. 

O24  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la  lettre 
du  terme  multiplicandci  affeclce  de  l'exposant />;  et,  dans  ce 
cas,  le  protlull  partiel  appartient  à  la  fonction  T.û*6^**^. 

Ou  bUii  ^  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  ub 
des  termes  de  la  fonction  T^a^l'^d. 

Donc  enfin,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a 
pour  expression,  T.a"-*-»/»!»  +  T.a^bP^  +  T. a»Z»M, 

Ainsi ,  Pon  a  pour  nouvelle  équation, 

d'où  Ton  déduit 

^T:.cfbPc'ft='r.a^hPxT.a^  —  T.a*-*^bP^T.a*b^^...(Z). 

lut  second  meitibre  de  cette  formule  ne  se  composant  que  de 
fonctions  ^  une  on  à  deux  lettres^  elle  peut  servir  à^évalocr 
t'àûtrï  tes  fonctions  à  trois  leUrea. 

309.  Cas  particuliers,  i^.  Supposons  (c/f>z/x  des  trois  expossns 
égaux,  p'=^qy  par  exemplej  la  formule  (3)  devient,  en  obser- 
vant que  le  premier  membre  se  réduit  ï  2T.a"fr''6^,  puisque  toos 
les  termes  de  la  fonction  générale  T.a'b^c^  sont  «lora  c^vxl 
de^^  à  deuX;  elle  dévient ,  dis-je, 

d'où  l'on  déduit      . 

T.a-iv==T : : -..(4); 

et  cette  noùvdlè  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à 
trou  lettres  ditnt  d^u&.^sposajtts  $eroi^t  égaw» 


^.  SapposoQs les  trois  exposans  égaux,  tfest-i-dîre  nf-L.pi-:y* 
le  premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à  6T.^/*5V"y 
parce  que  tou.s  les  termes  (n*  148). détiennent  éi^aux  «wr  à  six; 
d'ailleurs  T.a*&^  est  alors  égal  à  2T.a"6%  et  les  deux  termes 
TM'-^bf,  T.a«6/"*"«  deviennent  T.a'"t«,  T.a'i*",  fondions  îd^n-- 
tiques)  donc  la  formule  (3)  donne,  dans  ce  cas  particulier, 
6T .  a*b^c'^=  aT .  û^i'X  T .  a»  —  aT .  a*»é»,  et  pw  conséquent , 

T.o-J...  «  T.a-&»XTa»-T.a:-5-    ^  _  ^ ,  l  /  ^ 

On  patvtendraît  &  ce  même  résultat ,  d'âprfes  la  formulé  (^, 
en  observant  que  n:=:p  donne  T-a^î^cP  r=  3T. 0*4*6*,  parce 
que  tous  les  termes  de  T. a^i/'cP  deviennent  égaux  trois  à  trois»     ' 

Potir  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marclie  qui  vient  d*étre  ' 
suivie  pour  évaluer  T*a"i',  T.a"i^c*,  itçstaisé  de  voir  ce 
qu'il  faudrait  faire  pour  l'évaluation  des  fonctions  à  quatre 
lettres,  à  cinq  lettres,  etc. 

3 10.  Nous  avons  déjà  observé  (n*  3o5)  que  toute  fonçUoti 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  éqoalio.n  : 
n'est  que  le  résullat  de  la  réunion,  par  addition  ou  soustraction;,.,, 

des  fonctions  T,û*,  1,a^b^^  T.û"5m ,  nous  sommes  donc 

en  droit  de  conclure  ce  théorème,  qui  est  un  des  pi  us  beaux 
et  des  plus  importans  de  l'Analyse' algébrique  ^  Toute  fonc^. 
tion  symétrique  rationnelle  et  entière  deg  rac,ines  d*une  èqua-^ 
tion  peut,  sans  que  l'on  connaisse  ses  racines, //r«  évaluée  au 
moyen  des  coejficiens  de  Inéquation* 

iV.  B,  Il  en  est  de  même  d'nne  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  fractionnaire;  car,  si  Ton  conçoit  qup  tous  les  termes  , 
soient  réduits  au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  cx- 
pressioriv  fractionnaire,  dont  le  namérûtcur  devr*,  d'aprèi  le 
caractère  distincUf  d'une  foncl^n  syi^é^f i<me  (b°  3o3)  ,  êlre^  . 
ainsi  que  le  dénomiofitcjur,  une  f^çliofi.;S^élriqge  «ation-», 
neiie  et  entière;  dpnc,  fça  évaluaiH^^^ph^çuiie. de  ces  fooc lions 
séparément,  on  obtiendr^a  la  valeur  dç  la  fQBction  proposée. 

3ia.  Applications  de  la  iliéorie  des  fofwtions  symétriques, 

3o 
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Cela  posé  y  si  a,b,c,  d..,»  sont  les  racines  de  la  proposée, 
on  a,  pour  celles  de  Téquation  (x) , 

donc,  d'après  la  composition  connue  des  équations ,  les  coeffî- 
cîens  P*,  Q',  tt'.,..  sont,  au  signe  près,  pour  quelques- uns> 
les  sommes  des  produits  là  i,iàa,  3à  3....  des  quantités 

ia—by,  ia^cy,   (i-0*....; 

c'est-à-dire  que  FoD  a 

_  V=  (a  -  by  +  (a  -  cy  +...., 

Q'»  (a  —  *)•  (a  —  cy+  {a  —  by{b  —  cY+... 
—  R'  =  (a  -T  by  (a  —  cy  (6  —  cy  +..« 

Or,  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  "Symétriques  que 
l'çn  peut  évaluer  au  moyen  des  cocOiciens  P,  Q»  &.•••  de  la 
proposée.  Toutefois,  si  Ton  effectuait  ces  déreloppemens,  les 
diverses  fonctions  que  l'on  obtiendrait  siéraient  des  fonctions  à 
une,  deux,  trois,  etc.^  et  en  général  à  p  lettres,  ea  considé- 
rant le  coeQicient  de  rang  p^  ï  \  et  ces  coeificiens  s'évalue- 
raient avec  beaucoup  de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  exiëU  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P^,  Q',  R'.... 

Les  formules  Si  +  P=  o ,  5»+ PS|  +  siQ  =  o..,. ,  obtenues 
n^  304^  fopt  connaître  S|,  S« ,  Sa.  •  . ...  ea  fonction  de  P> 
Q,  R 

Récipxpj^ement,  fi\  l'on  connaissait  à  priori  les  sommes 
Si ,  Sft ,  S3....  (les  racines  d'une  équation ,  on  pouisralt  calcu- 
ler les  coeiBcicns  P,'  Q,  R...J  d'après  les  mêmes  formules; 
car  elles  donnent 

P-    S   o^n^^-^ps,  p_-S3-Ps>-Qs. 

P-— :^M  Q^ ; --,   R3=^— ^ 5 , 


doRc,  si  nous  pouvions  év$i^luer  les  sommi^  des  puissances  sent- 
blables  des' carrés  des  diffèreitces^  (a  —  A)%  (a— c)*...,  nous  ob- 
tiendrions facilement  les  vfdeurs  de  F,  Q4  H\...^  . 
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Or  en  appelant  S'i,  S'.,  S'3»  S'^....  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  Téquation  (3)^  on  a 

S\=Cû— 6)*+(a— c)»+(i— cO*+. .  .=(1»— OT.a*— aT.ai, 


Explication  de  es  tableau*  Il  est  évident  d'abord,  que  les 
déyeloppemens  de  S^,  S'«y  S'a. .  •  ne  peuvent  se  composer  que 
de  fonctions  symétriques  à  une  ondeux  lettres  au  plus;  quant  à 
la  manière  de  les  obtenir,  on  observera  que  dans  chacun  d'eux, 
a*  ou  a^  ou  a^...  doit  être  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut 
former  de  dilFcrenccs  entre  la  racine  a  et  toutes  lesautres^dont 
le  nombre  est  m-~  i  ;  donc  les  fonctions  T.a%  T.a^^  T.a^,  •  •  • 
ODt  toutes  m-^  I  pour  coefficient.  » 

Les  coelHcIens  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des 
développemens  des  puissances  (a—* A)*,  (a— ^)*,  (a**— ^)^..,, 
depuis  le  second  inclusii^ement  Jusqu'au  coefficient  du  terme  qui 
tient  le  milieu,  aussi  inclusipement.  EnOn,  les  diverses  parties 
sont  alternativement  positives  et  ncgatÎTes,  comme  dans  les 
développemens  de  (a-r"^)%  (fl — ^)*.... 

Le  nombre  des  sommes  S'u  S^«  ;  SV»  qn*îl  est  «éoessaired'é- 
Taluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficîens  P'yQf^  R\...  de  l'équa- 
tion (3);  par  conséquent ,  la  dernière  somme  est  S^^* 

Cela  posé,  Toici  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique, 
pour  évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  Si ,  Sa ,  S3 . . .  • ,  Jusqu'à 
S^nj  ou  Sm(B,_,)  dés  racines  de  la  proposée  (i)  /  puisj  à  taide  des 
formules  des  n°*  3o5et  3o6^  an  évalue  toutes  les  fonctiùitis  T.ab, 
T .  a'b,  T . à'b^ , .  ;  d'où  l'on  conclut  les  valeurs  de  S'„  S'.,  S'3 •  - 
S'ift...,  et  par  suite,  celles  de  F,  Q',  R'....  T*, U'. 

3i3.  Soit  proposé  de  former  l'équation  aux  carrés  des  diffé-^ 
renées  des  racines  de  l'équation  «•  —  ^X  +  7=0, 
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Cette  équation  étant  du  3«  degrés  on  a  m^    "^   ^  =  3; 

ainsi  Fégaation  cbercliéc  est  de  la  forme  «M"P'**+Q'*+ï^'=o; 
G?est4i«dire  qu'il  y  a  trois  coefficiens  à  déterminer,  et  par  con- 
séquent,  trois  sommes  S'i,  S\,  S'a,  à  calculer.  Cela  posé^  on  a 

P  =  o,Q  =  — 7,R=7, 

d'oji  l'on  déduit,  tout  calcul  fait, 

S,=:o,S,=i4,Ss=— 21,84=98,  85=— 245,56=833, 
T.a*=S.=     î4,  T.a«    =S6     =833, 

T.û&=    Q=—  7,  T.a^b  =858.  — S6=— 833, 

T.a4  =    84=     98,  Ï.a46»=:  848.-86=     639, 

T.a3i=_S4=-98,  T.a5ô5=^-^^^-^  =  — 196J 

a  a  *^ 

donc      S',=aT.a*--aT.afc=4*,  • 

S',=aT.ff'— 4T.a3i+6T.a'*«=88a, 
S',=aT.a«-6T.«'é+i5T.tf«6*— aoT.o'é'rsiSeeg; 

ainsi,  à  cause  des  formules 

S'.+P'sso,  S',-hP'S',+aQ'=o,    S's-|-P'S',+Q^S'.-|-3R'=o, 

on  a  rss— S'.=-4a ,  Q'a=-^-i-^  =441 , 

Donc  enfin ,  l'on  obtient 

z^  —  42s*  +  44iz  — 49  =  o, 

pour  l'équation  aux  carrés  cUs  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion   x^— •7r+7=o. 

Nous  engageons  tes  copoimençans  à  traiter  ce  même  exemple 
par  la  méthode  d'élimination ,  afin  de  comparer  les  doua  mé-» 
thodes. 
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3i4«  Cette  méthodei  pour  déterminer  les  coeiBcîens  de  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences^  peut  être  également  em- 
plovée  pour  déterminer  les  coefficieDS  de  Inéquation .  az/« 
sommes  des  racines  prises  deux  à  deux  ^  a^b^a-^c^  6+c..« 
(yoy.  n**3ii). 

Soit  a?  +  Px* + Qjc  -f-  R  =  o ,  Téquat ion  proposée  •,  l'équa- 
tion aux  sommes  a+b,  <^-{'C»  b  +  c,  serait  de  la  forme 
»3+Fz*  +  Q'z+R'=o;  et  en  appelant  S'i,  S'.,  S'3,  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  cette  seconde 
équation,  on  aurait ,  pour  déterminer  S\,  S\ ,  S'3,  les  formules 

S',=(a  +  i)  +(a  +  c)  4-(*  +  0  3=a(a  + 6  +  c)  =28. 
S'.=  (a-+-A)*  +  (a  +  c)«  +  (^+c)*  =  2T  fl*  +  2T,ai, 
S'3—(^a  +  by  +  ^a  +  cf  +  {b+cy=aT.a^  +  ZT.a^b. 

Apiës  aYoir  calculé  les  sommes  Si  >  S»,  Sj  de  la  proposée,  on  en 
déduirait  les  valeurs  de  T.a%T.a6, T.a\  T.a^b,  eequi  ferait 
connaître  S'i ,  S\ ,  S'3 ,  et  Ton  obtiendrait  enfin  P',  Q',  R',  diaprés 
les  formules 

S^+P'=o,  S'a+P'S',+2Q=o,  S'3+FS',^-Q'S^+3R=o. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue ,  pour  former  une  équa- 
tion dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  pro- 
posée, de  la  forme  a^b+kab,  a  +  c  +  kac,..,\  on  aurait, 
Tpour  une  équation  du  m'*"'  degré, 

S',—(a+b+kab)'^{a+c+kac)  +  . . .  .—im—i)S,+tT.aby 
S\=la+b+kaby+. .  .ssC^i— i)T.a*+aT.aft+2X-T.a*i 


Nous  proposerons  les  exercices  sui^ans  : 
Déterminer^  i®.  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  ra- 
cines de  Péquatîon    x^  — ^  Gr  —  7  =  o. 

{lUsultali 9^^  —  36i»  +  324s  +  459  =  0.)       .  ^-    . 


Cet  exemple  a  été  traité  (n*  289)  f»ar  la  méthode  «Pélimî* 
nation. 

2*.  L'équation  des  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  l'éqoa- 
tîon  ^07^ — 3x  +  2==o. 

(^Jiésulial.. ..   «?— 3«— a=o.) 

3**.  L'équation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons,  de  la 
forme  a^6-f*^9    des  racines  de  l'équation 

a:*  +  3x*— 4^  — X2  =  o. 

{^Résultat «î'4-  ioa*+  X7«— 28:1:10.) 

4^.  L'équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à  deux 
des  racines  de  l'équation   a^  —  6x'  "^Sjf  +  ^:zx  +^oz=o. 
(^Résultat ' 

X 

•«—  18*5+  98*4  —96*3—  747»*4.2322JB  —  1944=  O.) 

3i5.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  tliéorie  des  fonc- 
tions symétriques  par  la  démonstration  d'un  très  beau  théorème 
sur  Télimination. 

Ce 'théorème  y  dû  k  Bezont,  consiste  en  ce  que  le  degré  de 
lé^iquATioH  yiNALX ,  qui  résulte  de  l'élimination  de  l'une  des 
inconnues  entre  deux  équations  d^un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues,  ne  peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés 
des  deux  équations  ;  et  il  est  Justement  égal  à  ce  produit, 
lorsque  les  équations  proposées  sont  les  plus  générales  de  leurs 
degrés. 

Ayant  de  développer  cette  démonstration  y  il  est  indispensable 
de  faire  connaître  la  composition  d'une  équation  complète  du 
m^*^*  degré  à  deux  inconnues,  et  la  forme  sous  laquelle  on  peut 
toujours  la  mettre. 

Déjà  nous  avons  donné  (n**  1 16)  la  composition  d'une  équation 
du  second  degré,  et  nous  avons  observé  que  l'on  peut  toujnsrs 
la  ramener  à  Ja  forme  d'une  équation  à  une  seule  inconnae 
Id^'^  +^^  +  ^=^0^    M  étant  une  quantité  toute  connue^ 
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19  un  poljnome  du  premier  degré  en  jj  et  P  un  pol jnome  du 
second  degré. 

£n  général ,  une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  wl*'^* 
degré,  lorsque  le  plus  haut  exposant  do  chaque  inconnue 
étant  I»,  la  somme  des  eiposans  de  ces  deux,  inconnues  dans 
un  même  terme,  ne  surpasse  pas  /».  li  résulte  évidemment  de 
là  que  toute  équation  du  degré  m  peut  être  ramenée  à.  la 
forme 

Ar-+Er— «+C-t-— +  Dx"-^^. . .  .+Tx+U  =  o, 

A  étant  une  quantité  connue^  numérique  ou  algébrique , 
B  un  polynôme  du  i*  degré  en^,  tel  que  ûy+  6, 

C  un  polynôme  du  a*  degré i/y'+i  jr+  c , 

D du3*degréaV+*V+<r+^» 


T du  OT—i""' degré  ^J<"^*4-^J'""^+...: 

U du  ;»""•  degré  //y"*     4A'j"-'+.... 

3i6.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à  deux 
inconnues 

Ax«  +  Ba;'"—  +Cx«—  +•...+  Tx  +  U  =  o, 
AV  4-B  X— *  +  Cx»-»4-  ....  +irx  + 1/=  o ,     . 

1    •                          u  '                      I  M=o, 
que  nous  désignerons,  pour  abroger,  par        K  ^ 

Concerons  en  outre,  quoique  nous  n'en  ayons  pas  encore 
les  moyens ,  que  la  première  équation  soit  résolue  complète- 
ment par  rapport  à X,  et  donne  les  m  valeurs x=  a,  x=sib, 
x  =  c,....  (a,6,c.,..  étant  des  fonctions  de  j") ;  chacune 
de  ces  m  valeurs  dex,  substituée  dans  Téquation  M=o,doit 
la  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  ky,  après  cette 
substltulton. 
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D'unautre  côté|  si  l'on  substitue  ces  myaleurs  successîyenieTit 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  N  =  o,on  obtient  les 
expressions 

A'a»  +  B'a"-'  +... ,  A'6»  +  Wb^-^+... ,  A'c«  +  B'c»"'  +... . 

qui  sont,  en  général,  des  fonctions  irrationnelles  de  y.  Or,  je 
dis  que  toute  valeur,  y=^C,  qui  rend  nulle  l'une  de  ces 
fonctions, est  une  valeur  convenable  (n®  282).  En  effet,  sup- 
posons, par  exemple,  que C  rende  nulle  la  fonction 

A'a*  +  B'a*'"*+. . . . ,  et  désignons  par  x  =  ce ,  ce  que  de- 
vient x=  a,  lorsqu'on  remplace  j^  par  C  dans  a]  le  système 
(x  =  ct,  y2=C)  vérifie  évidemment  M  =  o,  puisqu'on  a 
déjà  vu  que  a:  =  a  la  vérifie,  quel  que  soit  y.  En  second  lieu, 
y  =  C  rendant  nulle  la  fonction  A'a"  +  B'û*'"*  +  ... ,  cpii 
n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N=  o ,  dans  le- 
quel on  a  mis  a  à  la  place  de  a:,  vérifie  N  ^=  o  en  même  temps 
quex=«,  valeur  de  a,  qui  correspond  k  y=C.  On  voit 
donc  que  (j:=0e,  yz=C)  forme  un  système  commun  aux 
deux  équations  M  =  o  et  N=o;  ainsi,  y  i=z  C  est  une 
valeur  convenable. 

Réciproquement,  toute  valeur  convenable  de  y  doit  anéantir 
Vune  des  fonctions  ci^ dessus»  Car,  pour  être  convenable^  il  faut 
qu'elle  satisfasse  aux  deux  équations  en  même  temps  qu'une  cer- 
taine valeur  de  x\  or,  toutes  les  valeurs  de  x  convenables  sont 
comprises  dans  x:^a,  x=:6,  x=c. . . .;  et  dès  que  l'on  fait 
x=sa  ou  X  =  ft ,  ^. .  le  premier  membre  de  N  =  o  retombe  dans 
l'une  des  fonctions  ci 'dessus,  qui  doit  par  conséquent  s'éva- 
nouir par  l'hypothèse  y  =  ^* 

On  peut  conclnre  de  là  que,  si  Von  égale  à  o  le  produit  de 
toutes  ces  fonctions  j  /'équation  qu^on  obtiendra  sera  (sans  aucun 
'  facteur  étranger)  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  des, 
entre  les  deux  équations  proposées. 

Cette  équation  finale  est  donc 

{AV4-  B'a*-+....  4-T'a+U')(A'i»+B'i«-'+....+T'A+U') 
(A'c»+B^c^'+....  4.r«  +U') =  o, . .  .(Y)- 


S^  formation  semble  reposer  sur  la  résolalioa  complète  de 
Téquation  M=o,  par  rapport  à  x\  mais  nous  allons  voir 
qne  cela  n'est  pas  nécessaire ,  et  nous  reconnaîtrons ,  dans 
ce  qui  vient  d*étre  dit,  une  nouvelle  méthode  d'élimination. 

Hemarquons  d'abord  que  l'équation  (Y)  ne  change  pas, 
quelque  permutation  que  Ton  fasse  entre  les  racines  a,  3.^  c.  • .  ; 
ainsi  le  premier  membre  est  (n^  3o3)  une  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  de  l'équation  M  =  0, résolue 
par  rapport  à  x.  Donc  ^e a  vertu  du  théorème  n"*  3io,  ce  pre- 
mier membre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coefficiens  A, 
B,  C .  • .  de  l'équation  M  =  o;  et  il  est  possible  de  former 
l'équation  (Y) ,  sans  qne  l'ou  soit  obligé  de  résoudre  d'abord 
l'équation  M=:  o. 

Cette  méthode  y  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations 
du  second  degré,  devient  très  laborieuse,  lorsqu'on  veut  l'ap- 
pliquer à  des  équations  d'un  degré  plus  élevé.  £lle  a  toute^ 
fois,  sur  la  méthode  exposée  n*  284 ^  et  sur  plusieurs  autres, 
l'avantage  Ac  conduire  toujours  à  la  véritable  équation  finale, 
sans  l'introduction  d'aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème 
9ur  le  degré  de  l'équation  finale» 

317.  Pour  déterminer  le  degré  en  y  de  l'éqoatîon  (Y),  il 
suffit  de  considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or,  chaque 
terme  de  ce  produit  se  forme  de  la  multiplication  d'un  terme 
da  premier  facteur,  par  un  terme  du  second,  par  un  terme 
du  troisième....;  soient  Ka\K.' 6^',  RV^•.. ,  des  termes  pris 
au  hasard  dans  chacun  des  m  facteurs,  le  terme  correspon- 
dant du  produit  sera 

K.r.K" Xû*A*V....; 

d'ailleurs,  le  produit  total'  est  symétrique  en  a,  bj  c... 
donc,  ce  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qni 
entrent  dans  la  composition  de  (T);  et  cette  fonction  partielle 
peut  elle-même  être  représentée  (n®  3oS)  par 
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Il  ftuflSt  donc  de  détennincr  )e  plus  haut  degré  en  y  de 
cette  fonction. 

Si  l'on  66  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
S| ,  Sft,  S3. . . .  (n*  3o4) ,  et  que  l'on  ait  égard  aux  degrés  en  ^ 
des  coefficiens  A^  B,  G ....  de  l'équation  M  =  o  (n^  3i5)  ,  on 
Terra  que  S, ,  S« ,  Ss , . . .  Si ,  sont  du  1  *^  2*^  3*. , .  • ,  et  en  général, 
du  degré  h  en  j.Donc,Sà  X  S^,  X  Sw  • .  est  d'un  degré  marqué 
par  h  +  h'+  A'+*  • .  •  ;  et  d'après  les  formules  du  n"  3o8,  qui 
donnent  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quelconque, 
Ta*4* V*. ...  est  aussi  du  degré  A + A'-f-  A*. , . ,  et  ne  peut  sur^ 
passer  ce  degré. 

D'un  autre  cdté,  soient  t,k'ji\.,*,  les  esposans  de  j'  dans 
les  coefiîciens  K,&.^K'^...;Ia  somme  des  ezposans  du  pro- 
duit K.K^R'. ..•  est  it+it'-|-lf'+. ...  Ainsi,  dans  la  fonc- 
tion K.K'.K,*....xTo*i*'c**..,.,  la  somme  des  exposans  est 
k  +  i&'+  fc'+b . . .  -f-  A  -j-  A'+  A'+«  •  •  •  »  niais ,  d'après  la  com- 
position de  l'équation  N  =  o,  l'on  a  tout  an  plus. 

Donc  enfin ,  1a|fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  an  plus 
d'un  degré  marqué  par  ii-f- n  +  zi -f-...,  ou/nX  i*C.Q.F.D. 
N.  B.  Véquation  aux  différenceB  étant  {j^  a88)  le  résultat 
de  l'élimination  de  x  entre  les  équations 

X  =  o, 

Z  V 

T  •+•  —  u  +-*-»»•+. . .  .  +  w""*=o, 

dont  la  première  est  du  d^é  m  en  x,  et  la  seconde  da  degré 
mr— I  en  xet  tfy  il  s'ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être 
du  degré  wi  (w—  i  )  ;  et  c'est  en  efiet  ce  qui  a  été  reconnu  (n*>  ago). 
Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre 
n»  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d*inconnues.(Fo^., 
pour  sa  démonstration ,  un  Mémoire  de  3/.  Poisson^  XI*  cahier 
du  Journal  de  UÈoole  Pol y  tec /inique ^  page  199O 
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CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  Équations  numériques  à  une  ou 
plusieurs  inconnues. 


Lu  principes  que  noas  avons  établis  dans  lé  chapitre  préeé* 
dent  sept  applicables  à  toutes  les  équations ,  de  quelque  nature 
que  soient  leurs  coeffîcicns,  c'est-à-dire  qu'ils  soient  numériques 
ou  algébriques;  et  ces  principes  doivent  être  regardes  comme 
les  éléniens  des  méthodes  qui  ont  été  employées  pour  résoudre 
les  équations  de  degré  supérieur. 

îïous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus 
jusqu'à  présent  qu*à  la  resolution  des  équations  générales  du 
troisième  et  du  quatrième  degrés.  Les  formules  ^'ils  ont  ob* 
tenues  pour  les  valeurs  des  inconnues  »  sont  si  compliquées  et 
d'un  usage  si  peu  commode,  lorsque  toutefois  on  peut  les  ap- 
pliquer (ce  qui  n'est  pas  toujours  possible  ),  que  l'on  doit 
regarder  le  problème  de  la  résolution  des  équations  algébri- 
ques d'un  degré  quelconque,  comme  plus  curieux  qu'utile. 
Aussi  les  analystes  ont -ils  dirigé  principalement  leurs  re- 
cherches vers  la  résolution  des  équations  numériques^  c'est-à- 
dire  de  celles  qui  proviennent  de  la  traduction  algébrique  d'un 
problème  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers;  et 
iU  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles,  une  èqua," 
lion  numérique  d'un  degré  quelconque  étant  donnée ^  on  peut 
toujours  déterminer  les  racines  qu'elle  renferme. 

C'est  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons 
de  développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

I^  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l'élimination, 
ou  la  résolution  des  équations  numériques  à  plusieurs  inconnues. 
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de  X,  Cette  démonstration  s'appli({ueraît  encore  au  cas  oli  l'on 
aurait    p  =  o  ou  jr  =  o. 

Supposons  enfin  p  positif  ei  q  négatif  ou  égal  a  —  ^'  ;  si  Ton 
fait  x=so  dans  l'équation  y  le  premier  membre  se  réduit  k  son 
dernier  terme ,  qui  est  nécessairement  de  signe  différent  de  ce- 
lui que  donne  y  soitp,  soit  -— «7';  d'oii  l'on  peut  conclure  qu'il 
j  a  une  racine  comprise  entre  o  et  p,on  bien  entre  o  et  —  ^', 
et,  par  conséquent,  entre />  et  —  ^  (n^  63). 

319.  Second  MtNCiPB.  De  ce  que  deux  nombres  substitués 
Ik  la  place  de  x,  dans  une  équation,  donnent  deux  résultats 
de  signes  contraires  ,  on  est  en  droit  de  concttire  qu'ils 
comprennent  au  moin*  une  racine  réelle;  mais  on  ne  peut 
pas  assurer  qu'ils  n^en  comprennent  qu'une  seule  ,  et  ils 
.  peupeni  en  comprendre  un  nombre  impair  quelconque.  Ceci 
résulte  d'une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  démon- 
trer, et  qui  consiste  en  ce  qM>  si  deux  nombres  comprennent 
un  nombre  impair  quelconque  în  +  I  de  racines  réelles,  les 
résultats  de  leur  substitution  à  la  place  de  x  sont  dé  signes 
contraires;  et  s* ils  en  comprennent  un  nombre  pair  quel» 
conque  an ,  les  résultats  {le  leur  substitution  sont  nécessaire- 
ment de  même  signe» 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons 
par  Ofbf  c...  celles  des' racines  de  Téquation  proposée  X  ^=  o, 
que  Ton  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnes />  et  q^ 
de  §ignes  quelconques,  et  par  Y  le  produit  des  facteurs  du 
premier  degré  en  a;, ^correspondant  aux  racines  réelles  non 
comprises  et  aux  raciçes  imaginaires. 

Le  premier  membre  X  de  l'équation  peut  se  mettre  sons  la 

forme  (x  —  û)  (x  —  4)  (r  —  c). .  •  X  T. 

Substituons  maintenant  >  dans  le  produit  précédent  ^  pelq  k  la 
place  de  x\  on  obtient  les  deux  résultats 

(^  — a)  (p  —  ft)  C/7-r)...x  T', 
iq  —  a)  {q  u^  A)  {q  ^  c)...X  Y', 

Y'  et  Y^  désignant  ce  que  devient  Y,  lorsqu'on  y  remplace  X"  par 
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peiq,ce&  deux  quantités  Y' et  Y"  sont  nécessairemêrUdfméme 
signe j  puisque  autremmit,  en  ^rtu  du  premier  principe»  ^===0 
aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre/)  et  7, 
ce  qui  serait  contre  Phypothèse. 

Cela  po«é>  pour  déterminer  pins  facilement  les  signes  des 
deux  résultats  ci-dessus ,  divisons  le  premier  par  le  second  j  on 

u*-     *(/'  —  «)    (/>  —  *)   (;?  — c)....xY' 
^'^^""Vc.^a)    (,~A)    (g-c)....xY-    ^-^-'^^  ^- 

it             .i-       ..iP~-^       n  — 6       p  — c  Y' 

l'on  peut  écrire  ainsi  i- X  ^ — r  X X  . . . .  X^s^i. 

Mais  p  ^  q  comprenant  les  racines  a,byC,  d^.,,  on  a  néoes- 


sairement 

P  ^  a,b,c,d , 

€l 

q^ayb,c,d....\ 

d'oji  l'on 

déduit  p  —  «f/>— *>  p  —  ^.••; 

« 

> 

< 

et 

y  — a,    q  —  hy  q  —  e 

< 

> 

donc,  puisque  p — a  et^— a  sont  de  signes  contraires,  ainsi  que 

p  —  ftety^— &,p  —  c  et^— c....,  les  quotiens  partiels 

p  —  a      p  ^—  h    p  —  c.  .    .  Y' 

^ , T  9 •  •  •  •  «ont  tous  négatifs;  d'ailleurs  ==s 

g — a-     q  —  b     q^^c  o»  y«r 

est  essentiellement  positif,  puisque  Y'  et  Y'  sont  de  même  signe; 

.     .»  ••.P'""«      p  '-'b       P'^c  Y' 

ams.,leprodu,t^X^^x|^^X....  ^,  «r. 

négatif  j  si  les  racines  comprises  a,  b^c,,,.  sont  en  nombre  im- 
pair, et  positif,  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin ,  Us  deux  résultats  {p — a)  (p — by{p — c)....  X  Y' 
et  {q — a)  {q—b)  (^— c) ....  X  Y' ,  seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  peiq 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence,  On  déduit  nécessairement  de  cette  proposi* 

3i 
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tîoQ;  que;  si  deux  nombf^es  aubaùitués  à  la  place  de  li,  dartë 
une  équation^  donnent  deux  résultats^  de  signes  coniraires^ 
ili  comprennent  au  moins  une  racine j  mais  ils  peuvent  aussi 
en  comprendre  un  nombre  imf'air  quelconque  ;  et  s^ils  don^ 
nent  deux  résultais  de  même  signe  ^  ou  ils  ne  comprennent 
pas  de  racines  j  oU  bien  ^  ils  en  comprennent  un  kombrb  fair 
quelconque. 

Limites  des  Racines  réelles  des  équations. 

i%6.  \jes  diyerses  méthodes  de  la  résolution  des  équations  na- 
mériques  oonsîstcnt  généralement  h  substituer  des  nombres  par- 
,  ticullers  dans  la  proposée,  pour  reconnaître  si  ces  nombres  la 
vérifient,  ou  bien,  s'ils  comprennent  des  racines.  Mais  pour  peu 
qu'on  rétléchlsse  sur  la  composition  du  premier  memlire  d*une 
équation,  on  sent  que  /son  premier  terme  étant  positif  et  affecté 
de  la  plus  haute  puissance  de  r,  puisSance  d'autant  plus  grande, 
par  rapport  k  celles  de  degré  inférieur,  que  x  est  plus  consi- 
dérable; on  sent,  dls-je,  qu'il  dpit  exister  des  nombres  au- 
dessus  desquels  toute  substitution  devient  inutile,  parce  que 
ces  nombres  donneraient  des  résultats  constamment  positifs  et 
différens  de  o. 

On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une  équa« 
tion,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  pasi-^ 
tiues  de  cette  équation. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  la  limite  est  susceptible 
d^une  infinité  de  valeurs;  car  des  qu'un  nombre  est  reconnu 
supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre  plus 
grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété;  mais  alors» 
on  doit  se  proposer  de  déterminer  la  limite  la  plus  petite 
possible  :  or,  on  est  certain  d'avoir  une  limite,  dès  que  Ton  a 
obtenu  un  nombre  qfii^  substitué  à  la  place  de  x ,  rend  le 
premier  membre  positif  j  et  qui  est  tel  en  même  temps,  qum 
tout  autre  nombre  plus  grand  donne  aussi  un  résultat  po^ 
sitif. 


-  \ 
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Occupons-nous  doac  de  la  détermination  d'un  nombre  qui 
lOuisse  de  celte  double  propçicté. 

321.  Avant  de  résoudre  cette  question ,  nous  nous  en  propo- 
serons  d'abord  une  plus  simple;  elle  consiste  à  déterminer  un 
nombre  qui^  substitué  à  la  place  de  x  dans  une  équation^  rende 
le  premier  terme  x«  plus  grand,  à  lui  seul,  ^ue  la  somme  arith  - 
MÉTiQUB  de  tous'  les  autres. 

Supposons  ^ue  tous  les  tel-mes  de  l'équation  soient  négatifs,  à 
partir  du  second ,  en  sorte  que  Pon  ait 

il  s'agit  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende 

*"•>  Px«"'  +  Qx-«  +  . . . .  -f-Tx  +  U. 

Désignons  par  k  le  plus  grand  de  tous  les  cœfficiens,  et  rempla- 
çons  ces  cœfficiens  par  celui-là ,  l'inégalité  devient 

il  est  évident  que  tout  nombre  mis  pour  *,  qui  satisfera  a  cette 
nouvelle  condition,  satisfera  à*  plus  forte  raison  à  la  précé- 
dente; car  cette  inégalité  revient,  en  divisant  par  a?"",  à 

Cela  posé,  si  l'on  fait  d'abord  xcs^fr  dans  celle-ci,  le  second 
membre  se  réduit  à  j  ou  i,  plus  une  suite  de  fractions  po- 
sitives 'y  ainsi  le  nombre  k  ne  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

Mais  si  l'on  pose  a;=s*  +  i,on  obtient,  pour  ce  second 
membre,  la  suite  des  fractions 

k         .       h  k  k  h 

qui,  considérée  dans  un  ordre  inverse,  n'est  autre  chose  qu'une 
progression  géométrique  croissante,  dont  le  premier  terme 
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k  .  h 

e»t  77T — \^*  '^  raîaoti  it  +  i ,  ^dt  le  dernier  terme  --^ — ; 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  suite  a  donc  (q^2oi)  pour 
Taleur, 


k+i  —  i 


quantité  éyidemment  plus  petite  que  l'unité. 

Tout  a^tre  nombre  ^  i&  +  i  »  mis  à  la  place  de  x ,  rendrait 

k       k 
la  somme  des  fractions,  -+  -t+  •  •  •  •  >  pl"»  petite. 

JF         OC 

Ainsi  A  +  t  y  ou  U  plus  grand  coefficient  de  l'éqvation, 
augmenté  de  l'unité  j  et  tout  nombre  supérieur  à  L  -f-  f , 
jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme,  x"^  plus 
grande  à  lui  seul  ^  que  la  sonune  arithmétique  de  tous  les 
autres. 

322.  Ldmitt  ordinaire  des  racines  positives.  Le  nombre  que 
l'on  Tient  d'obtenir  peut  être  considéré  comme  une  pi^emière 
limite,  puisque  ce  nombre;  ou  tout  autre  nombre  plus  grande 
rendant  le  premier  terme  supérieur  a  la  somme  'de  tous  les 
autres,  les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  plaoe 
de  X,  doiyent  être  constamment  positifs;  mais  cette  limite  osi 
ordinairement  beaucoup  trop  grande ,  parce  qu'en  général ,  l'é- 
quation renferme  plusieurs  termes  positifs.  Cberchons  donc  une 
limite  qui  puisse  convenir  à  toutes  les  équations. 

Désignons  par  x"""*  la  puissance  de  x  correspondante  au  pre- 
mier terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x",  et  considérons 
le  cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  c'est  le  plus 
commode)  ,  celui  oii  les  termes  sont  négatifs,  à  partir  de 
jc"*"*,  et  affectés  du  plus  grand  dos  coeffîciens  négatifs  qui 
entrent  dans  réquation. 

Soit  S  ce  coefficient  ;  tâcbons  d'abord  de  satisfaire  à  la  con- 
dition 

X"  >  Sx"»--  +  Sx»—-'  +  • . .  +  Sx  +  S, 
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ouy  dmsant  les  deux  membres  de  oettB  in^alité  par  xf^^ 
S  S  S  «L    S    ^  ^ 

■ 
Posons  d'abord  x^sSy  ou  x:=V^S;  oa  tvouTe  pour  le  aeomid 

S 
membre,  -  oa  i ,  plus  une  suite  de  fractions  positives;  mais  si 

n 

l'on  fait  X  =3  V^S  + 1 ,  ou  bien ,  x  s=  S'  + 1  (en  posant»  pour 

plus  de  simplicité,  ^SssS^  d*où  S=S'*),  il  vient,  pour  ce 
second  membre, 

(S'  +  i)»  "'"(S'+i )»•*••"'"■  •  •  •  +  (S'+ 1)"-*  "*"  (S'+i)»^ 

série  qui  n'est  autre  cbose  qu'une  progression  par  qnotient,  dont 

S'" 
le  premier  terme  est  ■  ■         ■  ,  la  raison  S'+i,  et  le  dernier 

^^^^  /c/  I  N«*  ^  somme  de  toutes  ces  fractions  a  donc  pour 
expression  (n®  201), 

ff*  ,  S'» 

(y  4-1)"'^^'^'^  ""  (y  4-  lY  _     s^»-' s'»-^ 

quantité  évidemment  plus  petite  que  i. 

D'ailleurs  tout  nombre  >S'  + 1  ou  l/S+ 1 ,  mis  à  la  place 

S         S 
de  Xj  rendrait  la  somme  des  fractions  — -{-•^'g^jY'  •  «  •  •  •   plw. 

petite»,  puîsqaey  les  numérateurs- reaUnt  les  mêmes,  les  dé- 

nomioateurs  augmenteraient  Donc  |/S  +  >  »  ^  tout  antre 
nombre  plus  grand,  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le 
premier  terme  x"  supérieur  à  la  somme  arithmétique  des 
seuls  termes  qui  soient  négatifs  dans  l'équation,  et  parcons6- 
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qiicnt,  de  donner  pour  le  premier  metubrey  des  rémliaù  eons* 
tammenl  positifs. 

n 

Donc  enfin  9  t^â+  i ,  ou  Vunité  augmentée  de  la  racine  du 
plus  grand  coefficient  négatif  j  racine  (Turi  degré  marqué  par  le 
nombre  des  fermes  qui  précèdent  te  premier  terme  négatifs  est 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 

Soit  n=^i,  auquel  cas  le  premier  terme  négatif  est  le  second 

t 
terme  de  l'équation;  la  limite  devient  V^S+l,  ou  S+i; 
c'est-à-dire  le  plus  grand  coefficient  négatif  augmenté  de  V unité  ; 
c^est  la  limite  la  plus  usilée. 

Soît  »=:a,  auquel  cas  les  deux  premiers  termes  sont  po- 
sitifs, on  le  terme  en  x""*  manque  dans  l'équation  ;  la  limite 

est  alors  ^/S  +  i. 

Soit  »s=  3 \  on  trouve  pour  la  limite^  y  S -^i.** 

.  On  demande,  par  exemple,  la  IF^ùte  supérieure  des  racines 
positives  iies  équations 

r.  t 

■  • 

a:*4-7x^i 2r^49r»+52a>.i3=:o  ;  \/S+ 1=|/49+ 1  =8 , 

•  s 

ar^+lix*— a5r-H57=30;  V^S+iP=V^g7+i=6; 

3x^—207»— iix+4=3o;  |/S+i=y   4-«=*. 

(Ici  le  plus  grand  coefficient  négatif  est  — -  -^ ,   parce  qu'il 

faut  d'abord  diviser  par  le  coefficient  de  a?.  )* 

3^3.  Souvent,  an  moyen  d'une  transformation  exécutée  sor 

m 

l'équationli  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  V^+i* 
Soit,  par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus,  on 

peut  la  mettre  sous  la  forme  jfl  (x— 5)+37x  (x- —  's-H"  39= û- 


I 
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Ofi  il  est  YÎsIble  qu'en  mettant  5  ou  tout  autre  nombre  plus 
grand  pour  x,  on  obtiendrait  un  résultat  constamment  positif  ; 
donc  S  est  une  limite,  tandis  que  l'on  a  trooTé  6^  d'après  la  for* 

De  mémei  la  seconde  équation  rerient  à 

(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme,  le  second  et  le 

s  

truisièmey  etc.);  or,  il  est  évident  que  xss.  |/49>  c'est-à-dire,  4 
ou  tout  autre  nombre'  pins  grand ,  donnerait  un  résultat  positif. 
L'artifice  de  cette  méthode,  qui  ne  peut  s'appliquer  qu'à  certaines 
équations,  consiste  è  décomposer  le  premier  membre  en  plu~ 
sieurs  parités  composées  chacune  de  deux  facteurs  j  dont  le  pre- 
mier soit  un  monôme  positifs  et  îf autre  un  binôme  en  x  dont  le 
second  ternu  soit  numérique  et  négatifs  puis  à  déterminer  x  de 
manière  que  tous  les  facteurs  entre  parenthèses  soient positifi. 

Elle  est  rarement  applicable  k  des  équations  renfermant  pltt-< 
sieurs  termes  consécutifs  affei^és  dn  signe  «— . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l'appliquer  à  une  équatioa telle  que 

a:'  — 5jc^— l3x'-+-  fjx*  —  Cgeao, 

3a4.  Méthode  de  Newton  pour  dJurmin^r  la  l^nite  la  plu» 
petite  possible^  I!ious  ferons  encore  connaître  un  autre  mojen 
de  déterminer  la  limite,  qui  a  l'avantage  de  donner  la  limite  k 
plus  petite  possible  {en  nombres  entiers). 

Soit  X^o  l'équation  proposée;  si  l'on  fait  dans  cette  équa*» 
tion,  xssx'H-  ^i  ^'  étant  une  i ndéter minée j on  obtient (n® 278) 

la  transformée  X'  +  T'tf +  r  **'+•  •  •4'»'"=*o.  (On  connaît 

d'ailleurs  la  loi  de  formation  des  coefBciens  X',  Y', —.•.).. 

Cela  posé,  concevons  que,  par  des  essais  successifs,  on  soit 
parvenu  à  déterminer  pour  x'  un  nombre  qui,  sabsiitué  dans. 
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X.\  Y',  —  •  >  •  9  rende  tous  ces  coefilciens  positifs  à  la  fois^  je  dis 

que  ce  nombre  est  êupirieur  à  lapluègmade  racine poêiUim  de 
l^ équation  lLz:=.o. 

loi  effet,  les  coeffîciens  de  la  transformée  étant  tous  positifs^ 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation;  ainst  les 
valeurs  réelles  de  u  doÎTent  être  toutes  négatives;  mais  de  l'é- 
quation a:=j/  +  ii,  on  tire  u=a:— x';  et  p<^ur  queles  valeurs 
de  u  correspondantes  i  chaque  valeur  de  x  et  à  la  valeur  de  x' 
( déjà  déterminée)  y  soient  n^atives,  il  fieiut  absolnoient  que  la 
plus  grande  valeur  positive  de  x  soit  moindre  que  la  valeur 
de  x';  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode: 

Soi^  l'équation    x^  —  5x^  —  6x*  —  igr  +  7  =  o. 

Comme  x'  est  un  signe  indéterminé^  on  peut  conserver  la  lettre 
^  dans  la  formation  des  polynômes  dérivés,  et  l'on  a 

T  c;  4*^  —  i5x*  —  lax   —  i9> 
-  =  6x*  —  i5x   —  6, 

o  =  ^  -  ^ 

ijû  question  ^t,  comme  on  vient  de  le  voir ,  ramenée  à  trouver 
pour  X  un  nombre  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous  ces 
'poljnomes  positif. 

Commençons  par  le  poijnome  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  a  ou  toul  autre  nombre  ^  %,  le  rend  positif. 

a,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degrés  donne  un 
résultat  négatif;  mais  3  ou  tout  nombre  >>  3  /donne  un  résultat 
positif. 

3  et  4  9  substitués  dans  le  polynôme  du  trpbième  degré ,  don- 
nent un  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  résultat  positif ,  et  il 
en  serait  de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5,  substitué  dans  X,  donne  un  résultai  négatif  et  il 
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en  est  de  même  de  6;  car  les  trois  premiers  termes  •  •  •  ; 

x^ — Sjc*— 6x^  reTiennent  à  je^(^x — 5) — 6x*,  expression  qui 
se  réduit  à  o^dèsqoe  Ion  fait x sa 6^ mais  x=:  7  donne  évi- 
demment un  résultat  positif* 

.  Donc  7  est  une  limiU  supérieure  des  racines  positiçes  de  la 
proposée;  c'est  d'à  illeurs ,  en  7«orabres^  entiers ,  la  limite  la  plus 
petite ,  puisqu'on  vient  d6k4»bnnaitre  que  6donnait  un  résultat 
négatif  ;  d'où  il  suit  (n®  3]8) ,  qu'il  j  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  6  et  7« 

£n  appliquant  la  méthode  â  l'équation 

a:*— 3r* — 81:^— iSr' +4^—39=  o, 

on  trouverait  6  pour  la  limite  supérieure. 

On  obtiendrait  de  même  7  pour  la  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  x* — 5x*—  i3jc*  -f- 1 7x*— 69  =  o^ 

N.  B,  Cette  méthode  n'est  guère  d'usage  que  dans  la  recherche 
(les  racines  incoràmensurables. 

325.  Il  nous  rçate  maintenant  k  déterminer  la  limUe  supé- 
rieure  des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines 
soit  positives ,  soit  négatives*  .  «     - 

Dorénavant ,  nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limité  supé- 
rieure des  racines  positives  d'une  équation,  de  quelque  manière 
qu  on  l'ait  pbtenue. 

j''.  Si  dans  l'équation.Xss  o, on  fait  x.= — j^ ,  ce  qui  donne 
la  transformée  Y ^Oyil  est  clair  que  les  racines  positives  de 
cette  nouvelle  équation ,  étant  prises  avec  le  signe  — ,  donneront 
les  racines  négatives  de  la  proposée;  donc  en  déterminant ^  par 
les  moyens  connus,  la  limite  supérieure  L'des  racines  positive». 
de  la  transformée ,  on  aura  -:-  U  pour  la  limite  supérieure  (nu- 
mériquement) des  racines  négaùipes  de  la  proposée. 

2^  Si  dans  Péquation  X=  o  ,  on  fait  x=  - ,   ce  qui   donne 

une  transformée  Y=  o  (  que  Von  forme  en  renversant  l'ordre 
des  termes  de  la  proposée  et  dii^isant  tous  les  termes  par  le 
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dernier^ j  \\  résulte  de  la  relation  xs  -,  qu'aux  plus  granJes 

\aleur8  positiyes  de  y  correspondent  les  plus  petites  de  x\  donc, 
en  désignant  par  L'  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de 

la  transformée ,  on  aura  -=-»  pour  la  litniie  inférieure  des  racines 

positives  de  la  proposée. 

3®.  EnGu;  si  dans  la  proposée,  on  remplace  x  par ,  et 

qu'on  cherche  la  limite  supérieure  L*  des  racines  positives  de  la 

transformée  Y  :=  o ,  —  n  sera  la  limite  inférieure  (  uuroéri- 

'  quement)  des  racines  négatives  de  la  proposée, 

326.  Nous  terminerons  la  théorie  des  limites  par  quelques 
obseryations  utiles  dans  la  recherche  de  ces  limites. 

Premièrement^  toute  équation  qui  n*a  que  des  permanences 
de  signe j  c'est-li-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs j  ne  peut 
afoir  pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs;  cat  tout 
nombre  positif  mis  à  la  place  de  x  rendrait  le  premier  membre 
essentiellement  positif. 

En  second  lieu^  toute  équation  con^léte,  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négalifs ,  c'est-à-dire  qui  n'a  que  des 
variations  de  signe^  ne  peut  auoirpour  racines  réelles  que  des 
nombres  positifs;  car  il  est  aisé  de  reconnaître  que  tout  nombre 
négatif  mis  à  la  place  de  x  dans  la  proposée , rend  tous  les  termes 
positifs,  8*1  Péquation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  néga- 
tifs ,  si  l'équation  est  de  degré  impair.  Donc,  dans  aucun  cas,  la 
somme  des  termes  ne  peut  devenir  nulle. 

11  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète,  telle  que,  si 
Pon  change  x  */»  •—  y^  il  en  résulte  une  transformée  qui  h'ts  que 
des  permanences. 


Conséquences  déduites  des  principes  pt^cédens. 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques,  et  ceux  que  nous  venons  d'établir  sur  les  limites,  ont 
conduit  les  géomètres  h  des  conséquen4b  très  importantes. 

327.  Piemiàre  conséquence.  Toute  équation  de  degré  impair 
dont  les  coefficiens  sont  réels,  a  au  moimrune  racine  réelle  de 
signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

En  effets  soit x"  +  Pa:'"""'+-... 4- Tx±:U  =  o,  Téquation 
proposée  ;  et  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  tepme  est 
négatif, 

Si  l'on  fait  x  =  o  dans  l'équation  y  le  premier  membre  se  ré- 
duit à— *U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de  x, 
K  +.1 ,  ou  (n^  321)  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation ,  aug- 
menté de  l'unité  ;  comme ,  par  cette  substitution  y  le  premier 
terme  x*,  est  k  lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique 
de.  tous  les  ai^es  termes ,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution est  positif;  donc,  en  vertu  du  principe  (n®  3i8) ,  il  y  a 
au  moins  une  racine  comprise  entre  o  etK^^i,  laquelle  racine 
est  positive  I  et  par  cooséquient  de]signe  contraire  au  dernier 
terme.  • 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif. 

En  faisant  toujours  x=0|  on  trouve  pour  résultat +  U; 
mais  en  mettant  pour  x,  -—  CK  -{*  1)  «  on  obtiendra  un  résultat 
jiécessair^jnenl  négatif,  puisque  le  premier  terme  x"*  devient 
négatif  par  cette  substitution,  et  donne  son  signe  il  toute  l'ex- 
pression î  donc  l'équation  a  au  moins  une  racine  comprise  entre 
o  ^^  —  (K+  1),  o'est  à*dire  négative  ou  de  signe  contraire  au 
dernier  terme.  ^ 

Seconde  conséquence»  Toute  équation  de  degré  pair,  à  cœffi- 
ciens  réels ,  dont  le  dernier  ternu  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles,  f  une  positive  etT*  autre  négative. 

En  efiety  soit—- U  sou  dernier  termes  en  faisant x=o,  on 
trouve  pour  résultat  — U.  Substituons  ensuite ,  soit  K-f-i, 
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soit  -»  (  K  +  i)  >  K.  étant  toujours  (n^  32 1)  le  plus  grand  coef- 
ficient de  l'équation  :  comme  m  est  pair,  le  premier  terme  x" 
restera  positif;  d'ailleurs  il  deyient  pins  grand ,  par  ces  substi- 
tutions,  que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats 
des  deux  substitutions  sont  l'un  et  l'autre /70«^/£^^  ou  de  signe 
contraire  à  celui  qu^onne  l'hypothèse  xa=o;  ainsi  Péqna- 
tvon  a  au  moins  deux  racines  réelles^  l'une  comprise  entre  o  et 
K  +  I  fOupositii^ej  et  Tautre  comprise  entre  o  et  —  (K  -4- 1), ou 
négaUi^e. 

JV.  B.  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toule  équation  de 
degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est 
aisé  de  former  des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  ima- 
ginaires; il  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  entre  eux  plu- 
sieurs trinômes  du  second  degi^  qui,  égalés  séparément  à  o^ 
ne  donneraient  que  des  racines  imaginaires;  il  est  dairque 
l'équation  ainsi  formée  tif aurait  elié^méme  que  dee  racines 
imaginaires . 

Remarque  sur  les  deux  conséquences  précédentes.  En  rappro- 
chant ces  conséquences  y  de  la  pt*oposition  (n^  aSo)  que  toute 
équation  a  au  moins  une  racine ,  on  voit  que  cette  proposition 
liypothétique  se  trouve  maintenant  démontrée  pour  la  plupart 
des  équations;  d'ailleurs;  lesdémonstrationa  des  conséquences 
ci-dessus  sont  fondées  sur  le  principe  du  n°  3i8  et  sur  celui  du 
n®32i,  qui  sont  toutà-fait  indépendans  dé  la  théorie  établie 
dans  le  septième  chapitre. 

3a8.  Troisième  conséquence.  Èiune  ^jjrz^a/to/ï^  dont  les  coeffi- 
ciens  sont  réels,  renferme  des  ratines  imaginaires ^  ùês  racines 
ne  peuvent  être  qu*en  nombre  pair. 

£n  effet ,  concevons  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles;  le  polynôme  quotient  que  l'on  obtiendra,  aura 
ses  coefficiens  réels  (d'à  près  la  loi  de  formation  n*  a53)  ;  de  plus, 
il  doit  être  de  degré  pair;  car,  s'il  était  de  degré  impair,  on  l'é- 
galerait a  zéro,  et  l'équation  résultante  aurait  encore  (n**  32 7) 
4^n  moins  une  racine  réelle,  ce  qui  serait  contre  la  nature  de 
cette  équation 
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Memarque,  Le  poljnome  quotieut  dont  nous  venotis  de 
parler ,  jouit  d'ailleurs  d'une  propriété  caractéristique  ^  c'eét- 
à-dire  appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  n'ont 
que  des. racines  imaginaires,  c'est  de  rester  constamment  po- 
sitif j  quelque  valeur  réelle  que  l'on  y  mette  à  la  place  de  x. 

En  effet,  s'il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif,  en  substituant  pour  jr ,  K  -|-  i  ou  le 
plus  grand  coefficient  augmenté  de  l'unité,  il  s'ensuivrait  que 
ce  poljnome  égalé  à  xéro,  aurait  au  moins  une  racine  réelle 
comprise  entre  K  +  i  ^t  le  nombre  qui  aurait  donné  un  ré- 
sultat négatif. 

Il  suit  encore  de  li ,  que  le  dernier  terme  de  ce  poljnome 
doit  être  positifs  puisque  autrement ,  a;=o  donnerait  un  résultat 
négatif., 

Nous  démontrerons,  dans  le  neuvième  chapitre,  que  non- 
seulement  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  dans 
toute  équation ,  mais  encore  qu^ elles  s*y  trouvent  par  couples j 
et  qu*elles  sont  de  la  forme  a±:bV/— i,  c'est-- à-dire  de 
la  form^  des  racines  imaginaires  d'une  équation  du  second 
degré. 

329.  Quatrième  conséquence.  Toutes  les  fois  que  le  dernier 
terfne  d'une  équation  est  positif  le  nombre  des  racines  réelles 
positives  de  V équation  est  pair  ;  et  toutes  les  fois  qu'il  est 
négatif  le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit  +  U, 
ou  positif,  G>mme  en  faisant  x=ro,  on  a  pour  résultat  +  U, 
et  qu'en  faisant  a;=K  +  i,  on  a  aussi  un  résultat  positif, 
il  s'ensuit  que  o  etK+i  donnent  deux  résultats  de  même 
signe,  et  par  conséquent  (n^  3ig),  que  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  qu'ils  comprennent  est  nul  ou  un  nombre  pair 
quelconque. 

Si ,  au  contraire,  le  dernier  terme  est  — U,  alors  o  et  K-J-  » 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires  et  comprennent 
par  conséquent  une  seule  racine  ou  un  nombre  impair  quet^ 
conque  de  racines  réelles. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 
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33o.  RioLS  mes  signes  bb  Descartiss*  Votcl  une  r^le  qat 
fait  connaître  le  plus  grand  ncmbre  4ê  racines  positivée  et  le 
plus  grand 'nombre  de  racines  négatives  qu'une  équation  numé- 
rique peut  renfermer  : 

Une  équation  d'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  positives  que  de  vahiations  de  signes  ^  ni  un  nombre 
de  racines  négatit^es  plus  grand  que  celui  des  fermamj^css. 

La  proposition  serait  évidemment  démontrée  |  si  l'on  pou- 
vait faire  voir  que  la  multiplication  du  premier  membre  d'une 
équation  par  un  facteur  X'^a,  correspondant  à  une  racine 
positive j  introduit  au  moiks  ukb  variation  de  plus,  et  que 
la  inultîpHcation  par  un  iactêur  x-^a,  introduit  au  mdiks 

UNE  PERMANENCE  dc  pluS. 

Soit  donc  l'équation  « 

a:"dbiuir"-'±:B*"»-*d=C*'"-3± ±T«it  U=o, 

dans  laquelle  les  signes  se  succèdent  d'une  manière  quelconque; 
on  a  ;  en  multipliant  par  x — a, 

—a  I       z^Aa  I  rpBa  I  z^Ta  l  rpUa. 

Les  coeflkiens  qui,  dans  ce  produit,  forment  la  première 
ligne  horizontale,  sont  ceux  de  la  proposée,  pris  avec  le 
même  signe;  et  lescoefficiens  de  la  seconde  ligne  sont  formés 
de  ceux  de  la  première,  multipliés  par  a ,  mais  pris  avec  un 
signe  contraire  et  avancés  d'un  rang  vers  la  droite. 

Cela  posé,  tant  que  chaque  coeOBcient  de  la  ligne  supé- 
rieure sera  plus  grand  que  celui  qui  lui  correspond  dans  la 
ligne  inférieure ,  il  déterminera  le  signe  du  coefficient  total  ; 
ainsi,  dans  ce  cas^  il  y  aura  ,  depuis  le  premier  terme  jusqu'à 
l'avant^dcrnier  inclusi\^ment ,  les  mêmes  variations  et  les 
mêmes  permanences  que  dans  la  proposée  ;  mais  le  dernier 
terme  zp  Va  ayant  un  signe  contraire  à  celui  du  coefficient 
supérieur  de  Tavant-dernier,  il  existera  nécessairement,  au 
produit,  une  nouvelle  variation  que  la  proposée  n'avait  pas. 
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SI  un  coefficient  inférieur  est  de  signe  contraire  à  son  cor- 
respondant sujïérîeur,  et  est  plus  grand  que  lui,  il  y  a  néces- 
sairement une  permanence  qui  se  change  en  une  variation; 
car  le  signe  du  terme  dans  lequel  cela  arrive,  étant  le  même 
que  celui  du  coefficient  inférieur,  est  contraire  au  signe  du 
terme  précédent,  qu'on  a  supposé  le  même  que  celui  de  son 
coefficient  supérieur.  On  voit  donc  que,  chaque  fois  qu'on 
descend  de  la  ligne  supérieure  dans  la  ligne  inférieure,  pour 
déterminer  le  signe,  il  y  a  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas 
dans  la  proposée ^  et  si,  aprës  oc  passage,  on  reste  toujours 
dans  la  ligne  inférieure,  on  retrouve  les  mêmes  yariations  et 
les  mêmes  permanences  que  dans  la  proposée,  puisque  les 
coefficiens  de  cette  ligne  sont  tous  de  signes  contraires  k  ceux 
des  coefficiens  primitifs.  Quand  on  remonte  de  la  ligne  infé- 
rieure à  la  ligne  supérieure ,  il  peut  en  résulter  indifféremment 
une  yariation  ou  une  permanence.  Or,  en  supposant  même  que 
ce  passage  produisît  dans  tous  les  cas  une  permanence ,  comme 
le  dernier  terme :7:Ua^ fait  partie  de  la  seconde  ligne,  il  faudrait 
toujours  reyenir  une  fois  de  plus  dans  cette  ligne  que  dans  lu 
première.  Donc  la  nouyelle  équation  doit  avoir  au  moins  une 
variation  de  plus  que  la  proposée  ;  et  il  en  serait  de  même  à 
chaque  rsCbine  positive  qu'on  introduirait. 

On  démontrerait  d'une  manière  absolument  analogue,  que 
la  multiplication  par  un  fadeur  x+a,  correspondant  à  une 
racine  négative,  introduirait  au  moins  une  permanence  déplus. 
Donc,  dans  toute  équation,  le  nombre  des  racines  positives  ne 
saurais  surpassser  celui  des  tariations  de  signe  et  le  nombre  des 
racines  négatives^  celui  des  pbrmanskcss. 

33 1 .  CoNsiQirENCE.  Toutes  les  fois  qu'une  équation  n'a  que  des 
racines  réelles,  le  nombredes  racines  positives  est  égal aunombre 
total  des  variations j  et  le  nombre  des  racines  négatives  au  nombre 
total  des  permanences. 

En  effet ,  soient  m  le  degré  de  l'équation ,  n  le  nombre  des  ya- 
rîa tiens  de  signe  qu'elle  renferme,/»  le  nombre  des  permanences  ; 
on  a  néoessaireraent  msszn^^p.  Soient  d'ailleurs»'  le  nombre 
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des  racines  pasîtîves>  et  p'  le  nombre  des  raoîoies  n^attves;  on 
a  encore  m=:n  +  p'  ;  d'oii  l'on  déduit 

Or,  on  vient  de  voir  que  n  ne  peut  être  ^  /i,  et  />'  ne  peut 
être  >p;  donc  11  faut  que  l*on  ait   n's^n^    e\.  p'^szp, 

332.  Remarque.  Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes,  on  p^ut  souvent ,  au  mojen  de  la  règle  précédente ,  re- 
connaitre  la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

X^  -^pX  +  ^  :i=  O  , 

peiç  étant  essentiellement  positifs;  rétablissons  le  terme  qui 
manque ,  en  l'affectant  du  coefficient  ±:  o  ;  il  vient 

a^±i  o.x*+/>r-J-y  =  o. 

En  n'ayant  ^ard  qu'aux  signes  supérieurs»  on  nevoit  que  des 
permanences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  varia* 
tiens.  Cela  prouve  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires^  car 
si  elles  étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  eii  vertu  du  signe 
supérieur,  qu'elles  fussent  toutes  trob  négatives,  et,  en  vertu 
du  signe  inférieur,  qu'il  y  en  eût  deux  positives  et  une  négative, 
résultais  contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équalion  est  de  la  forme 
x^— joa;  +^  =  oj 
car  rétablissons  le  terme  di  o.x*;  il  vient 
jir^dz  0.3:'— /jx  +  s^, 
équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations ,  soit 
que  l'on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  qub  Ton  prenne  le  signe 
inférieur.  Ainsi,  cette  équation  peut  avoir  ses  trots  racines 
réelles,  savoir,  deux  positives  et  une  négative  j  ou  bien ,  elle  a 
deux  racines  imaginaires  et  une  négative ,  puisque  son  dernier 
terme  est  positif  (n^  Sag).  (*) 

(*)  M.  Bndanc  de  Boîdann:nt,  dans  la  dernière  édition  de  ma  ouTnçe 
iniitnW ,  JVtu^'elU  méthode  pour  la  résolutû^  des  équations  numériques^ 
«lablît  pIiiBÎuiirt  tlicorèmes  faisant  suite  k  la  règle  de  Descartes ,  et  ^nî  «o«i 


vérpoBB  .DIS  m^mna  eamMMSfHnLàaua,  ^n 

BttMOQs  achieUement  à  rtiOLpontion  desdimrM  méthode»  de 
la  réflolutî<Hi  des  équations  ntuDériques. 

S  IL  Recherche  des  Racines  commensurables  des 
équations  numériques. 

333.  Les  ranimes  réelles  commensurables  dolyeikt  être  l'objet 
des  premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entière»  ou 
fractionnaireè. 

Observons  d'abord  que  iouu  équation  dont  le  premier  terme 
a  pour  eoeffieUrU  t unité,  et  dont  tous  les  autres  coefficiens  sont 
clés  nombres  entiers,  ne  peut  apoirpour  rttcinescommsnèurabtes 
que  des  nombres  entiers. 

En  effet ,  soit  Féquation 

dans  laquelle  P,  Q. . . .  T,  U,  aont  des  nombres  eniier;i^  et  sup- 
posons qu'elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire 

eouimensurable  tel  que  p  il  vient,  par  la  substitution, 

d'où,  multipliant  toute  l'équation  par  i"»""'  et  transposant, 

y  sa— P«"^«  —  Qa»-*&  — —  Tflô«-*  —  Ui"*-'; 

mais  le  second  membre  de  cette  égalité  se  compose  d'une  suite 
de  nombres  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  est  essen- 
tiellement fractionnaire ,  car  a  et  &  pouvant  toujours  être  sup- 
posés premiers  entre  euiL,  il  en  est  de  même  (  Arith. ,  n^  i34  ) 
de  a"*  et  i;  donc  cette  égalité  ne  saurait  exister. 

Ainsi,  il  est  impossible  qu'aucun  nonibi'e  fractionnaire  com- 
mensurable  satisfasse  à  l'équation.  Or ,  on  a  vu  (  n^  a8o  ) 

propres  ^  faire  rcconoattrc  Tabsence  de  racines  réelles  dans  nne  vquàûoa 
donnée. 

3a 
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oonuMBiy  éfttaft  donnée  uns  éfoaiûm  daiit  let  ooeffioent  sont 
rationnelfty  mais  fnctionuires^  on  peni  la  trattafermer  en  une 
autte  dont  les  coefficiens  soient  entiers,  son  premier  terme 
conservant  d'ailleurs  Funité  pour  coefficient.  Donc  la  ré- 
chercJte  des  racines  commensurables  (entières  ou  fraction- 
naires )  d*une  équation  j  peut  toujours  être  ramenée  à  une 
simple  recherche  dé  racines  entières. 

334-  Cela  posé»  reprenons  l'équation  générale 

a?»+Px*—  + +Rx*  +  Sa?*  +  Tx+U=:o. 

(  Pour  l'exposition  d^  la  méthode ,  il  faut  nécessairement  écrire 
les  quatre  ou  cinq  derniers  termes.  ) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier ,  positif  ott  négatif ,  qui  doit 
vérifier  l'équation ,  et  cherclions  à  quelles  conditions  il  doit  sa- 
tisfaire pour  être  reconnu  racine. 

Si  a  est  racine ,  on  doit  avoir  Fégalîté  / 

o»  4. Pa*-» +..-.+ R«^  +  Sa»+Ta-(-U=o.. ..  (I); 

ainsi,  eft  remplaçant  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  on 
n^atifsy  depuis  1  et. —  i  jusqu'aux  limites  +  L  et — 1/  (n?  3^5) 
des  racines  positives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  F^a- 
lité  ci-dessus  seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  com- 
bien ces  essais  seraient  longs  et  pénibles;  on  a  donc  cfaerdié 
à  déduire  de  l'égalité  (i),  qui  est  une  condition  nécessaire  et 
suffisante  j  d'autres  conditions  équivalentes  et  plus  simples  à 
vérifier. 

Transposons  tons  les  termes,  excepté  le  dernier,  et  divisons 
par  a  ;  l'égalité  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 

-=«  — a"-»  — Pa*^  — ....~Ra«— Sa  — T.,..  (a); 

or ,  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  nn  nondirc 
entier;  donc  il  faut  que  -^  soit  nn  nombre  entier;  ainsi,  dé|à 

les  moitiés  entières  de  l'équation  sont  comprises  parmi  les  divi^ 
seurs  du  dernier  terme. 


TrraëfOMM  adaflUcoimt  daiiâ  Ptigriilé  (»)  h  lirttt^T, 
et  dÎTiMms  par  a  ;  il  vient  »  en  poMttt  fioiir  pin»  de  MMplieilé  ^ 

r 

~s=s— a»— •— Pa*-»....  — Kd— s....    (3>j 

le  second  mendire  de  l'égalité  (3)  est  nn  nombrt  entier^  imte 

T'                                   •               U 
il  fautque-- ,  ou  le qttotiêni  de  ta  dwiêion  de i-TparàjMoit 

un  nombre  eniier. 
Transposons  de  nouveau  le  ternie  ^  S>  et  divisons  par  a; 

T' 

il  vient ,  en  posant \-S:sxS' 

^= -««-»-?«--<_ -R,...    (4), 

le  seoend  memlNre  de  cette  ^lité  est  un  nombre  entier:  donc 

il  âint  que  —,onie  quotient  de  la  dwieion  A  —  -|-  S  par  s,  eoU 

wuh  nombre  entier. 

En  oontînuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre 
tous  les  termes  du  second^ on  parviendra,  après  la  m*«-»  ^'^ 

(Y 
transformation ,  k  une  éj^lité  de  la  forme  —  ==  •—  a — P. 

a 

Transposant  enfin  le  terme  *—  P,  divisant  par  a^ 

et  posant ^«fPss^F. 

a 

^  I^  . 

on  trouve  —sa— i,     ou     —  4*<^o- 

a  c 

Cette  égalité  y  qui  n'est  d'ailleurs  quHme  transfbmée  de 
l'égalité  (i),  est  la  dernière  condition  à  laquelle  U  faut 
et  U  euffit  que  le  nombre  entier  a  satisfiMie  pour  être  reconnu 
racine. 

En  rapprochant  les  ocmditions  précédentes ,  on  peutoondure 

32.. 
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q«e-^oiir  qu'un  nombre  entier  o^  positif  on  négatif,  soit  racine 

ile  Véquabîon  proposée,  it  fant 

Que  le  qitciient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entiers 

Qo*en  ajoutant  à  oe  quotient  le  coefficient  de  x*  (  pris 
avec  son  signe),  le  quotient  de  cette  somme  dipieée  par  a 
soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  nouTean  quotient  le  coe£Eictent  Atx^y  le 
qaXftiefU  de  cette  naturelle  somme  par  a  soit  entier;  et  ainsi  de 
suite;  '. 

Qu'enfin ,  si  l'on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  Pé« 
quation,  ou  de  x^'^^y  au  quotient  précédent  >  le  quotient  de  ia 
nom^êUe  somme  âU^isée  par  a ,  soit  entier  et  égal  d  —  i  ;  ou  bien 
encore ,  que  le  résultat  de  l'addition  de  l^unité  ou  du  coefficient 
de  i."*  au  quotient  précédent^  soit  égal  à  o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à  ces  épreuves  réunies  sera  racine, 
et  ceux  qui  n'y  satisferont  pas  devront  être  rejetés. 

Afin  de  déterminer  à  la  ibis  toutes  les  racines  enttèros  d'une 
équation >  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre. 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diçiseurà  du  dernier  terme 
(Âritb. ,  n"*  iifi)j  on  écrit  sur  une  même  ligne  horUtontalej  et 
tant.aPee  h  signe  •)"  qu'avec  le  signe  ^^^  les  diviseurs  com^ 
plie  entre  les  limites  +  h  et  ^^  V  ;  puisj  aurdeeeaus  de  ces 
diviseurs  j  on  écrit  les  que  tiens  du  dernier  terme  par  chacun 
d'eux. 

On  ajoute  ensuite  à  chaçi^n  des  quotiene  le  coefficient  dei}j 
ce  qui  donne  des  sommes  que  l'on  place  au-dessous  des  quotiens 
qui  leur  correspondent;  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par 
c/iacun  des  diviseurs  j  ce  qui  donne  des  quotiens  que  l'on  éait 
(ut^dessous  des  sommes  correspondantes  (  on  a  le  soin  de  rejeter 
les  quotiens  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces 
qnolîans);  et  ainsi  de  suite. 

Obseivons  en  outre  qtie ,  si  quelques  termes  manquent  dans 
Véqttation  particulière  proposée ,  il  faut  en  tenir  compte,  en 
regardant  chacun  de  leurs  coefficiens  comme  égal  k  o. 

Ento  j  ii  est  inutile  d^appliqner  la  méthode  aux  diviseurs  +  > 
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et  -—  1 9  parce  qae  leur  sabstitntion  dans  l'équatîoD  rédait  le 
preinter  membre  à  la  série  des  coefficiensy  et  il  est  facile  de  s'as« 
surer  directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont 
pas  h  Péqualion. 

Soit  y  pour  premier  eiemple,  Péquatioto 

x»  —  jr^—  i3j?» -h  i6x  —  48 9  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positiTes  de  cette  équation 
est  1 3  -|-  I  ou  i4-  [On  ne  oonsidëre  pas  ici  le  coefiieient  48f 
parce  que  les  deux  derniers  termes  revenant  à  i6(x  —  3)^  des 
que  Pon  fait  x  ^  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive] 

On  trouverait  d'ailleurs  (n®  325)  pour  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  —  (i  +  V^48)>  ^^  —  8. 

Cela  piwé^ les  divîsettrs.de.48  ptaqu'à  i4«oiit  1,2,3,  4»'^^ 
8,  isij  d'ailleurs^  ancan  4es  deux  nom|»r«g  +  i>  •—  ly^n^ 
satisfait  à  Téquatipo  ^^car .  Ip  coefficient  —  4^  ^^  i^  lui  ^senl  Bà>» 
tnériquement  plus  grand  que  tous  les  autres  réunis;  ainsi, 
Pon  ne  doit  soumettre  aux  épreuves  que  les  diyisêurs  posUifs 
compris  depuis  2  jusqu'à  la,  et  lesdit^ùteurs  négatifs  compris 
depuis  —  2  jusqu'à  —  6. 

Voici  le  tableau  des  calculs ,  d*aprës  la  marche  indiquée  : 

12,      8,     6,       4/     3,       2,—  2,—  3,—  4,—  6 

—  4,—  6,— 8,— 12,— 16,— 24, +24, +16, +12,+  8 
+  12,-f  io,+8,+  4,  o,—  8, +40, +32, +28, +24 
-+     ii      »>     >>»+«>      o,— 4,— 20,      »,—  7,— 4 

—  12,       »,     »,— 12, — 13,— 17,— 33,       »,-— 20,— 17 

I,  »,       M,—    3,  M,  I),  W,  iï,+    5,  » 

2,  »,        »,—    4,  M,  »,  »,  »,+    4,  »       H 

»,  »,        »,—     I,  »,  »,  »,  »,—      1,  » 

lia  première  ligne  est  celle  des  diviseurs  ;  la  teconchj  celle 
des  qnoliens  de  la  division  du  dernier  terme  ,'•—  4^  »  V^^  cba- 
ctan  des  diviseurs; 

Ija  troisième  càt  la  ligne  d<^s  quotiens  que  Fou  vient  d'obte- 
nir, augmentés  du  coelBcient  -{-  16  de  la  proposée,  et  la  quaw 


Soa  ■Atuoos 

Èirwm0  c^U^  de»  ^aotieos  de  cef  sonines  divia^eB  par  cbacaii  des 
diritenrt)  cette  leooode  condition  exeltU  d'abord  lat  dinsenrt 
+  8, +6  et —S. 

La  cinquième  est  la  lignQ  des  <|uotiena  précédena  angmentét 
du  coefficient  <*->i3  de  la  proposée,  et  la  dixième  celle  des 
quotiens  des  nouTclies  sommes  par  chacun  des  diTÎsean  ;  cette 
troisième  condition  exclut  les  nouveaux  diTiseurs  3,  a,  ^— a 
et  —6. 

Enfin ,  la  sêptUme  est  la  ligne  des  troisièmes  quotiens,  aug- 
mentés du  coefficient  —  f  de  la  proposée  |  et  la  huitième 
celle  des  quotiens  des  dernières  sommes  par  chacun  des  di- 
viseuTflL  II  n'y  a  que  les  diviseurs  +  4  ^  ~  4  V^  donnent 
*—  I  ;  donc  4"  4  ^  "^  4  ^^^  I^  seules  racines  entières  de  la 
proposée. 

«H  «ftt,  si  l'M  4H»  x*^  j^—  iSjr»+  i6jr ~48,  par  le 
produit  (x-*- 4)  ('  +  4)»  ^^  a?*  — 169  ilTÎeuft  pour  quotient , 
as'-*— j;  «4*3  y  polynôme  qui  y  égalé  à  aéro,  donne 


Il      . 
ainsi  les  quatre  racines  sont  4»  —4  ^  ^  i: -i^— 1 1. 

J^iS,  Rftmarqui.  Comme  dana  lea  application!  de  la  mé- 
thode j^  on  peut  commettre  quelques  erreurs  d'addition  ou  de 
dÎTision ,  et  laisser  ainsi  échapper  quelques  racines ,  il  est  con- 
venable 1  après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée 
par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré  ;  correspondant  aux 
racines  déjà  obtenues,  il  est  convenable,  dis  -je,  ffappliquer  de 
iwupeau  la  méthode  à  inéquation  résultofUe^  qui  est  d'un  degré 
flus  simple ,  et  dont  les  coeffîcieos  sont  aussi  plus  simples  que 
ceux  de  la  proposée. 

Il  y  «  même  une  circonstance  oà  cette  équation  rétnltànte 
peut  encore  renfermer  des  racines  oommansuraUes,  saaa  que 
l'on  ait  commis  aucune  erreur  ;  c^est  lorsque  la  pr<qpoaée  rça* 
ferme  des  racines  égales  commensurables.  Comme  la  méthode 
des  racines  égales  est  phis  compliquée  que  cefle  des  racittea 
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Qtnmieiiiiifafale»,  il  tuatï  UmifbaTSy  une  équation  nanériqiiè 
étant  donnée  j  commencer  par  la  soumettre  à  la  méthode  èeê 
racines  comnienittrable».  Qr,  oette  méthode  suffit  bbm  pour 
obtenir  les  racines  différentes^  mais  elte  n'indique  pas  ai  nof 
mémo  racine  n'entre  qu'une  fois,  ou  se  trouve  plusieurs  fois 
dans  la  proposée.  Oh  peut  s'en  assurer  de  deux  manières,  ou 
bien^  .en  soumettant  de  nouyeau  à  la  méthode  l'équation  qui 
résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; 
ou  bien^  en  essayant  b  division  du  premier  membre  de  cette 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
«Qx  racines  trouvées. 
Soit  9  par  exemple ,  Féquation 

cfi —  i3jc*  +  67x^ —  i7ia:*+^>6x—  ioÔ  =  o.  ' 

La  Kmite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  y  d'après  la  décomposition  (n®  3a3} ,  i3  +  i ,  ou  i4  ;  elle  n'a 
pas  de  racines  négaâvea,  puîsfiw  l'éqnatioii  ne  lenferm»  que 
des  variations  de  signe  (n®  3a6).  -  s 

Les  diviseurs  de  io8,  au-dessous  de  i4»  sont 

I,  a,  3, '4,  6,  9,  la; 

d^illeiURS  4-  >  ne  sattsfiiit  pas  à  Féquation ,  car  il  vient,  pouk* 
résultat  de  la  substitution j-— 8^  ainsi,  a,  3,  4>  6»  9'  ^^9  ^^^ 
les  seuls  nombres  li  soumettre  aux  épreuves. 

12,  9,  6,  4>  3,  2 

—      9,  —    la,  —    i8,  —    37,  —    36,-54 
+  207,  +  ao4,  +  198,  +  189,  +  180,  +  162 


»    , 

«  ,  +    33, 

» ,  +  60,  + 

81 

M       . 

»  ,  —  i38, 

f  .i  —  "'.  — 

90 

»       , 

»,  —    a3, 

»,  —  37,  — 

45 

»       , 

»   ,  +    44, 

»  .  +    3o,  + 

22 

»       , 

s   ,           », 

»    »    +      lOf    + 

II 

l>       , 

»,           })   , 

»  ,  — •      3,  —. 

2 

S     , 

»,           », 

»,  —      I,  — 

1 

5a4 

Oa  voil,  pÊT  ra[»pUofttioii  de  la  méttiodey  qoe  3  6t  a  sont  nn 
ânes  de  U  fMroposée. 

ËfiTechiant  la  division  du  premier  membre  de  oette  équation 
pr  (#-—3)  (jr— d),oa  «•--.5»-f-6,  on  tronre  penr  quotient , 


-a» 

*+»tx — .18=0, 

3,          a, 

— 

6.-9 

+ 

i5,  +  la 

+ 

S.  +    6 

— 

3,-    a 

En  appliquant  de  nouveau  la  méthode  >  on  reoonnait  que 
•<f*  3  et  +  2  sont  encore  racines  de  l'équation 

:r3  — ar»+ai«  — i8  =  o,     / 

DÎTisant  celle-ci  par  »*-^&r4*6,  on  obtient  pour  quotient 
s— 3  =  0  4  d'où  jp  =  3;  ainsi  la  proposée  peut  se  mettre  sous 
la  forme      (x — ^3)^  (jp  — 3i)*a=o. 

336.  Lorsque  le  nombre  des  diviseurs  du  dernier  terme,  qui 
se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites  -f- 1'  et  •—  L',  est 
très  gra^d,  on  peut  restreindre  le  nombre  de  ceux  susceptibles 
d'être  soumis  aux  épreuves  de  la  méthode  précédente^ par  une 
r^le  d'un  usage  facile. 

Soit  Téquaiion  *»  +  P««-*  +  Q*""*  +.-.-h T*  +  U  =so , 

àtiXiji  laquelle  nous  supposons  toujours  que  lés  coefficiens  soient 
entiers. 

On  sait  que,  a  étant  racine  de  cette  équation,  soa  premier 
membre  est  divisible  par  x  —  a;  ainsi  Pon  a  l'identité 

*"+Px"-'+...+T«+U==:(*-^)(«»-«+P'««-*+...+'r*+ir); 

K,  Qf ...  T'»  tr  sont,  diaprés  lajoi  de  formation  du  n®  a53,  des 
nombres  entiers  aussi  bien^que  a;  P,  Q....,  T,  U.  Cela  posé, 
eommc ^l'équation  préoëdente  doit  se  vérifier,  quel  que  soit  x^ 
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faiiom  «  es  I  ;  il  f  iaat 

»+P-fQ+-+T  +  U  =  (i~a)(i+F+-.+  T'+U'), 

d-oJ.    i±JL±&±^T-±ïï*.4.P'  +  ...  +  T'  +  U'; 

le  aecoud  membre  dQ  cette  égalité  est  un  nombre  entier ,  donc  il 
doit  ett4treàélMAè  dn  preiirâr  membre  vainsi  a  étatit  annombre 
entier  positif  ou  négatif  y  ne  peut  être  mit^in^^' qu'autant  que 
I  —  a  diifiM0  le  résultat  de  la  suèfBiituiton  de  +  i  dans  la 
proposh- 

On  prouverait  de  même ^  en  Ikîs&iit  ^fiss—  i ,  quç  —  i  —  a 
doit  dipiner  le  rééuttat  de  la  eubstitùtion  dé  -^  i;  d'où  résulte 
la  règle  «uivante  : 

SuhstUueg  auctêsaiçêment  -{r  i  et  —  i  dans  la  proposée^  et 
désignée  par  M  et  M' leé  Tate'urs  numériques  àes  résultats,  de 
cette  double  substitution. 

(Si  Pun  des  résultats  était  o,  auquel  cas -f"  i  ou  —  i  serait 
racine ,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans 
la  proposée^  avant  d'appliquer  la  règle.) 

1  ^«  77ou£  diviseur  positif  du  dernier  terme  qui^  diminué  de  i , 
ne  diifise  pas  M^et  qui^  aj^gmenté  de  J^  ne  divine  pas  Wj^doit 
être  rejeté. 

2?,  Tout  diviseur  négatif  dont  la  valeur  numérique^  aug- 
mentée de  ijne  divise  pas  Mj  et  diminuée  de  l^  ne  divise  pas 
NT^  doit  être  rejeté. 

Afin  de  mettre  pfns  facilement  en'  évidence  ces  deux  carac- 
tères d'exclusion  y  on  peut  décomposer  d'abord  les  deux  résul- 
tats M  et  M' dans  leurs  diTiseur")!  {Arith,^  n^  i4^)- 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 

meiisarables  de  Féquation   x^— Sjc'— 37a:*-f-257a>^36o=o, 

Ija  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

37  +  1  ou  38,  parce  que  267^ — 36o  revient  à  257(0; p- J  ; 
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la limilii  tapétiettra  ^es négatives  e$t  —  (i  *^\/9So)  on  •»  so. 
Les  dÎTiseors  de  36o>  que  l'on  doit  soumettre  aux  épreoTes  de 
la  méthode  du  n*  3S4>  sont  donc 

1,  %^  3,  4,  5,  6,  «,  9,  lo,  la,  i5,  i8,  aoy  ^4^  So,  36, 
et— 1,-Ta,— 3,— 4,— 5,— 6,— 8,— 9,— lo,— la,— 15,— 18; 

le  résultat  de  la  substitotioa  de  +  ^  4aiis  U  psofoeèn  ait,  ea 
faisant  abstraction  da  signej  t44  ou  aK3^  \  le  résuUsit  .de  U 
substitution  de  -*  ](  est  648  ou  %^ .  34« 

Cela  posé,  passons  d'abord  en  rerne  les  dÎTiseure  poailî£i,  à 
partir  de  36  qui  est  le  plus  grand* 

36  —  I  ou  35  =  7  X  5,  ne  divise  pas  i44f  V^^  ^^  ^*'  ^ 
a^«3*;  ainsi  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera  y  par  la  même  raison^  3o^  a^^  ao^  i8,  xS,  12. 

to  —  I  ou  9  divise  i44>  ^^^^  10  +>  on  11  ne  dÎTise  pas 
648,  qui  est  égal  à  a'.  3^;  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9^  8^  6^  4  doivent  être  rejelés; 
c^est-à'dire  que  les  seub  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à  la 
r^Ie ,  sont  5 ,  3  et  a. 

Quant  aux  diviseurs  n^atifs,  18  + 1  on  19,  ne  d&TÎse  pas 
i44î  ^^^î^  — 18  doit  être  rejeté. 

i5  +  I  ou  16  divise  i44;  ^^^^  i5—  i  du  x4  ne  divise  pss 
648  y  donc  —  1 5  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtrait  pareillement  que — 1  a,-^  1 0,— 9» — ^— ^ — ^4 
doivent  être  r^etés.  Ainsi,  l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuve» 
de  la  méthode  du  n*  334i  que  les  divîseura—  5,-3  et  —  3. 
Reprenons  maintenant  Téquation 

x4  ».  6x'~37x' +  a57x — 36o=  o , 

et  voyons  quels  sont  ceux  des  diviseurs  +6,+3, + a,— a,— 3,— 5 
qui  la  vérifient. 
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+     5,  +  3 

+  i85,  4-  137 

+    37,  Hh  » 

o,  +  » 

o,  +  M 

-  S»  +  • 

—  I,  +  » 


+      a,  —      a 
—  180»  4-  180 

+    77.  +  437 


+  *ao,  +    ja 
+  377,  +  329 


le  diviseur  5  est  le  «eal  qui  remplisse  toutes  les  oonditions»  et 
qui  soit  par  ootiséquent  fXMcinê  de  l'équation. 

En  effectuant  la  dÎTision  de  la  proposée  par  x  —*  5  j  on 
troore  pour  résultat  ^  x^—  37x4-  7955:0,  équation  qui  p'a 
pins  que  des  racines  inoommensurablea. 

Voici  de  nouTeanx  exerdoes  : 

1**.  X*  — Sx'  +  aS.»  — ai  E3  0. 

(x —  i)  (x — 3)  (x*  —  <3C— 7)  =0. 

a\  i5x*'-i9r*  +  6x'4"  »5x'  —  19^4- 6  sso. 

(3x  —  a)  (5x—  3)  (x*  -h  1)  =  o. 

3**-    9i:*4'3ax*4'****+  tox'-f»  i7jr*— aor-f-4=^^« 
(x  +  a)*  (Sx—  !)•  (x»  +  i)aeo. 

937.  Ce  qui  précMe  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
commensurables  de  toute  équation  numérique  dont  les  coeDi<« 
ciens  sont  rationneU^  entUrs  (mjraetionnairet.  Cependant  nous 
observerons  qu^il  y  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à  des  équations  de  degré  supérieur ,  et  qui»  par  leur  nature^ 
n'admettent  que  des  nombres  entiers  pour  êoludons;  c'est-à-dire 
que  tonte  solution  fraetionnaîre  ooumensurafale  ou  ineommen- 
soraUe  doit  être  regardée  comme  tont-à*fait  étrangère  à  la 
question. 

Soit  9  par  exemple,  proposé  de  cUierminer  la  base  du  système 
de  nitm^mtion  dans  lequel  le  nombre  ai47>  écrit  dans  le  ^S" 
terne  décimaliserait  représenté  par  Vensemble  des  chiffres  3ao4a 
(  système  cbercbé  }. 
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Détignons  par  x  la  bM€  inconnue;  a,  4^,  o.x%  ox^^  3j:^ 
représenteront  les  yaleors  relatiyes  des  chiffres  a,  4>  ^>  ^  ^  ^ 
du  nombre  3io4a  ;  ainsi,  Ton  aura  l'équation 

3x^  +  ax*  +  o.x*  +  4^  +  31  =  •i4l  f  I 

ou  bien  3^  +  ax^  +     4*  -"  ^^V^        =  o,  '  | 

a  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs,  car  m  doit  être,  par 
sa  nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Qr ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n*  334 
pour  tronrer  les  racines  entières  d'une  équation  dont  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  est  l'unité,  on  verra  qu'elle  est  égale- 
ment applicable  au  cas  oh.  le  coefficient  du  premier  terme  est 
un  nombre  entier  quelconque;  la  seule  différence ^  si  Péqaatioa 
est',  par  exemple,  de  la  forme 

Ax-  +  Px"-"  +  Qi"""'+...  +  Sx*  +  T«+Dc=ao, 

^^  ^i^A  lonqu*on  est  parpenu  à  la  dernière  des  conditione  que 
comporte  la  métJiode,  le  résultat  ^  au  lieu  d'être  égal  à  —  i , 
doit  être  égal  à  —  A. 

Qn  peut  d'ailleurs  reconnaître  l'exactitude  de  oette  assertion, 
en  reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raison- 
nemens  que  ceux  qui  ont  été  faits  n*''334- 

Ainsi ,  pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d'une 
>équattôn  dont  le  premier  terme  a  un  coefficient  différent  de 
l'unité,  il  n'est  pas  nécessaire  d'opérer  la  disparition  de  ce 
coefficient ,  opération  qui  (n^  280)  a  FincouYénient  de  conduire 
h  une  équation  dont  les  coefficLens  sont  très  grands. 

D'après  cela ,  recherchons  les  racines  entières  de  l'équation 

3x*  +  ax*  •fs4*— ai45  =  o. 
La  limite  supérieure  ies  racines  positives  est  (n®  3aa) 

i  +  i/aiÏ4S=ii4-7  =  8, 

le  nombre  ai45  est  décomposable  (  Arith. ,  n®  148)  en 

3  X  5  X  1 1  X  i3;  ainsi,  il  n'y  a  lieu  a  essayer  que  les  nombres 
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3el5f 

5,  3, 

-  4a5,  —  711, 

-  85.  —  a37, 

-  65,  -  a37, 

-  »7»  —    79» 

^     16,  —    77, 

-  3, 

Le  seul  nombre  5  donne  pour  ^rnier  résultat^  —39  ou  le 
coeffiGient  du  premier  terme ,  pris  en  signe  eontraire  ;  ainsi  cin^ 
est  )a  base  du  système  eberché.  « 

En  effisti  32o4a^  écrit  dans  le  système  fuinairê,  éqnttant 

à 3x54-#-2Xf+ox5^+4x5  +  2, 

ou  effectuant»  3x6a5+aXi25+4x5-fassai47,  dans  le 
système  décimal. 

On  peut  s'exercer  ^r  les  exemples  suivans  : 

I  ^«  Déterminer  la  basé  du  aystème  de  numiration  dans  lequel 
73^9  (système  décimal)  est  représenté  par  5S6ld  (système  cher- 
che) [x=o/»s«.] 

2^.  La  base  du  système  dans  lequel  81479  (^^lème  décimal) 
exl  r^Jtrésenié  par  456356  (système  cherché)  [x^sseptJ] 

338.  Recherche  des  diviseurs  commensurahles  du  second  degré 
if  une  équation*  Observations  préliminaires: 

La  méthode  des  racines  commensurahles,  exposée  n^  334 > 
»t  aussi  appelée  méthode  des  di^'iseurs  commensurahles  du 
^rentier  degrés  parce  que,  connaissant  une  racine  commensu- 
-aLle ,  entière  ou  fractionnaire  »  le  premier  membre  de  l'équa- 
îon  est  (n**  25i)  dÎTisible  exactement  par  le  facteur  du  premier 
Irgré  en  x,  correspondant  à  cette  racine;  et  les  coefficiens  de 
re  facteur  sont  nécessairement  commensurables  eux-mêmes. 

lorsqu'une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  divi^ 
eiirs  commensurables  du  premier  degré,  l'équation  résultante 
le  renferme  plus  que  des  racines  incommensurables,  réelles 
u  imaginaires  ;  mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du 
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premier  degré  qiïi  oorrespondeDt  à  ces  racine,  quoique  ajvot 
des  ooefficieng  ineommensurableSy  peurent  fort  Ûen»  par  leur 
combinaison  dieui  k  deu^  donner  naiasanoe  k  des  produits 
dont  le»  ooefi&ciens  soient  ratîonneb;  c^est  .ainsi  que  x  — «  |/à| 
multiplié  par  x  -|- 1/3 y  dofitte  pour  produit,  x*  —3. 
Del 


Or,  si  l'on  arait  quelque  mojen  de  décourrir  dans  une  équa- 
tion» iêsdivitêun  comnmnêurahkn  du  seeond  degré,  en  les  égalant 
à  ^y  jQik en  dédmrait  des raeines de  Péquation  proposée,  et ,  de 
plus  j  on  les  qbtiendrait  sous  leur  yéritaUe  forme. 

Nous  allons  voir  oomment  les  principes  de  Féliminaiioa  ei 
la  méthode  du  n^  334  conduisent  à  ce  bnt 

3S9.  Sptt  Xaso  une  équation  débarrassée  de  ses  diTisenn 
Gommensurables  du  premier  d^ré. 

Dédgnons  par  a:* -{-/m? -f- 9  ^^^  qndoonqâe  des  diriaenrs 
du  second  degré  de  X;  j»  et  g  sont  deux  indiiêrminie^  doot  3 
laut  lAcher  d'obtenir  les  Taleurs,«it  itombr^ê  comaunmimhieij 
s'il  est  possible. 

Pour  cela^  dipiaonê  X  jMrV+px<4-4>  et  eancBPons  qm 
l'on  aii  pouê9é  fçpéraiion  jusqu'à  oê  qu^on  m>U  pavpenu  à 
m  resté  du  premisr  degré  en  x,  de  la  forme  Mz  +  N  ,  H  et  N 
étant  des  indéterminées  fonctions  de  p  et  de  f.  En  ^(alant  ce 
reste  ii  o,  on  établira  la  condition  que  s^  +/Kr «f> q  deriennc 
diviseur  exact  de  X$  d'ailleurs,  celte  dirision  doit  se  fidre  in- 
dépendamment de  toute  yaleur  particulière  attribuée  à  x; 
donc,  en  vertu  du  principe  n®  188  sur  les  équations  iden- 
tiques. Inéquation  Mx  +  N  ee  partagera  néc^sairemesit  es 
deux  autres 

Mtrso,  N=o,     ottbîen,    F(p,  j)sso,  F(/>,  ^)s=:o. 

Cela  posé,  la  question  sera  ramenée  à  tromfer  (en  nonikiRS 
conunensnrables  )  tons  les  systèmes  de  Taleura  de  |i  et  9  pv^ 
près  à  Térifier  ces  deux  équations. 


Su 

On  €omméno0tn  par/brmêr,  d'après  les  méthodes  ooniiii«B, 
^équcOioH  finale  en  p^  à  laqueUê  on  appliquera  ia  méihodé 
des  racmm  œmmênêurabiêê  (u^  3S4).  jiprèè  apoir  obtenu  touteê 
Us  valeurs  rationnelles  de  ^f^  an  lés  skbêtiiueru  (n*  ^85)  dans 
le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  q ,  lequel  reste  j  égalé 
ensuite  à  o,  donnera  lee  valeurs  rationnelleè  de  q,  oorreepon^ 
dantee  osé»  iwleure  de  p  déjà  trouvées.  JSf^j  an  eubetituera 
chacun  dee  eyetàtnee.  de  vahure  de  i^  et  q  dané  le  trinôme 
^^  +  fBk^m  ce  fui  donnera  autant  de  dUneeure  eommeneu* 
rablee  du,  eecand  degrL 
Il  est  é?îdeiii  que  Péquation  finale  eop  doit  être  d'an  degt^ 

marqaé  par  m  ( j  y  m  étant  le  degré  de  Féquàtion,  puis- 
que c^est  Pexpression  d'im  nombre  total  des  diyiseuM  commen- 
surables  ou  incommensurables  du  second  degré.  D'après  cela, 
on  peut  juger  combien  cette  méthode,  facile  en  théorie,  est 
compliquée  dans  la  pratique.  Aussi  Pusage  eh  est-il  peu  fré- 
quent. 

On  ^it  asses  ce  quMl  faudrait  faire  pour  obtenir  les  divi- 
seurs commensurables  du  3''*',  4''^*  •  •  dogi^»  ntiii  oes  der* 
nières  questions  ne  sont  d'aucune  utilité  (*). 

§111.  Recherche  des  Racines  réelles  incommensurables. 

340.  Lorsqu'on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs 
du  premier  degré  qui  correspondent  à  ses  racines  commensu- 
râbles,  l'équation  résultante  contient  encore  des  racine»  incom- 
mensurables, réellee  ou  imaginaires. 

La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables 
d'nne  équation  d'un  degré  quelconque  restera  inconnue ,  tant 
qa'on  n'aura  pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équa- 
tions de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur 

C*")  Daoa  la  note  placée  à  la  fin  de  ToaTraes ,  noua  nous  proposons  de  dire 
qaelqnes  mois  inr  la  dëcompoeitîon  d^aa  polynôme  rationnel  et  entier  quel* 
conque  so  les  lacienn  première» 
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forme  eat  encore  un  problème  à  ré^oodre,  il  n'en  eal  puaiui 
de  la  valenr  namcriqtie  de  chacaoe  de  ces  racines.  £ln  effet,  1 
es.Î9le  des  méthodes  pour  obtenir  ces  valeurs  avec  tomt  le  depe 
d'approximation  qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité ,  nous  diviserons  cette  théorie  en  den 
partiel  : 

Dans  la  première^  nous  sopposerous  que  la  proposée  mt 
telle  j  que  la  différence  entre  deux  qneloottq[«es  des  raciis 
réelles  soit  plus  grande  que  l'unité;  et,  dans  la  êeoumdt^f^ 
quelques-unes  de  ces  différences  puissent  être  pliu  petites  qv 
l'unité. 

PfiKiuâiis  rÀïiTiB.  Cas  où  la  diffirtnc9  entre  denja  racim 
réelles  quelconques  est  plus  grande  que  l'uniié. 

[Nous  admettrons  cnoore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  que  Foe 
ait  déterminé  les  limites  -{-  L  et  —*  Il  y  les  plus  resserrées  poss- 
Mes,  soit  par  la  méthode  des  décompositions  (n*  323),  s»\ 
par  la  méthode  de  Newton  C  n^  324).3 

341-  Chacune  des  racines  incommensurables  étant  nécessai- 
rement composée  d'une  partie  entière  (qui  peut  qoelquelb* 
être  o  )  et  d'une  partie  plus  petUe  que  l'unile^  le  premier 
objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper  consiste  k  déterminer  k 
partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela ,  il  faut  substituer  à  la  place  de  z ,  dans  tequi- 
tion,  la  suite  naturelle  des  nombres  o,  i  ^  a,  3. . . ,  et  — 1* 
—  a,  —  3. .  • ,  compris  entre  -^h  et  — L'.  Comme  entre  dm 
nombres  substitués  qui  donnent  deux  résultats  de  signes  ooc- 
traires,  il  doit  (n*^  3 18)  exister  au  moins  une  racine  réeUr. 
il  s'ensuit  que  chaque  couple  de  nombres  donnant  des  risuli^ 
de  signes  contraires j  comprendra  une  racine  réelle,  ei  nu 
comprendra  qu'une^  puisque,  par  hypothèse,  les  racines  ott 
entre  elles  une  différence  plus  grande  que  l'unité.  D'aîllcan. 
la  partie  entière  de  la  racine  comprise  sera  le  plus  petit  «k 
deux  nombres  substitués. 

Cela  posé,  il  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  bien,  Pon  ott 
tiendra  par  ces  différentes  substitutions,  autant  de  changem^ 
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^e  signe  (ou  de  cou|iie$  de  résultats  de  «îgnes  contraires)  qu'il 
y  a  df unités  dans  U  degré  de  l'éqitation  ;  auquel  cas,  on 
pourra  conclure  que  toutes  Us  racines  sont  réelles.  Ou  le 
nombre  des  changemens  de  signe  sera  moindre  que  le  degré 
de  Féqnalion,  et,  dans  ce  cas,  il  y  aura  autant  de  racines 
réelles  que  de  changemens  de  signe  ;  les  autres  racines  seront 
imaginaires.  Dans  les  deux  cas,  celte  méthode  de  substitution 
fera  connaître  la  partie  entière  de  chacune  des  racines  réelles 
de  la  proposée. 

Il  reste  maintenant  k  déterminer  la  partie  plus  petite  que 
l'unité. 

34^.  Méthode  d'approximation  de  Lagrange. 

Soit  X  =  o  une  équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont 
4ine  partie  entière  différente,  que  l'on  suppose  avoir  été  déià 
déterminée. 

Désignons  par  a  et  a  +  i  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  comprennent  Tune  d'elles;  le  nom))re  a  exprime  la  partie 
entière  de  cette  racine. 

Pour  obtenir  la  partie  plus  petite  que  l'unité,  faisons  dans 
l'équation  Xï=:o,  ou 

a;«  +  Pji«-»+Q^"-+...-fTx  +  U=o,     xaca+l; 
il  en  résulte  la  transformée 

QPour  obtenir  cette  transformée,  on  comnsence  par  rem- 
placer X  par  a-f-u,  ce  qui  donne  (n**  278) 

r+ri.  + ?-'/*•+.. .+  u«=o, 

X'  désignant  ce  que  devient  X,  lorsqu'on  y  met  a  pour  x ,  et 
Y',  Z'... ,  étant  des  polynômes  dérivés  cle  X'  d'après  la  loi  établie 
n**  2785  puis  on  remet  -  pour  u,  et  l'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs.] 

33 
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JLppelons  y  pour  plus  de  simplicité ,  T  =  o  cette  éc{iialioti 
transformée  y  laquelle  est  de  même  tlegré  que  la  proposée,  et  qui 

a  par  conséquent  m  racines.  Puisque  la  relation    j;=±a  +- , 

doit  donner  toutes  les  valeurs  de  x,  connaissant  *  les  yaleurs 
de  ^ y  et  que,  par  hypothèse,  a  et  a^i  comprennent  une 
racine  réelle  et  n  en  comprennent  qu'une  seule,  il  faut  néces- 
sairement que  -  ait  une  seule  de  ses  m  valeurs ,  positive  et 

plus  petite  que  i  ;  ce  qui  exige  que  l'une  des  m  valeurs  de  y 
soit  positive  et  plus  grande  que  i ,  de  plus,  qu'^/  nfy  en  ait 
qu'une  seule  de  cette  espèce;  autrement,  ce  serait  supposer  que 
a  et  a+  I  comprendraient  plus  d'une  valeur  de  x. 

Si  donc,  dans  l'équation  Y  =  o,  on  substitue  la  série  des 
nombres  entiers  i,  a,  3. . .  • ,  on  est  certain  d'obtenir  tôt  oa 
tard  un  changement  de  signe;  et  les  deux  nombres  qui  pro- 
duiront ce  changement  de  signe,  comprendront  la  valeur  de 
y  cherchée. 

Soient  b  et  &-|-  i  ces  deux  nombres,  on  fera  dans  Yso^ 

y  z=zb  -\ >,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  transformée  Ti=:o 

(que  l'on  obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus)  ;  et  celle 
équation  aura  encore  une  seule  racine  réelle  positive,  plus 
grande  que  i ,  qui  sera  mise  en  évidence  par  la  substîtulioo 
des  nombres  entiers  i ,  a,  3. . . .  dans  Y|=o. 

Soient  c  et  c  +  i  les  nombres  consécutifs  qui ,  ayant  dû 
produire  un  changement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de 

y-j  on  fera  encore  dans  l'équation  T,  =  o,y'  =  c^ y;  ce 

y 

qui  donnera  la  transformée  Y^so,  ayant  une  seule  racine 
réelle  posikiye  plus  grande  que  i. 

Soient  </  et  ^  -f- 1  les  deux  nombres  qui  la  comprennent-,  oo 
posera  de  nouveau  ^^  =  f£  -f"  "^  i  «^  ^^^^  continuera  celle 
suite  de  Iran  formations  aussi  loin  que  l'on  voudra. 
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Rapprocbons  mainteDant  les  relations 

il  en  résulte 

xssza  H 

'+3+.... 

Or  on  sait  que ,  daus  une  fraction  continue ,  plus  on  prend  de 
fractions  intégrantes ,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
réduit  en  fraction  continue;  et  le  degré  d'approximation  s'es* 
time  (^Arith,^  n*  174)  par  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dé- 
nominateur de  la  dernière  réduite*  Ainsi  la  méthode  précédente 
donnera  la  valeur  de  x  cherchée,  avec  tel  degré  d'approximation 
^ue  l'on  voudra. 

343.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  l'équation 

xS  — 6jc  — 3  =  0...   (i).  > 

D'abord^  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  néga- 
tives sont,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  -f-  3  et  —  a» 
Faisons  donc  dans  Téquation , 

X  =  —  2j  "*— I >  o,   I,  â,   Z\ 

il  vient  pour  a:==  —  a —  i, 

X       •■MM       ^"^         !••••••  ^^  I    , 

X  =B  o —   3, 

^  =        » —  7> 

X  =        a —  5, 

^=        3 +  9. 

Gimme  on  obtient  ici  trois  changemens  de  signe,  il  s'ensuit 
C[ue  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles;  satoir,  une  positive 
comprise  entre  a  et  3;  et  deux  négatives  comprises  entre  o  et 
—  I ,  puis  entre  —  i  et  —  a. 
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Occupons- nous  prenùèrement  de  la  valeur  positire  comprise 
entre  a  et  3. 

PosousdansI'équatioR  (i),    x  =  2<f-~>     Il  en  résulte  une 

équation  de  la  forme 

dans  laquelle  on  a  (n"  378} 

'      X'  =     (a)'  —  5(a)'  _  3  =  —  5, 
T'=3(a)*-5«  n, 

|'=3(a)  =  6, 

y 

ce  qui  donne ,  par  la  sulistîtution  et  après  le  cliangemeot  des 
signes  9 

Faisant  dans  cette  équation  y=siy  & ,  3 ,  • . . ,  on  trouve  pour 

y  =  » —  9> 

y  =  ^ —   »> 

a  =  3 +  53; 


donc  la  Taleur  cherchée  de  j'  est  comprise  entre  2  et  3, 

Posons 
Véquation 


Posons  dans  l'équation  (2)  ,   jr  =z=  a  rf-  -?  ;     il  en  résulte 

a/ 


xy3+Yy+|-/+^  =  o, 

dansIaqucUe    X'e±:   5(2)»—    7(3)»  — 6(2)  —  i  =  — «, 
T"=l5(2)*—  4(2)   —6  =  26, 

-=i5(2)-    7  =  23, 
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ce  qui  donne  par  la  substitution , 

Comme  cette  équation  reTÎent  à 

y  *(/  — .  afiy—  23/  —  5  =  o, 

il  est  visible  que  tout» râleur  plus  petite  que  26,  substituée  pour 
y' y  donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  l'on  pose    /  =:  26,  il  en  résulte  »•  6o3, 
/  =  27     +  io3j 

d'oii  Von  Toit  que  y  est  compris  entie  26  et.  27. 

Posons  donc  daaol'équatMm  (3)-,     /^^ 26 -4-  -7,»  01^ obtient 

dans  hiquelle   X*=  (26)»  — a6(a6)»— 23(26)— 5=— GoS, 

ï*  =2  3(26)»  —  52(26)  ^  23  =653, 

Z" 

—  =  3(26)  —  26  =  Sa, 

ce  qui  donne  la  nouyelle  transformée 

6o3/3  _653y  ^  52/—  I  =  0....  (4), 

équation  qui  revient  à  celle-ci , 

/'(6o3/  —  653)  —  52/—  I  c=  o. 

Gomme   j^*^  =  i ,  donne  pour  résultat   —    io3, 
et   /  =  2 +  2107, 

il  s'ensuit  que/  est  compris  entre  i  et  2. 

Posons  de  nouveau  dans  Péqus^tion  (4)  >»  /  =  *  H — 5  >  on 
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obtient  >  '»<*!• 

équation  dans  laquelle  "^       •  •  >  i  »;  ^i  -  --  ^ 

X>'=  6o3(i)'—   653(1)*   --52(i)'-f.;i-^ 
Y'^  =  iSogCO-  —  i3o6(i)'  '^^^'^=^1;^ . 
^'  =1809(1)»  ~  653   =1156/';^^^^^ 


r-â  =  6Q3;  ::4(iji^^ 


ce  qui  donne  la  transformée 

loZy'^  —  451^''»  —  I  i56j^*  -^6o3  =  o, 

ou  bien,         y''\^^y*  —  4^0"^  ii56y* —  6o3  =  o. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y*  est  comprise 
entre  5  et  6;  en  sorte  que,  si  Ton  Youlait  continuer  l'opération, 

il  faudrait  supposer     y  =  5-{ ^.  Mais  arrêtons -nous  aux 

résultats  déjà  obtenus. 
Les  équations 

donnent  pour  la  valeur  de  x,  vi,^A»,  ' 

,1 

X=2-| 


2  + 


a6  + 


I  +g. 


Les  réduites  consécutives  de  cette  £i*action  continue  étant 

2     5    |3a  /  137     817 
t'  a'    53  '  "55"'  3^' 
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on  peut  prend])e  la  dernière  pour  la  valeur  approchée  de  x  ; 

Terreur  commise  est  {Arith»jU^  in/J)  moindre  que  ,^  q.^  ou... 

(020} 

I 

Or  si  l'on  réduit  ^-g  en  décimales ,  et  que  l'on  pousse  T opéra- 
tion jusqu'aux  looooa'""'  inclusivement^  on  trouve  2,49085, 
qui  est  censé  représenter  la  valeur  de  x  à  0,00001  près. 

Cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  raisons,  premièrement, 

parce  que  la  réduite  ô-^est  de  rang  impair;  en  second  lieu, 

parce  que  2,49o85  est  elle-même  une  fraction  plus  petite  que 

817 

^-~.  11  suit  de  là  qu'il  peut  y  avoir  lieu  à  augmenter  le  dernier 

chiffre  5  d'une  unité. 

£n  effet  y  si  l'on  substitue  2,49o85  et  2,49086  dans  la  pro- 
posée, on  trouve  deux  résultats  négatifs;  ce  qui  prouve  que 
la  racine  cherchée  ne  peut  être  comprise  entre  ces  deux  nom- 
bres. Mais  comme  en  substituant  2,49087,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  il  s'ensuit  que  jr  est  compris  entre  2,49086  et 
-2,49087.  Donc  enfin  2,49086  exprime  la  valeur  de  x,  à  o,ooooj 
près. 

344*  Passons  à  la  détermination  des.  valeurs  négatives. 
Pour  plus  de  simplicité ,  .changeons  x  en  —  x  dans  la  propo- 
sée x^  —  5x  —  3.=  o j  il  vient 

—  x*  +  5x  —  3=s^o,     ou  bien,     x^— 5x+3=o, 

équation  dont  les  racines  positives,  prises  avec  le  signe—,  se- 
ront les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi ,  la  question 
est  ramenée  à  déterminer  les  racines  positives  de  la  nouvelle 
équation. 

L'une  de  ces  racines  est  comprise  entre  i  et  2,  l'autre  entre 
o  et  1.  Voici ,  en  abrégé ,  le  tableau  des  calculs  relatifs  à  la  dé- 
termination de  chacune  d'elles  : 
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i\  Maeme  oompriaejentrû  i  êi  a. 

a^  —  5jk  +  3s=bo, 
a:  =1 1    +  -  -, 

i"traD«forméc,    y+ay» — 3y— ia=»oj 
y  =  I  .  - —  ï  > 

y.=^ •  •  +9» 

2*  transformée ,  y*—  4/*  —  ^j»'  —  »  œ  o  ; 

y  »=  4 —  " . 

y  =5 -I, 

y  =6  . .  .N .  +4i, 

3*  transformée ,  j^*^—  3oy**—  ^y '  —  i  =  o  ; 

j^'  =3a — ail, 

^•=31 +743, 

donc  X  =  I      +- 

Rédaiteé  consécutÎTes.   -,  -,  -tt,  -û~; 
i'   i'    o     loi' 

33a 

~-  BB  f  ,8342  à  0,0001  ]^rès, 

Aînsi/iaTaleur  de X y  comprise  entre  1  et  a,  esL 

a:=  1 ,834a  h  o^ocol  pràs. 

Cette  Taleor  peut  être  Tériiée  aîscment  par  la  subsCi  tution  des 
deux  nombres  i  ,8342  et  i  ,8343  dan»  l'équation. 
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2*.  Valeur  comprise  entre  o  e/i. 

ar^  —  5x  -4-  3  =s  o., 


I 
oc    =  -  ; 


o: 


1 ''•'transformée,  3  j^  —  5y*+  *  = 

,y  =  I —  «» 

J'    =2 +5, 

2*  transformée,    y^  +  y*  —  4y  —  3  =  o; 

/  =  I -5, 

/«=2 +  1, 


o 


3«  transformée,  Sy^—  ^"^  —  4y'  —  ' 

y  =  !•- —  I, 

y  =  2 -  +27, 

4*  transformée,    j*^ —    9^*'  —  i^a'  —      5  =  o  ; 

a''=  9 —  "^*» 

y  =z  10 —   45j 

y  =  II .  +  83, 

5»  transformée,  4 V  —  »«6y"  —  ^ly"  —  i  *»  o, 
on  bien ,      ^-'"(45/»  —  106  )      —  2iy"  —  i  =  o  j 
y=  a ■—  «O^y 

y'=  3 +  197» 
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I 


donc ,  x=:o  + 


I  + 


1  + 


»  +  -— 7 

10  +  -. 


Béduites  consécatîvesi 


o      I       ï      2      21.     44 

7'  7'  i'  3'  3l'  Ej' 

âz  =  o,6566  à  o,oooi  près.  , 

ainsi  la  valeur  de  x  comprise  entre  o  et   i    est  o,6566  à 
0,0001  près. 

Donc  enfin  les  deux  racines  négatives  de  Téquation  pro- 
posée a^  —  5jp —  3  =  0,  sont 

x==— 1,834a    et    x  =  — 0,6566. 

Ces  exemples  sufiBsent  pour  mettre  au  fait  de  la  méthode  de 
Lagrange. 

345.  Méthode  de  Newton,  II  existe  une  autre  méthode  d'ap- 
proximation, qui  a  souvent  l'avantage  de  donner  des  approxi- 
mations plus  rapides. 

Pour  en  donner  une  première  idée  et  la  faire  comprendre 
plus  facilement,  nous  reprendrons  l'équation  particulière.  . .. 
o:^  •—  5r  —  3  =  0,  dont  nous  nous  proposerons  de  déterminer 
la  racine  comprise  entre  2  et  3. 

La  racine  cherchée  étant  comprise  entre  2  et  3,  il  faut 
tâcher  de  resserrer  ces  deux  limites  ;  pour  cela ,  considérons 

le  moyen  terme  2-  ou  2,5  et  substituons  ce  nouveau  nomhre 

dans  l'équation  x^  —  5r  —  3  =  0  ;  il  vient  pour  résultat 
-f-  o,  125.  D'ailleurs,  2  a  déjà  donné  pour  résultat ,  — 5;  ainiî 
la  racine  est  comprise  entre  2  et  2,5. 

Considérons  un  nouveau  nombre  compris  entre  2  et  2  y5  ; 
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màjs^cQDUiie,  d'après  les  résultats  donnés  par  a  et  2,5,  il  est  à 
j^résumer  que  la  racine  est  plus  Toisine  de  2,5  que  de  2,  po- 
sons 07  =  2,4;  on  obtient  pour  résultat  de  la  substitution , 
'-^i ,  176  ;  tandis  que  2,5^aTait  donné  -{-o,  i25.  Ainsi  la  racine 
est  comprise  entre  2,4  et  2^5. 

Un  continuant  ainsi  de  pirë^dre  des  mj^ens  termes,  on  par- 
Tiendrait  à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  ra- 
cine. Mais  lorsqu'une  fois  on  a  obtenu ,  comme  dans  ce  cas-ci , 
]a  valeur  de  a;  à  moins  de  o ,  i ,  pn  peut  en  approcher  davan- 
tage par  un  autre  moyen  ;  et  c'est  en  cela  que  consiste  principa^ 
Jement  la  iiiTHODX  db  Newton. 

Faisons  dans  l'équation     x^  —  Sx  —  3  =  o , 

x  =  2,4  +  ^' 
On  obtient  (n"*  278)  la  transformée 

2 

danslaquelle      X'=   (2,4)' — 5(2,4) — 3= — ^»^l^f 
T'=3  3(2,4)*  — 5=12,28, 

-^  =  3(2,4)  =7,2. 

L'équation  en  u  étant  du  3*  degré,  ne  peut  être  immédiate- 
ment résolue;  maislen  transposant  tous  les  termes  à  l'exception 
du  terme  T'u,  eti  divisant  les  deux  membres  par  Y^,  on  peut  la 
mettre  sous  la  formé 

•Celif  posé,  puisque  l'une  des  trois  racines  de  cette  équation 

3oit  êfre  moindre  que  — ,  d'après  la  relation     x  =  2,4  +  <<» 

les  valeurs  correspondantes  de  u*  et  de  u^  sont  moindres  que 

et .  D'ailleurs,  l'inspection  des  valeurs  numériques 

100        1000  '  "^  ^ 
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Z' 


71 

de  Y'  et  de  71  pEoure  que  — =r,  est  <  i  ;  ainsi  la  valeur  de  a  «c 


différant  nuiaériquemeot  de  —  ^  que  par  la  q^uanlitc 

71  \  I 

— ^n  '^*  +  v?  '^^  qui,  le  plus  souvent,  est  au-dessous  de , 

2  •  X  X  I OO 

X'    , 
cette  valeur  de  u^  dls-je,  est  exprimée  par  ~  ^i  à  0,oi  près. 

Comme,  daiifli  cet  exemple-, 

X'       -f- 1,1^6       II 76 

il  en  résulte     11= 0,0g,  i  près,  et  par  conséquent, 

«=2,4 +0,09=  a, 49,  à  ^  près. 

En  effet,  2^49  substitué  dan»  le  premier  membre  delà  pro- 

posée^  doqiie  pour  résultat    -—0,011751; 

tandis  que  2 ,  5o  avait  donné     +  o ,  1 26. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  apprQvmatioa,  faisons  dans  la 
proposée ,     X  =  2 ,  49  +  z<'  î    on  a  l'équation 

dans  laquelle     X'=    (2,49)' — 5(2,49) — 3=-*-o, 011751 , 
Y^  =  3(2,49)*  — 5=  i3,6oo3, 

-7^3(2,49)  ;=^7,47. 
Mais  Péquatibn  en  u  peut  s'écrire  ainsi  : 

"^          X"      2.V           Y''      ' 
et  puisque  l'une -des  valeurs  de  u  doit  être  moindre  ai|C  « 
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les  valeurs  correspondantes  de  u*^  u^j   sont  moindres  que 

,  •,     donc    —  ,=;  peut  représenter  la  valeur  de 

foooo     loooooo  1 

Uf  a  près. 

*      loooo  * 

G>nime  on  a 

X''_  0,011751 11751      ^ 

"  Y'  ^  i3,6oo3  ~  i36oo3oo  ~  ^»^^^-  •  •  » 

il  s'ensuit  que     i*' «=  o  , 0008,  à près;  et  par  conséquent , 

arr=  2,49  +  0,0008=  2,4908,  à  7^^  prè«. 


Il  serait ,  en  effet,  focile  de  reconnaître  que  2^49^8  et  2,4909, 
substitués  dans  la' proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires* 

En  posant  de  nouveau    x  =  2,49^SH"^'>    o^  obtiendrait 

une  valeur  approchée  de  j?,  à  moins  de ,  ou  d'un 

^'^  1 00000000 

cent-millionième. 

Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de 
l'opération  précédente. 

346.  Voici  en  quoi  consiste  la  onéthode  générale  : 
Soient  petp+i  deux  nombves  qui  comprennent  l'une  des 
racines  de  l'équation  X:=o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  à  — 
^  JO 

près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre/?  et 
/>  4- 1  ^  et  continuant  jusqu'à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes 

ne  différent  entre  eux  que  de  — . 
*  10 

Cela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x  obtenue  à  moins  de 
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— ,  on  pose  dans  l'équation     X  =  o , 
'  x=:  j/  -}-  m; 

ce  qui  donne  la  transformée 

7! 

X  '  +  "Y'  I*  +  -  M* . . . .  4- 1*«  =  o , 

2 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


iTr  Y' 


w^ 


X\  Y',  Z^  . . .  sont  d'ailleurs  des  quantités  faciles  à  calculer 

(n^  278). 

Gomme  dans  le  second  membre  de  cette  éqaation,  Fensemble 

X' 
des  termes  qui  suivent  — ;^>  est  ordinairement  au-dessous  de 

,  on  les  néglige j  et  calculant —  =7  à près,  on  ajoute  le 

résultat  àiî ,  ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  x"  approchée  à 
I 


moins  de 

100 

Pour  obtenir  une  3*  approximation  ^  If  on  pose  dans  If  équa- 
tion j  x^ix"  +u,  et  If  on  obtient  la  transformée 

X"  +  Y  "  w  +  —  u'*  4- . . . .  4-  ""*  =  o  ; 

OU  u  ==  — y»~^^  ^         ""Y^  "    • 

Z*  I 

Négligeant  tous  les  termes  —  — =5  — ....—  =  m'*,    dont 

fensemble  est  supposé  moindre  que  0,0001 ,  on  calcule — =^  en 

poussant  V  opération  jusqu'aux  loooo^*'^*',  et  If  on  ajoute  U  ré^ 
^ultat  à  x''  ;  ce  qui  donne  une  3*  valeur  x"  approchée  à  moins 

I  0000 
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Poar  avoir  une  nouvelle  approxîmatioa,  on  remplace  x 
par  xf  +  u*  i/a/M  la  proposée. 

On  calcule  l'expression  •—  ^y  qui  résulte  de  cette  trans- 
formation,  et  Von  pousse  l'opération  Jusqu'au  8*  chiffre  dé- 
cimal inclusivement  j  puis  Von  ajoute  ce  résultat  à  i!*'^  et 
ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des  racines 
positives.  Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  leur  re- 
cherche a  celle  des  racines  positives  y  en  changeant  a?  en  —  x 
dans  la  proposée. 

347.  Première  remarque,  La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que,  dans  la  transformée , 

X'+  Y'm  +  --  !*•+ +  |^«  =  o, 

X'        Z' 

qui   revientà     m=:— — — -«y,  a*  — __,^m^ 

on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  de  m*,  i*',  m*....,  sans 
erreur  sensible  sur  les  100"""'  à  la  première  opération ,  sur  les 
loooo"*""  à  la  seconde  y  etc.  j  mais  cette  méthode  est  quelque- 
fois en  défaut ,  ainsi  que  Lagrauge  le  prouve  dans  son  IVaite 
de  la  résolution  des  Equations  numérique». 

On  a  toutefois  un  moj^en  de  s'assurer,  à  la  fm  de  chaque 
opération  >  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d'approximation 
que  l'on  croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2 y49<>8  exprime  la  ra- 
cine positive  de  x^ — 5x — 3  =  o,  à près,  on  substitue 

^  lOOOO    '^ 

dans  cette  équation  249^^>P^^*^  ^>49^9>  ^^  ^^49^7'  soivant  que 
le  résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au 
résultat  de  la  substitution  de  3  ou  de  2^  et  si  les  deux  nom- 
bres 2,4908  et  2,49099  ou  bien  2,4908  et  2,4907,  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires,  nul  doute  que  2,4908  ne 

so il  une  valeur  exacte  à près,   soit    en  moii^j   soit  en 

lOOOO 
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plus.  S'il  n'eo  est  pas  ainsi,  l'on  augmeote  ou  dîminoe  le 
dernier  chiffre  d'une  eu  de  plusieurs  unités  (de  dix  mUliêines)^ 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur  subitî- 
tution,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires. 

348.  Seconde  remarque.  Il  7  a  aussi  des  cas  où ,  dès  la  pre- 
mière opération  9   il  est  nécessaire   de  calculer   la   quantité 

X'  . 
—  =7  jusqu'aux  ïOoo*''"",ot  même  jusqv^aux  loooo''"*'*- 

Soit  l'équation  x' — 6r  —  7  =  0,  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer que  l'une  des  racines  est  comprise  entre  2  et'3;  quant 
aux  deux  autres^  elles  sont  imaginaires  (  comme  nou^  U  ver- 
rons n®  353. 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement,  parla  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  réelle  est  com])rise  entre 
2,9  et  3), 

Maintenant ,  faisons  dans  l'équation  ,  x  r=:  3^9  ^u\  il  ea 
résulte  la  transformée 

V+Y'u  +  5-  u^+ u^=o, 

^nslaquelle  X'=(2,9)^—  6(2,9) — 7=— o,oit, 

r=3(2,9y-6=J9,23, 

?.'=3(2,9)  =  8,7, 
Négligeant  les  termes  en  w".  et  w^O*  » 


X' 0,011 


II 


Y'       I9>îi3         19230' 

Or,  si  l'on  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on 
trouve  des  zéro  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et 

5  pour  le  4*  chiffre  *,  c'est-i-dire  que  l'on  a     i*  =  o,ooo5 

résultat  qui,  ajouté  à  2,9,  donne  (en  ne  tenant  compte  que 
des  quatre  premiers  chiffres  décimaux],    a'= 2,9005. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  2,9005  dans 
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la  proposée^  ce  qui  donne  —  o,ooi38y  résultat  de  signe 
contraire  à  celui  que  donne  x  =  3  ;  mais  en  substituant. . .  •: 
X  =  a  y  9006 ,  on  trouve  +  o  ^  ooo54  >  qui  est  de  signe  con  - 
traire  à    —  0,001 38.    Donc  a^gooS  exprime  la  valeur  de  x , 

a  moms  de r- . 

loooo 

349*  Rapprochement  des  deux  méthodes.  La  méthode  d'ap- 
proximation do  Lagrange  y  quoi'qu'en  général  moins  expédî- 
tive  que  celle  de  Newton,  a  sur  celle-ci  l'avantage  de  donner  à 
chaque  opération  une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même  à  la  rigueur  trou  ver ,  par  la  méthode 
de  Lagrange,  lee  racines  commensurables,  La  fraction  con- 
tinue que  l'on  obtiendrait,  serait  alors  composée  d'un  nombre 
limité  de  fractions  intégrantes;  c'est-à-dire  qu'en  continuant 
les  opérations  conyenablement,  on  parviendrait  à  une  équa- 
tion T(n)3Ko,  dont  la  racine  positive  plus  grande  que  1, 
serait  égalera  un  nombre  entier;  et  toutes  les  réduites  consé- 
cutives étant  formées,  la  dernière  représenterait  la  vraie  va- 
leur de  la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  n"  334;  mais  c'est  le  «cul  qu'on  pourrait  employer 
si  Ton  supposait  que  quelques- uns  des  coefiiciens  fussent  irra- 
tionnels; car  la  méthode  ordinaire  n'est  applicable  qu'aux 
équations  dont  tous  les  cocfficiens  sont  c^^s  nombres  commen- 
surables. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
racines  exactement,  puisque,  d'après  sa  nature,  on  n'obtient 
les  valears  numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  frac- 
tions décimales. 

Nous  observerons  toutefois  que  l'application  simultanée  des 
deux  méthodes  à  une  mène  équation,  p^it  abréger  beaucoup 
les  calculs.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d'abord  employé 
la  méthode  des  £racti<nis  continues,  pour  obtenir  chacune  des 

racines,  à  —  et  même  i  • —  près,  rien  n'empêche  d'ayoîr  en- 

34 
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suite  recour»  à  U  méthode  de  Newton ,  pour  obtenir  un  plos 
grand  degré  d'approximation. 

Enfin  nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sur  les 
méthodes  d'approximation ,  à  Texcellent  Traité  de  la  réso- 
lution des  Équations  numériques*  Nous  indiquerons  encore  l'oa- 
yrage  déjà  cité  page  4969  et  ayant  pour  titre  :  ^om^elle  Méthode 
pour  résoudre  les  Équations  numériques  j'pairM,  Budan;  ainsi  que 
le  Supplément  à  l'Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres^  par  Le- 
gendre,  ouvrage  dans  lequel  ce  géomètre  fait  connaître  une 
nouvelle  méthode  qui ,  dans  certains  cas,  est  plus  simple  et  plus 
expéditive  que  celles  de  Lagrange  et  de  Newton. 

SECONt)S  PARTIS.  Cas  6Ù  la  différence  entre  deux  racines 
réelles  d'une  équation  peut  être  mxfindre  que  l'unité  (n*  34o). 

35o.  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  con^ 
sécutifs,  compris  entre  les  limites  +L  et  -—  L',  on  obtient  au- 
tant  de  changemens  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  d^ré 
de  l'équation,  il  est  clair  que  toutes  les  racines  de  V équation 
sont  réelles^  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  dif~ 
férente.  i 

Mais  si  le  nombre  des  changei^iens  de  signe  est  moindre  que 
le  degré  de  la  proposée,  cela  peut  provenir  ou  de  ce  que 
l'équation  a  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires  ^  ou 
bien,  de  ce  que  plusieurs  racines  incominensurahles  sont  conoi- 
prises  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs.  En  effet,  on  a 
TU  (n**  319)  que  deux  nombres  qui ,  substitués  dans  le  premier 
membre  d'une  équation ,  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires, peuvent  comprendre  un  nombre  impair  quelconque  de 
racines  réelles,  et  que  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats 
de  même  signe,  peuvent  en  comprendre  un  nombre  pair  quel- 
conque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  pouà'  racines,  |/a 
et  V^3,  nombres  compris  entre  i  et  2,  il  arriverait  que  i  et  21, 
substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des  résultats  de  même 
signe. 

Pareillement,  qu'une  équation  ait  pour  valeurs  |/it^  V^^> 
V^i5,  qui  se  trouvent  compris  cnt4*e  3  et  4;  ces  deax  derniers 
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nombres  substitués  donneraient  des  résultats  de  signes  dif- 
férens. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre 
du  évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée ,  et  qu^elle 
aurait  rîi:ux)nvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

Cet  inconvénient  disparaîtrait,  si  l'on  pouvait  déterminer,  à 
priori^  une  quantité  i",  numériquifeoient  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des 
racines  réelles  d^une  équation  proposée.  Car  en  mettant  cette 
quantité /"  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  successives , 
il  est  évident  que  deux  nombres  qui  auraient  entre  eux  la  diffé- 
rence J",  et  qui,  étant  substitués,  donneraient  des  résultats  dé 
signes  contraires,  comprendraient  une  racine  et  n'en  compren- 
draient qu'une^  s'ils  donnaient  des  résultats  de'  même  signe^  ils 
ne  comprendraient  aucune  racine;  c'est-à-dire  qu alors  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  serait  égal  au  nombre 
des  change  mens  de  signe. 

35 1.  Voyons  donc 's'il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  dé- 
terminer la  quantité  ^.  Or  cela  est  facile  d'après  l'équation  au» 
carrés  des  différences* 

£u  effet,  désignons  par  X  =  o  l'équation  fNroposée>  et  par 
Z  =  o  Téquation  aux  carrés  des  différences ,  équation  que  nous 
avons  (n***  290  et  812)  appris  à  former. 

Remarquons  d'abord  que ,  le  carré  de  la  différence  entre  deux 
racines  réelles  quelconques  de  la  pr^osée  étant  positif,  on  ne 
doit  chercher  les  carrés  des  di&'érences  entre  les  racines  réelles 
que  parmi  les  racines  positives  de  l'équation  Z  =  o.  (  Ses  ra» 
cines  négatives  correspondent  à  des  différences  entre  des  racines 
imaginaires,  ou  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire.) Donc,  si  l'on  cherche  la  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  l'équation  Z  =  o,  et  qu'on  en  extraie  la  racine 
carrée,  on  sera  certain  d^avoir  une  quantité  moindre  que  la  plus 
petite  différence  entre  deux  racines  réelles,  de  la  proposée 9 
c'est-à-dire  la  quantité  cherchée  ^. 

34.. 
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Pour  obtenir  cette  limite,  il  faut  (p?  325)^  poser  2  =  -  dans 
Z  =  O9  ce  qui  donne  la  transformée  Y  =  o.  Soit  /  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  V  =  o,  >  sera  la  limite  in- 

férieure  de  Z  c=  o;  ainsi  --rt  est  la  quantité  ^  qu'il  s'agissait 

yi 

de  déterminer.  I» 

Lorsqu'on  recherchant  la  limite  /  la  plus  resserrée  possible 

(par  la  méthode  de  Newton  ou  celle  des  décompositions,  n"  323), 

on  trouve  /<  i ,  il  en  résulte  -77  ou  J^>  i  ;  et  cela  indique 

y  i 

que  ia  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  est  plus 

grande  que  l'unité*  Dès  lors ,  on  est  certain  que  le  nombre  des 

racines  réelles  de  la  proposée  est  q^l  au  nombre  de  change- 

mens  de  signe  qu'on  ayait  d'abord  obtenus  par  la  substitution 

des  nonibres  entiers  consécutifs. 

Maïs  ordinairement ,  on  trouve  /  >  i ,  d'où  -rr)  ou  ^  <  i .  Dans 

ce  cas  y  comme  ^l  est  en  général  incommensurable,  il  convient 
de  remplacer  ^l  par  le  nombre  entier  k,  immédiatement  supé- 
rieur, ce  qui  donne  -  ^  — t>  et  à  plus  forte  raison ,  j  moindre 
que  la  plus  petite  des  différences  entre  les  racines  réelles.  On 
pourrait  donc  mettre  t  pour  intervalle  entre  deux  substitu- 
tions consécutives;  c'est-S-dire  qu'en  substituant  dans  X  =  0, 
la  suite  des  nombres 

o,j,   ^   ...    I,    1+^,    ï+j 2,2  +  ~....,usquaL, 

elo,  —  T,  — T —  ï jusqu'à  — L, 

on  obtiendrait  autant  de  changemens  de  signe  que  l'équation 
doit  avoir  de  racines  réelles. 
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Mais  on  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  frac- 
tionnaires par  la  transformation  suivante  :  Posons  dans  l'équa- 

tien,  a: S'Y  ;  il  en  résulte  (  n®  280  )  une  équation  dont  les  racines 

sont  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  consé- 
quent, les  différences  entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles- 
mêmes  k  fois  plus  grandes  que  les  différences  correspondantes 
entre  les  racines  de  la  proposée;  en  sorte  que  si  o— ^6  désigne 
la  plus  petite  des  différences  relatives  à  X  =0,  comme  on  avait 

a  —  i  >  7 ,  il  en  résalle  ka  —  ifci  >  i .  Donc  la  nouvelle  équa- 
tion Y  =  o  est  telle,  que  les  dîfféreivces  entre  toutes  ces  racines 
réelles,  considérées  deux  à  deux,  sont  plus  grandes  que  l'unité. 
Donc  enfin ,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  suite  na- 
turelle des  nombres  o,  i,  2,  3...  et  —  i ,  —  2,  —  3..,,  compris 
entre  les  deux  limites ,  on  obtiendra  autant  de  changemens  de 
signe  que  Péquation  Y  t=  o  aura  de  racines  réelles.  (  Les  deux 
limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  +  i:L  et  —  kL\  si  +  L  et  —  L' 
désignent  celles  de  X  ^  o.  ) 

352.  Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 
Pour  mettre  en  évidence  tontes  les  racines  réelles  incommen- 
surables d'une  équation  X  =  o,  il  faut 

1**.  Former  l'équation  aux  carrés  des  'différences ^  Z  =:  o; 

2**.  déterminer  la  limite  inférieure  -  des  racines  positives  de 

l 

cette  dernière  équation  ;  si  cette  quantité  -  est  plus  grande  que 

t 

l'unité,  c'est  une  preuve  que  la  dififérence  entre  deux  racines 

réelles  quelconques  de  la  proposée  est  aussi  plus  iprande  que 

l'uulté;  dès  lors,  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs 

dans  la  pix>posée,  suffit  pour  mettre  toutes  hs  racines  réelles  en 

é\idence;  3**.  mais  si  l'on  a  7  ou  —j  <  i  ,  0»  remplace  — - 
par  7,  k  étant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à 
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^l^et  l^onfaUnzsz^  dans  h.  proposée  j  ce  qui  donne  nn€ 

équation  Y  =  o,  dont  on  reckercJie  toutes  les  racines  réelles^ 
d'après  la  méthode  exposée  dans  la  première  partie  de  ce  para* 
graphe. 

4^.  £n6n ,  Von  substitue  à  la  place  de  y  toutes  ses  valeurs  dans 

y 

la  relation  x=^^  y  et  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  racines  réelles 

de  la  proposée. 

N.  B,  Obserronsque  si ,  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles 
de  X=:  o  en  évidence^  on  a  été  obligé  de  la  transformer  en  une 
autre  dont  les  racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la 
•proposée  ^  ces  dernières  sont  déjà  obtenues  à  une  fraction  près 

T-  Cela  résulte  évidemment  de  la  relation  x  =|;« 

353.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 
Soit^  en  premier  lieu  y  l'équation 

x^  —  6x  —  7  =  o.  V 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont, 
comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer ,     +3,  —  2.         • 

Or ,  en  substituant  les  nombres -j-  3,  -|-2,+  i,o,  —  i,  — a, 

on  trouve  pour  résultats ^  +  2>  —  *'  >  —  12,  —  7,  — 2,  —  3; 

et  l'on  voit  que  +  3  et  +  2  sont  les  seuls  nombres  qui  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires.  D'om  l'on  peut  conclure  qne 
l'équation  a  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires^ 
ou  bien ,  que  ses  trois  racines  sont  réelles j  mais  que  leurs  diffé^ 
rences  deux  à  deux  sont  ^moindres  que  V unité. 

Pour  faire  cesser  toute  incertitude ,  formons  l'équation  aux 
carrés  des  différences.  On  a  trouvé  (n^  289)  pour  cette  équation, 

^3  —  36a»  +  324*  +  459  =  0. 
Faisons^  dans  cette  équation  ^  &  =  -  ;  il  en  résulte 
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,  .  324    .       36       ,     1 
équation  ^ue  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

Orj  il  est  visible  que  v=r  ou  ^  -  donne  un  résultat  positif  ; 

ainsi,  la  limite  supérieure  /  des  racines  positives  de  cette  équa- 
tion étant  plus  petite  que  l'unité  ^  la  quantité  correspondante 

y  est  ^  I  ;  et  par  conséquent  les  diffèrencêg  entre  les  racinea 

réelles  de  la  proposée  sont  plus  grandes  que  l^ unité.  D'ailleurs, 
la  substitution  des  nombres  naturels  dans  la  proposée  n'a  pro- 
duit qu^un  seul  changement  de  signe;  donc  enfm  l'équation  pro- 
posée a  une  seule  racine  réelle,  qui  est  comprise  entre  a  et  3. 

Calculons  la  partie  plus  petiteque  l'unité,  decette  racine,  par 
la  méthode  de  Lagrange. 

x'  —   ôjt  —  "^    =  o. 

i'*  transformée    i  ly^  —  6y*  —  6y  —  i  =  04 
^    =    I    donne  —  2, 
y   =   2  .  .  .  .  +  5i , 

2*  transformée       ny'^ — \Sy — 27^'—  11  =?o, 

ou  bien,       ,    y^'^y' — *5) — ^']y^^  n  rroj 
jr'  =   8  donne  —  i63, 
y  =   9.  ...  —  II, 
)/  =  io.  .  .  .  +21,9» 

/=  9  +  ^; 
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ou  y\i  ly"— 189)  —  39/— 2  =  o  ; 

t'  =  17  lionne    —  1^43, 
y"  =  18  •  .  .  .    +  aai2, 

y  =  'i  +  j.. 

Rapprochons  les  équations 

on  obtient  la  fractiun  continue 

I 


x=  2  4- 


.  +  ^ 


9  +  7^' 


.  1  .  ,  2    3    20    4q6 

dont  les  réduites  sont -,  -,  -^,  -^2_ 

1     1'   10     171 

et  la  dernière  ^  -^,  conTertîe  en  décimales ,  donne  2,9005  pour 

la  valeur  Ae  x  k près. 

loooo  ^ 

^  Foyez  le  n°  348 ,  011  cette  équation  a  déjà  été  traitée  par  la 

méthode  de  Newton.)' 

354.  Soit  pour  second  exemple,  l'équation 

8x^  — 6x—  1=0...  (1). 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont 
4- 1  et  — 1. 

Faisant,  dans  cette  équation ,  j;=  +  i,  0,-^1,  on  trouve 
pour  résultats. '.  .  .  .  .  -f*  i  >  "—  *  >  — 3  j  la  substi- 
tution ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe  ;  ainsi 
nous  devons  avoir  recours  à  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. 
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Si  l'on  forme  cette  éq nation,  soit  par  la  méthode  d'élimina- 
tion (n®  290)^  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n°  S 12),  on 
troave  pour  résultat , 

64«3  —  288s*  +  3a4a  —  81=0. 

Posons  is=3-:  il  en  résulte 

SiiA—  324^/*  +  288»^  —64  =  o , 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

8if/*(f,  — 4)  +  32(9i'— 2)  =  o; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  ,3  est ,  en  nombres  entiers ,  la 
limite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positi\es;  ainsi 

rona/=3;d'oùi  =  i€t^=^. 

Remplaçant  V/3  par  le  nombre  entier  2 ,  immédiatement  su- 
périeur, on  obtient  -  pour  la  quantité  raoindre«que  la  plus  pe- 
tite différence  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la 
proposée. 

Faisons  donc,  conformément  à  la  rëgle  du  n°  352^  x=^ 

dans  la  propoiée;  on  obtient 

^  — 3y— 1=0 (3), 

équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une 
différence  plus  grande  que  l'unité. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  étant 
d'à  illeurs +  2  et  —2,  il  suffit  de  faire,  dans  l'équation  (3)... 

j-=ac4-a,  +  i,o,— I,— 2, 
ce  qui  donne  les  résultats. ...  +  ^  t  "^^j —  '  >  +*  > — ^  *» 

on  obtient  évidemment  par  ces  substitutions  trois  changemens 
de  signe.  Ainsi,  l'équation  (3)  a  trois  racines  réelles,  l'une 
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comprise  entre  i  eta,  une  autre  entre  o  et — i,  et  la  troUîëme 
entre  —  i  et — x 

Donc  enfin,  l'équation  (i)   ^  elle-même  ses  troU  r«cimes 

réelles,  Pune  comprise  entre-  et  i,  la  seconde  entre  o  et  -<^  -, 
la  troisième  entre  —  -  et  —  i . 

2 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera 
d'abord  à  l'équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  d'approxima- 
tion; après  quoi  l'on  substituera  les  valeurs  de  y  obtenues, 

dans  la  relation    x  =  ',  et  l'on  obtiendra  les  Taleurs  de  x 

correspondantes. 

On  trouvera  par  ce  moyen 

pour  l'équation        j^_3y-^i=o  <j'=  —  o,  3474  » 

l^  =  — i,53ao, 

{x=  0,9397, 
a?=  — 0,1737, 
x= — o,766o« 

Ces  valeurs  sont  exactes  à  0,0001  près. 

355.  Première  remarque»  La  méthode  exposée  n*  35a  pour 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables,  lorsque  les 
différences  entre  les  racines  peuvent  être  plus  petites  que 
l'unité,  ne  saurait  être  appliquée  à  une  équation  renfermant 
des  racines  égales. 

En  effet,  supposons  que  l'équation  ait  deux  racines  réelles 
égales  à  a  -y  comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu'un  seul 
et  même  nombre,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre 
deux  nombres  substitués ,  quelque  petite  que  soit  la  différence 
de  ces  derniers  nombres.  Ainsi,  ces  nombres  qui  comprennent 
deux  racines,  devront  (n®  317)  donner  deux  résultats  de  piême 
signe,  aussi  bien  que  deux  nombres  qui  n'en  comprendraient 
pas.  Si  l'équation  pouvait  aToir  trois  racines  égales  à  a,  les 
deux  nombres  qui  les  comprendraient  donneraient  deux  ré- 
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sultats  de  signes  contraires ,  auçsi  bien  que  deux  nombres  qui 
comprendraient  une  seule  lois  cette  racine,  Obserrons  d'ail-* 
leurs  que ,  Véquatiou  X  =  o  ayant  des  racines  égales ,  l'équa* 
tion  aux  carrés  des  différences,  Z  =  o,  aurait  nécessairement 
des  racines  égales  à  o-,  et  alors  la  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  celte  dernière  équation  serait  o;  c'esl-à-dire  qu'il 
faudrait  mettre  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions  y  ce 
qui  serait  absurde. 

Concluons  de  là  qu'avant  d'appliquer  la  méthode  du  n^  352, 
il  est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales 
qu'elle  peut  avoir  (voyez  n^  296). 

356.  Seconde  remarque.  Ce  que  nous  Tenons  de  dite  suffît 
pour  faire  sentir  combien  l'application  de  la  méthode  du 
n®  352^  à  des  équations  particulières,  est  laborieuse,  puis- 
qu'elle suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales.,  la 
formation  de  l'équation  aux  carrés  des  différences,  Or^  dès 
que  la  proposée  est  d'un  degré  supérieur  au  4*>  les  calculs 
relatifs  à  la  détermination  de  cette  dernière  équation  sont  im- 
praticables par  leur  longueur.  Il  est  donc  à  propos  de  faire 
connaître  quelques  circonstances  dans  lesquelles  on  peut  éyiter 
tou%  ces  calculs. 

1^  Si,  en  substituant  les  nombres  0,1,  a....,  —  i,  —  2, 
—  3.....  compris  entre  +  L  et  —  L',  on  obtient  autant  de 
cbangemens  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la 
proposée  9  on  est  certain  (n^  34 1  )  que  toutes  les  racines  de 
l'équation  sont  réelles j  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie 
entière  différente. 

2^.  Il  peut  se  faire  que^  sans  connaître  les  racines  d'une 
équation^  l'on  sache ^  à  priori^  combien  elle  doit  avoir  de  ra- 
cines réelles  (la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples).  Cela 
posé ,  il  se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  o,'i,  2....,  —  i>  — 2...) 
donne  lieu  à  autant  de  changemens  de  signe  que  l'équation 
a  de  racines  réelles;  dans  ce  cas,  toutes  les  racines  réelles 
sont  encore  mises  en  évidence,  et  chacune  d'elles  a  une  partie 
entière  différente. 
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Ou  bien,  le  nombre  des  changemens  de  signe  est  moindre 
quê  celui  des  racines  réelles.  Comme,  dans  ce  cas,  oa  est  as- 
suré d'avoir  laissé  écbapper  quelques  racines  dont  les  dîflc- 
rences  sont  moindres  que  l'unité ,  il  faut  lâcher  de  rendre  ces 
différences  plus  grandes.  Pour  cela,  on  fait  dans  la  proposée, 

^=^9  h  étant  une  indéterminée,  ce  qui  donne  la  trans- 

formée  T  =  o ,  dont  les  racines  sont  k  fois  plus  grandes  que 
celles  de  la  proposée  (  il  en  est  par  conséquent  de  même  6c6 
d jlTérences ).  On  donne  ensuite  à  k  différentes  valeurs.  Soit, 
en  premier  lieu,  i&=3;  substituant  dans  Y  =  o  la  série  de> 
nombre^i  naturels,  on  voit  si  le  nombre  des  changemens  de 
signe  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l'on  sait 
devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l'hypothèse  i&  =  3  ne 
réussit  pas,  on  fait  i&=  4»  5. . , . ,  jusqu'à  ce  qu'eoRn  l'uu 
obtienne  pour  la  transformée  correspondante  le. nombre  de 
changemens  de  signe  exigé  (*). 

2V.  B,  Il  faut  bien  observer  ici  qu'on  suppose  que  l'équa- 
tion ne  puisse  pas  avoir  de  racines  égales,  à  moins  qu'elles  uc 
soient  imaginaires. 

357.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  l'exposition  d'une 
méthode  pour  convertir  en  fraction  continue  V expression  d'ujit 
racine  de  degré  quelconque  d'un  nombre. 

Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  m'*'''. 

Si  l'on  pose     V/P  =  a:,     il  en  résulte     x" — Pi=o,     é<i «na- 
tion qui  n'a  évidemment  qu'zz/z^  seule  racine  réelle  et  positiit 
£n  lui  appliquant  la  méthode  dé  Lagrange,on  obtiendra  cctl 
racine  sous  la  forme  d'une  fraction  continue,  qui  exprimcrA 
alors  la  raAne  m^''"'  demandée. 

Soit,  par  exemple,  \/ii  à  développer  en  fraction  continue^ 
La  question  se  réduit  à  résoudre  l'équation     x^  —  11  =  0. 


(*)  P^ofez  mon  Trait<f  de  Géométrie  analytique,  pour  la  dctemùnatîon  > 
nombre  des  racines  réelles  d\mc  (5(][aa(Jon  par  des  intci'sections  de  courber 
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Comme  en  faisant  0;  =  2  et  orrs  3  dans  le  premier  membre, 
on  obtient  deux  résultats  de  signes  contraires,  — 3  et  +  iG,  il 
s'ensuit  que  la  racine  est  comprise  entre  2  et  3. 

Faisons  donc    x  =  a  H —  ;     il  vient  pour 

1"  transformée,  3j^  —  i2j*  —  6^^  —  .1  =  o, 

ou  bien,  ^y^{y  —  4)  —  ^y  —  1=0; 

^  =  4   donne   —  aS, 

:k  =  5 +44. 

d'où         .  jr  =  4  +  i,; 

2*  transformée 9   25 y ^   —  4^^*  —  ^^y  —      3  =  o, 
ou  bien,      ^  y »(25y  —  42)  —  24/  —       3  =  o; 

y  =  2 —  19, 

y  =3 +  222, 

d'où  y  =  2  +  ^.  ; 

3'  transformée,     lay'* —  108^»  —  lo^y'  —    25  =  o,   ' 
ou                              y'Cigy"— 108)— 108/  _    25  =  o> 
y  =  6 -467, 

y'  =  i -  +  444, 

d'où  j.»  =  6  +  -L. 

Ainsi  la  valeur  de  x  a  pour  expression , 

X=S2-t 

2H 

6+... 
hes  quatre  premières  réduites  étant 

2      9      20       129 

T'    4'    ■^'    Ig-' 


! 
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la  quatrième ,  convertie' en  décimales ,  donne  a^a^^  à  0,601  | 

près,  puisque  Ton  a  éyidemment     7^â\t  ^ • 

3 
Cette  Taleur  de  V/i  i  est  un  peu  trop  forte. 

358.  Nous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  dére- 
lopper  toute  espèce  de  nombre  incommensurable  en  fractîoa 
continue.  Ce  moyen  suppose  que,  de  quelque  manière  que  ce 
soit  y  on  ait  la  possibilité  d'extvaire  de  ce  nombre  la  parût 
entière  qui  s'y  trouye  contenue.  . 

Cela  posé ,  soit  A  le  nombre  proposé ,  et  désignons  par  a  sa 
partie  entière.  Si  du  nombre  A  on  retranche  a,  la  différence 

A  — a  est  plus  petite  que  l'unité;  donc  -r est  un  nombre 

plus  grand  que  l'unité;  qui  peut  être  désigné  par  B. 

(  De  la  relation    -r =  64     on  tire  d'ailleurs 

^  ,     A — a  ^ 


A=<.+i.) 


Soit  maintenant  b  la  partie  entière  de  6 ,  partie  que  Ton  est 
censé  savoir  déterminer;  la  différence  B  -^  &  est  une  fraction, 

et  par  conséquent  »  ^       ,  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité, 

qui  peut  être  désigné  par  C. 

f  De  la  relation     „ .  =  C ,    l'on  tire     B  =d  +  ^.  J 

Soit  encore  c  la  partie  entière  de  C  ;  la  diflerence  C  —  c  e»t 
une  fraction;  ainsi  p-^ —  est  un  nombre  plus  grand  que 
l'unité ,  qui  peut  être  représenté  par  D. 

(  La  relation    -^  ^       ±=D     donne     C  =  c  +  —•    } 

Et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations 
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il  ea  résulte    A  =  ûH ■ 


359,  La  méthode  exposée  en  Arithmétique,  pour  le  dévelop- 
pement en  fraction  continue  des  nombres  fractionnaires  com- 
mensurables>  est  un  cas  particulier  de  celle-ci. 

En  effet,  soit  Aœ  -^,  par  exemple. 
Pour  extraire  la  partie  entière  contenue  dans  ce  nombre,  il 
faut  effectuer  la  division,  ce  qui  donne  a=33  etA.—  a  =  — ; 

a'oi     -j-i-    oa    B=|2. 

A — a  80 

Opérant  sur  B  comme  on  a  opéré  sur  A,  on  trouve  b=i 

et    B-ft=^^,    d'où    g^    ou    C:=|. 

Opérant  sur  C  comme  on  a  opéré  sur  A  et  B ,  on  trouve  c  ss:  8 

et     C  — c=s=^;     d'où     ^     ou    D  =  §. 
9  C  — c  8 

Opérant  enfin  sur  D  comme  on  a  opéré  sur  A,  B,  C,  on  ob- 
tient    rf=i     et     D  — d=^;     d'où     gi—     ou     E  =  8. 
Ici  l'opération  s'arrête^  et  l'on  obtient  enfin , 


.+  -^ 


8  + 
Ceci  ooadalt  évidemment  au  procédé  établi  {Atith.  n'  167). 


■+è- 
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36o.  La  même  méthode  s'applique  aux  irrationnelles  du  se- 
cond degré;  maïs  SI  faut  y  joindre  les  transformations  ùidi- 
quées  n**  91. 

Soit, par  exemple,  A=:  (/G. 

]1  est  évident  d*abord  que  ce  nombre  est  compris  entre  2  et 

3;  ainsi,  Ton  a   a=sa;    d'où    A— a=:  |/6— 2,    et     7 

A— a 

_  I 

ou     B  =  — Ts . 

V/6  —  a 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B^  obserTons 
que  rpn  peut  (n^  gi)  multiplier  les  deux  termes  de  — ^        par 

^/6  +  2,  ce  qui  donne  B  = .   Or,  le  numérateur  de 

cette  expression  est  évidemment  égal  à  4  pins  une  fraction; 
doDC,  la  partie  entière  de  6,  ou  i  =  2,  et  par  conséquent, 

B-.ft  =  — ^j 2  =  — I— >    dou    g— j,     ou.... 

c=     "• 


V^6— 2 

Opérons  maintenant  sur  C  comme  on  a  opéré  sur  B  ;  il  Tient 
^_^CkPJi£;^  ou  bien,  C=  V/6  +  2.  La  partie  entière  de 

ce  nombre  est  égale  à  4>  <-*t  l'oQ  a  c  =  4,  d'où 

C  — c=:  l/6  +  a  — 4=1/6  —  ^i  et  par  conséquent,  — 


ou 


-^/6  — 2* 

Sans  aller  plus  loin,  observons  que  cette  expression  de  D 
est  identique  avec  celle  de  B;  donc,  puisque  Ton  a  tronvé 

B  =  2  4-  ^  et  C=4  +  g,  on  obtiendra  de  même,  D==3  2  4-^., 
E=  4  +  p  '»  et  ainsi  de  suite. 
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Donc  enfin ,     y^6ss  %  -| 


a  + 


4  + 


a  +  " 


4+.... 

Â  partir  àe  la  troiaième  fraction  intégrante ,  ^«  dénomUuiteuTê 
se  répètent  périodiqtAemené  de  deux  en  deux. 
On  trouverait,  d'après  le  même  procédé, 


V  2  =  I  H 1/6  =  2  + 


2  + :  4  + 


a+1^  44.  L_ 


Tous  les  nombres  irraticnnek  du  second  degré  jouissent  de 
cette  propriété  curieuse,  de  donner  naissance  k  de%fractionê 
continues  périodiques»  Nous  ne  pouvons  en  donner  ici  la  dé* 
monstration,  parce  qu'elle  dépend  de  Vanalyse  indéterminée  du 
second  degrés  pour  laquelle  nous  avons  déjà  (n®  142)  renvoyé 
à  la  Théorie  des  Nombres^  de  Legendi*e. 

La  réciproque  est  vraie  aussi,  c'est- à-^ire  que  toute  fraction 
continue  périodique  appartient  à  un  nombre  irrationnel  du  se- 
cond degré, 

S  IV.  Suite  de  V Élimination. 

36i.  Aprèsavoîr  fait  connaître  les  différens  moyens  de  résoudre 
(du  moins  en  nombres  réels)  les  équations  d^ un  degré  quel- 
conque à  une  seule  inconnue,  il  convient  de  s'occuper  de  la 
resolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  à  celui 
des  inconnues,  elles  n'admettent,  en  'général,  qu'i^Ti*  nombre 
limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  ces  inconnues.  Or,  la  déter- 
naî  nation  complète  de  tous  ces  systèmes  constitue  le  problème 
général  de  Véliminaiion. 

Nolis  avons  déjà  exposé  (n®  282  et  suivans)  une  partie  de  oe 

35 
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problème,  celle  qui  a  pour  objet  Ae  former  V équation  finale , 
c*est-4edire  une  équation ,  fonction  d^une  sede  des  inconnues, 
qui  donpe  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue,  propres  à  Téri* 
fier  les  équations  proposées ,  en  même  temps  que  certaines  Ta- 
leurs  des  autres  inconnues. 

La  seconde  partie  consiste  à  réêoudre  If  équation  finale  et  à 
déierminer  leH  valeurê  des  autres  inconnues,  correspondantes  à 
eelles  de  l* inconnue  qui  entre. dans  cette  équation. 

Nous  considérerons  pins  partîcuKèrement  ici  le  eas  de  deux 
équations  à  deux  inconnues, 

362.  Avant  d'entrer  danr  tous  les  détails  relatifs  à  la  seconde 
partie  de  Tel  î  minât  ion ,  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  la  ma- 
nière dont  on  forme  l'équation  finale. 

Lorsqu'on  emploie  la  méthode  par  le  commun  diviseur,  pour 
éliminer  l^une  des  inconnues,  on  parvient  bien  à  une  équation 
qui  renferme  toutes  les  valeurs  conpenables  de  l'autre  inconnue  ; 
mais  cette  éqttation  contient  aussi  généralement  des  valeurs 
étrangëres  \  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  ac- 
tuellement 

(Pour  abréger,  nous  conviendrons  d'appeler  solution  de  deux 
équations  en  x  tX.  y  y  tout  système  de  valeurs  de  x  et  7  qui , 
substituées  dans  ces  équations  ,  y  satisfont ,  c'est-^-dire  qui 
rendent,  les  premiers  membres  identiquement  nuls,) 

363.  Soient  donc  deux  équations  d'un  degré  quelconque ,  At=ro, 
B-=:o',  et,  après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rap- 
port à  X,  par  exemple,  appliquons- leur  le  'procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur,  avec  les  modifications  qui  ont  pour 
objet  de  rendre  les  quotiens  et  les  restes  entiers.  (Nous  suppose- 
rons d'ailleurs,  pour  le  moment,  que  dans  le  cours  du  calcul, 
on  ne  supprime  aucun  facteur  fonction  de  ^;  car  on  verra 
plus  lard  que  ces  facteurs  égalés  à  o ,  peuvent  donner  des  va- 
leurs convenables.) 

Désignons  par  a,  û',  a*, . . . .  les  difiSrens  facteurs  introduits  ; 
ces  Oicteurs  étant,  en  général,  des  fonctions  de  j*;  soient  en 
outre,  Q,  Q',  Q^,. . . .  R,  R',  R*,. . . .  les  quotiens  et  les  reste» 
suGci^ssiis. 
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La  Aérie  des  opératkms  donaeni  lieu  au  identitéi  lumntes^ 

oA  =  BQ  +R (i), 

a'B  =  BQ'+R'.  .  .  .  (a), 
c*R=R'Q'+R; (3), 


aWRC— •)  =  R(— ')QC»)+R« (i»)j 

(R(*^  est  supposé  lé  peste  iudcpeiMlaot  de  dp  et  fosetum  de  y 
seulementr) 

Cela  posé,  l'identité  (i)  fait  Toir  que  tomie  solution  (n^  36a) 
du  système  [Aso,  B=:o]9  satisfait  nccessa iranien t  â  R  t=  o; 
car  a  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y  y  ne  peuvent 
devenir  infinis  pour  des  valeurs  particulières  attribuées  à  x  eiy. 
Ainsi  les  solutions  du  système  [A  =  o^  D=o]  conviennent  au 
système  [B = o ,  R = o] . 

L'identité  (a)  prouve  également  que  toute  solution  du  sys- 
tème [B  =  0,  R  =  o]  ,  satisfait  à  R'=a^  d'où  l'on  peut  conclure 
que  les  solutions  du  système  \\k  =^  o^  B  ss  o]  conviennent 
encore  au  système  [R  =o ,  R'=  o]. 

.  L'identité (3) démontreque  toute s^ktàon eu sysihae  [E«bO| 
R=o]  satisfaite  R'sov  Donc,  les  solutions  de^Asao^  B«ra] 
conviennent  au  nonveau  système  [R'ssoy  R''s&o].  Et  ainsi 
desuita 

D'où  il  suit  enfin ,  que  toutes  les  solutions  du  système  pro^ 
posé  [A:=o,  Bbso]  se  trouifênt  nécessairement  comprises  dans 
U  demUr  système  [RC»-0  =  o,  RWaao]. 

Ainsi  l'équation  &(")  ss  o  renferme  toutes  les  valeurs  cornue  • 
nahUs  de  y. 

Je  dis  maintenant  qu'elle  peut  renferawr  des  valeurs  étraii'^ 
gères. 

Pour  cela,  reprenons  les  identités  (i) ,  (a) ,  (3)  .  .  .  •  (/t). 

On  reconnaît,  par  l'identité  (i)'q»e  tonte  sokitioB^tt  sj^ 
tièmç  [Bssso,R=o],  satisfait  à  aA&so»  Or,  cette  dernière 
équation  se  divise  eipi  deux  autres,  assso  et  A=?:o;  dV^ii  il  suit 

35.. 
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que  les  solutions  cle[Bt=:o,  Rk:o]  comprennent  non-seule- 
ment les  solutions  du  système  proposé  [A==o,  Br^o],  mais 
encore  toutes  les  solutions  du  système  [a=  o,  B=o]. 
>  De  même ,  à  cause  de  Fîdentité  (2)  y  toute  solution  de  [R=o, 
R'=  03  9  satisfait  à  a^B  =  o ,  qui  peut  être  décomposée  en  deux 
antres  équations  a'  =:  o  et  B  =  o  ;  donc  ,  les  solutions 
de  [R=o,  R'=o]  comprennent  les  solutions  du  système 
[B  =  o,  R=  o],  et  celles  du  système  [[a'  =3  o  ,  R  =  o].  Mais 
on  vient  de  voir  que  le  système  [[B=o,  Rzso],  renferme 
déjè  toutes  les  solutions  des  deux  systèmes  (^A  s=  o  ^  B=o]] 
et  [a=o,  B=o].  Donc,  le  système  [R=o,  R'=o],  ren- 
ferme tontes  les  solutions  des  trois  systèmes 

[A=o,  B  =  o],  [a=so,  B=o3,  [a'=o,  R=o], 

En  continuant  ces  raisonnemens  on  Terra  que  le  dernier 
système  d'équations  [RC*— 0=o,  R(")= o^  comprend  non-seule- 
tiient  toutes  les  solutions  du  système  proposé  [A  =  o  ^  B=  o]  » 
mais  eucore  toutes  les  solutions  des  systèmes 

[û  =  0,  B=o],  [i/cao,  Rs=o]. . .  .[aC»)=  o,  RC— 0  —  o]. 

364>  Si  l'on  était  certain  qu'en  substituant  dans  Péquation 
B  b:o  >  chacone  des  râleurs  de  j  que  donne  a  ss  o ,  on  pût  tirer 
du  résultat  de  cette  substitution,  une  ou  plusieurs  valeurs  de  jt, 
toutes  les  solutions  qu'on  obtiendrait  ainsi ,  se  trouveraient  dans 
j;aC»-0=s  o,  R»=so]  et  seraient  étrangères  à  [A=s  o,  8=0] . 
I>ès  lors,  pour  débarrasser  R^"^e=odes  valeurs  dey  corm- 
pondantes  à  ces  Boluiiona  étrangères j  il  suffirait  de  diviser  RC*> 
par  a,  qui,  comme  on  Fa  dé}è  vu»  n'est  fonction  que  de  jr. 

Même  raisonnement  par  rapport  auxautres  facteurs  a',  a*. .. , 
introduits  dans  le  cours  du  calcul. 

Il  suit  de  là  que,  êifondêuisait'R^'^'>par  le  produit.  ....... 

a  X  a'  X  a*. ...  X  aC«),  le  quotient  résultant  égalé  à  o^  t^eroit 

la  véritable  équadon finale. 

Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi,  parce  que  tiflle  valeur  de 
y^  tivt'edc  a  =10,  laquelle,  dans  tous  les  cas,  doit  anéantir  le 
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ooelBcient  du  premier  terme  de  B,  p€$ut  auni  anéantir  Jes  ooef* 
ficiens  des  puissances  inférieures  de  x  jusqu'à  la  première  in- 
clusivement; et  dans  oe  cas,  il  n'y  aurait  aucune  Taleur  de  x 
correspondante. 

365.  L'exemple  sui-vant  édaircira  oe  que  nous  Tenons  de 
dire. 

Soit  proposé  ^éliminer  entre  les  deaz~éqttations 

yx*-3yx-.y +a= o. (0, 

Pour  éliminer  x  entre  ces  deux  équations,  il  faut,  en  prenant 
le  polynôme  (i^  pour  dividende ,  et  le  polynôme  (a)  pour  divl* 
seur,  il  faut ,  dis-je ,  multiplier  (  i  )  par  le  facteur  y — 3j^  +  2 , 
coeOicient  du  premier  terme  du  diviseur. 

Cette  préparation  faite ,  on  effectue  la  division,  oe  qui  donne 
pour  reste , 

(_3/^.8y— 5y)a;+ay4+a/— 6y  +  4---  (3). 

Prenons  maintenant  le  polynôme  (a)  pour  dividende  et  le 
reste  (3)  pour  diviseur. 

Comme  le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste,  savoir  : 

rerient  k  —    /(3y*— Sj^+S), 

ou  bien  encore,  à       —  ^(y  — »)  (3y— 5), 

et  que  le  coeEBcient  du  premier  terme  du  polynôme  (a),  MToir  ' 

peut  se  Jccomposer  en  (  J'  —  i)  iy-^  2) , 

il  s'ensuit  que ,  pour  obtenir  des  quotiens  et  des  restes  entiers, 
il  suffît  de  multiplier  le  polynôme  (a)  par^  {y  —  1  ){3y — 5)* . 
Effectiiant  cette  multiplication,  pais  la  division  du  poly*- 
nome  (2)  ainsi  préparé,  par  le  reste  (3),  on  obtient  un  <rr- 
tain  quotient  qu'il  est  inutile  d'écrire  ici  ;  et  le  dernier  r^ertëj 


«'catrJHJHrd  k  polynôme  indépeadant  de  jt,  ^alé  à  o,  donne 

ayy**— iS6y9  +  ai4j' —  iiay'+65y^ — looy^)  .rx 

4.Soy  — a4y^   +  i2oy— iiay +3a.., |— o...(4). 

Yojox^  maintenant  quels  peuvent  être  les  faotenrs  étrangers 
renfermés  dans  cette  équation. 

i^  Ck>mme  on  a  multi(dié  le  premier  membM  de  Féqaa- 
tion  (  I  )  par  le  facteur  J*  —  3y  +  îj  ,  qui ,  étant  décom- 
posé/revient  à  (y  —  i)  (j^  — 2),îl  s'ensuit  que  Péquatîon 
(4)  peiit  contenir  comme  facteurs  étrangers  les  deux  biiiome$ 
y— I  etj^— a. 

Cependant,  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  équation  n'est  pas 
satisfaite  par  yssi,  mais  qu'elle  l'est  parj^B=a^  le  quotient 
de  la  division  par^  —-  a  est  exact  et  égal  à 

-36^*+48y  — i6 (5). 

Pour  comprendre  comment  le  facteur  jf  —  i  ne  fait  pas 
partie  du  polynôme  (4)  i  il  suffit  d'obserter  quêtai  l'on  fait  y=i  i 
dans  l'équation  (a) ,  toutes  les  puissances  de  x  disparaissent ,  et 
alors  il  n'en  résulte  aucune  Taleur  correspondante  pour  or. 

Au  contraire,  soit  posé  ^^  =  2  dans  l'équation  (2);  elle  se 
réduit  h  x — 5=oi  d'où  a;i=5-,  c'esl-à-dire  que  les  denx 
équations 

y— Sj'  +  a— o, 
et  (^  — aj^  + a)  x'  +  Cj^  —  l);!:— 3^+1=0, 

admettent  pour  solution  mniquâ,  les  valeurs  x=:  5  et^=sa. 

L'équation  (4)  doit  donc  contenir  le  facteur  j^  -—  a,  qui 
correspond  k  cette  solution ,  mais  ne  peut  renfermer  le  facteur 
^  *-«  1 1  awquel  im  répond  aucune  solution. 

%^i  Dans  la  seconde  opération  principale ,  jponr  rendre  la  clî- 
vision  possiUe ,  on  a  introduit  le  facteur  y^  (y-*i)  (3j^— -5)*  • 

Mais  il  est  facile  de  reooBnaître  qu'aucun  des  facteurs  sina- 
pksy  iU»t  Si  compose  ce  produit  ^  ne  peut  entrer  dane  Téqoa- 


5 
tion  finale  ;  car  en  faisant  j-  =  o  ,   on  j^  =  i ,   ou  j  =  -  , 

dans  le  reste  (3)  ^alé  4o»  la  |iarlie  afibdée  de  or  duparaiti 
et  il  n'en  résulte  aucune  valeur  pour  x. 

En  général  9  l'introduction  du  facteur  a^"^  (n^  363)  dans  le 
reste  qui  précède  le  reste  du  i^*^  degré,  ti' influe  Jamais  sur 
l'équation  finale  j  parce  que  les  raleûi's  de  y,  tirées^  de  ce  fac*- 
teur  égalé  k  séro,  réduisent  le  reste  du  premier  degré  à  une 
quantité  numérique;  donc  il  ne  peut  y  avoir  aucune  valeur  de 
X  correspoodaiite. 

Traitons  encore  le  même  exeiftple ,  en  prenant  le  polynôme 
(a)  pour  dividende  et  le  polynôme  (i)  pour  diviseur. 

Il  faut  pour  cela  multiplier  (a)  par  y^,  coe£Rcient  du  premier 
terme  de  (i). 

Gela  fait;  on  effectue  la  diyision,  œ  qui  donne  un  certain 
quotient  et  un  reste  du  premier  degré ,  savoir  : 

(3/-8y4  +  5y»)»-îe^-ar'  +  6y~4..,.  (6). 

Prenons  k  son  tour  le  ff^k^ome  (i)  pour  dividende  et  le 
xesle  (6)  pour  diviseur. 

G>mma  le  ooefficienC  du  premier  terme  de  «e  feste  revient  k 

/(3y«-8y  +  5) 

oubîeuyà  ^^  (  y  -^  i)(3y'r^S)> 

et  que  le  coefficient  du  premier  terme  de(i)  est^^)  il  suffit  da 
multiplier  (i)  par  y^(y^^  ?)*(5y  — -.^^• 

Après  cette  préparation ,  on  eflectue  la  division ,  et Ton  ob- 
tient pour  reste  indépenclant  die  x,       ^ 

27^9  —  82y*  +  5oy  —  lay^  +  ^ly^  —  iSy^ 
—  6/  —  3ey«  +  48y   --  16;      : 

résultat  identique  avec  le  quotient  (5)  qu'on  avait  obtenu  et;i 
divisant  le  reste  (4)  par  le  facteur  ^  —  a. 

.  Ici  y  aucun,  des  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul 
ne  se  retrouve  dans  Téquation  finale  f  et  la  raison  en  est  ^e  le 
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facteur  ^^,  par  lequel  on  a  multiplié  (2),  étant  égalé  à  o, 
le  diviseur  (i)  se  réduit  k  une  quantité  indépendante  de  x; 
par  conséquent ,  il  n'y  a  aucune  valeur  de  x  qui  corresponde  k 

366.  Si  Ton  a  bien  compris  ce  qui  s'est  passé  dans  l'exemple 
précédent ,  on  entendra  aussi  facilement  la  Biais  suiyantb, 
pour  débarrasser  C  équation  finale  des  Jhctenrs  étrangers  qu*  elle 
peut  renfermer; 

Désignons  par  F(^)  l'un  quelconque  des  faetem*8  iobtidaîts 
dans  le  cours  du  calcul  »  et  par  « 

**»  +  cjr— *  +  rf:r»-*  + +  tç+  11, 

le  reste-dWiseur  qui  lui  correspond;  en  sorte  que  les  fiictenrs 
simples  de  FC^)  soient  des  facteurs  du  coefficient  b. 

Premièrement^  si,  comme  cela  arrive  le  plus  sourenti  F(^) 
est  immédiatement  décomposabif .  en  facteurs  simplfit,  on  éjgale 
chacun  d'eux  éo^  et  Von  en  tire  une  valeur  de  j, 

Lorsqu^aucune  de  ces  valeurs  li'^Méantit  a  la  fois  tous  les  coef- 
ficîens  b,  c^d.,..,  jusqu'à  t  inclusivement,  on  est  certain  que 
F(^)  se  trouve  tout  entier  dans  l'équation  finale,  et  l'on  diviee 
alors  le  premier  membre  de  cette  équation  par  ce  facteur, 
comme  étant  étranger. 

6i  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à  la  fois  b^  c, 
d,..<,t,  les  facteurs  simples  correspondans  ne  se  retrouvent  pas 
dans  l'équation  finale ,  qui  ne  renferme  de  facteurs  étrangers 
provenant  de  F(j^) ,  que  les  facteurs  simples  dont  les  valeura  ne 
rendent  pas  nulles  à  la  fois  bjC,  d,...U  On  divise  alorf  le pre^ 
mier  memJfre  de  V équation  finale  par  le  produit  de  ces  derniers 
facteurs^ 

Secondement^  si  l'équation  F(j^)s=:o,  tte  peut  pas  être 
immédiatement  résolue,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le 
cas  oh.  le  coefficient  b  est  du  3*  degré  ou  d'un  degré  supérieur, 
on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(y)  ft  tous 
les  coefficiens  b^  c^  d....t  {voyez  n^  262).  Si  Pon  n'en  trouve 
pas ,  on  peut  enconr  regarder  comme  certain  que  F(^)    se 
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trouve  tout  entier  dans  l'équation  finale,  et  onia  diêarraase  de 
ce  facteur. 

Mais  s'il  en  existe  nn  »  sott  F(^)  oe  facteur  commun ,  on 
divike  F{y)  par  F'(y),  ce  qnî  donne  le  quotient  F'(j'),  qui  est 
alors  le  seul  facteur  étranger  [provenant  de  l'inlroduction  da 
facteur  F(^)]  que  comprend  l'équation  finiJe.  Donc  il  faut  <f^ 
Iriser  le  premier  membre  de  cette  équation  par  F'(y). 

Ce  raisonnement  s'appliquerait  à  tout  autre  facteur  introduit* 

(Nous  n^examinerons  pas  ici  le  cas  oji  le  Aictenr  commun  à 
byÇj  d..,.t,9e  trouverait  aussi  dans  ii;  c^est  une  circonstance 
pour  laquelle  nous  renroyons  aux  n^  379  et  Sfti). 

On  voit  donc  qu'il  est  toujours  possible  de  dâiarrasser  Vé- 
quation  finale  des  acteurs  étrangers  qu'elle  peut  renfermer,  et 
cela,  sans  supposer  connue  aucune  des  métbodes  pour  résoudre 
une  équation  à  une  seule'  inconnue  (juoye:^  n®  a3â)« 

367.  Première  remarque.  La  méthode  d'élimination  par  le 
commun  diTisenr,  appliquée  à  deux  équations]  du  second  de- 
gré en  X  et  y,  conduit  toujours  à  la  véritable  équation  finale. 

En  efieti  on  a  vu  (n^  1 16)  que  deux  équations  de  cette  es* 
pëce  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

a»"-|-54f +  c  =  o,    et  aV-|-  b'x  +  c^=:o; 

a  ot  a'  étant  des  quantités  numériques. 

Gela  posé,  la  première  préparation  à  faire  subir  à  l'on  des 
poljnomefl,  se  réduisant  à  TintroductioD  d'un  facteur  numé- 
rique ,  ne  peut  influer  sur  l'équation  finale.  Quant  i  la  seconde, 
qui  consiste  à  multiplier  l'un  des  polynômes  proposés  par  la 
seconde  puissance  du  coefficient  de  x  dans  le  reste  du  i*'  degré 
a'x  +  b''  j  nous  avons  déjà  prouvé  (p?  365)  que  ce  facteur  in- 
troduit ne  pouvait  entrer  dans  l'équation  finale. 

Il  en  est  de  même  toutes  les  fois  que  l'une  des  équations  pro- 
posées est  du  second  degré  en  x  (quel  que  soit  d'ailleurs  le 
degré  en  y^,  pourvu  que  le  coefficient  de  x*  soit  une  quantité 
numérique* 

368.  Seconde  remarque.  Le  degré  ^e  l'écpiation  finale  à  la- 
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quelle  od  panrienl ,  £sil  souvent  recoonattre.  k  préMtiee  cle$ 
facteurs  étrangers.  En  effet,  on  a  démontré  (n**  3iS)  que  U 
elegrè  dé  l'Jqu^io»  fimale  né  saurait  surpaasêr  I0  produit  des 
d^gréê  des  deux  équations  proposées*  Si  donc  l'on  parrient  à 
une  équation  d'un  de|;ré  (ilua  élevé,  on  est  oeiiain  qu'il  y  a 
des  valeurs  étrangères.  Mais  de  ce  que  le  degré  est  ptédsé- 
ment  égal  au  produit  dea  degrés  des  deux  équations ,  on  m 
peut  pas  condnre  qu'il  n'y  a  pas  de  valeurs  étrangères;  car  la 
véritaUe  équation  finale  est  quelquefeis  moindre  que  le  pro- 
duit d«s  deux  degrék.  Il  peut  même  arriver  que  le. degré  soH 
nulj  c'est-à-dire  qu'il  n'y  ait  pas  d'équation  finale  («o^m  le 
"•374). 

En  général  9  U  dsgré  ds  f  équation  fimadé  sstégal  au  nombre 
nss  souiTKnrs  dont  Us  équations  sont  susosptibUs, 

36g.  Passons  actuellement  à  la  détermination  ds  fous  iss  sys- 
tèmes de  valsurs  propres  à  iférifisrdsuti  éqftotions  données. 
Soient,  pour  premier  example,  les  deux  éqiialions 

^aJ_3x+i=o....  (0, 
(^•— ,)a:*  +  x  — a  =  o (a). 

Après  avoir  introduit  dans  le  polynôme  (0  le  fitcteur. . . . 
(y —  i)*,  on  effectue  la  division,  et  Ton  trouve  pour  premier 
rpste 

Or*  -  1y  +  3)  *  -:r'  +  4y  -  '  •  •  •  •  C^>- 

Multipliant  ensuite  le  polpomc  (2)  par  {y  *—  5f  +  3)* 
et  divisant  le  résultat  par  le  reste  (3) ,  on  t)btîent  pour  le  reste 
fonction  de  y  seulement, 

j,5—  ,oy4  +  3^3  _  g^y.  ^  5ay._  i6_  _  (4j, 

Comme  pour  effectuer  la  première  opération ,  on  a  €té  obligé 
d'introduire  le  facteur  Çy — i)*,  et  que  y=  i,  substitué  dan» 
.  Téquation  (2),  donne  dr=2,  il  s'ensuit  que  ce  facteur  doit  en- 
trer comme  étranger j  dans  le  polynôme  (4)*' 

Divisons  donc  ce  polynôme  par  (y —  i)*  j  il  vient  pour  rè^ 
stthat, 
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y-.8y'  +  aoy-i6  =  o....   (S), 

équation  qui  est  la  véritable  équation  finale.  Si  l'on  applique 
a  cette  équation  la  méthode  des  racines  oonimensuraLles,  on 
trouve  pour  racîoea,    ^=>a»  y^sk^yctsj^ 

Pour  obtenir  les  trois  valeurs  de  x  correspondantes  y  il  liiuti 
oomine  oa  L'a  vu  (n^  ^85),  subttituier  chaoune  de  ces  valeurs 
dans  le  reste  du  premier  degré,  et  l'on  obtient  x^s:i,.x=^i 
jr  =  —  I }  c'est-à*dire  que  le»  équations  proposéta  .admettent 
trois  solutions,  dont  deux  sont  ég/ûe^  à  (ar  =  i ,  ^  sss  a)  ;  et  la 
troisième  est  (^  =8  —  i  jJ^ti^s 4). 

En  e£fet,  supposons  dans  les  équations  (i  )  et  (d)iy  =â  ^  il  vient 

2a^-^3x+i     et    x"  +  x  —  2, 

polynômes  qui ,  oomme  il  est  aîaé  de  s'en  assurer,  admettent  le 
commun  diviseur  x  —  i. 
Pareillement,  j  ^  4  substitué dai^  (i)  et <a),  donne 

4jt«s — 3x+t    et    3j:*4-*  —  a» 
qui  admettent  le  commun  diviseur  x+  u 
370.  Soient  encore  les  deux  équations 

X*  +(ay+4)^+j'*+4>^+3=o-  • W 

En  appKqoaBt  le  procédé  ordinaire ,  oa  obtient  pour  reste  da 
premier  degré, 

(3j^  +  3j)x  +  y5  +  6y  +  5jr (3), 

et  pour  reste  indépendant  de  x, 

r'  +  Sy^^yl-sy-ay^rîo (4). 

Cest  la  véritable  équation  finale  ;  car,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
u^  367,  l'équation  (2)  étant  du  second  degré,  et  le  coefiictent 
dex*  étant  numérique,  Piatroduction  d'où  facteur  dans  le  cour 
du  calcul ,  ne  change  rien  à  Féquation  finale. 


556  OOBfFLiMSNT  DB  L'AuMIUATIOir* 

Cela  posé,  si  l'on  r^ut  l'équation  (4),  on  reconnaît  facîle- 
ineot  qu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

.     yCy  +  ')'(y— O(y+a)=o. 

Considérons  d'abord  les  deux  yaleors  dej^  qui  n'entrent  qu'une 
fois  dans  cette  équation. 

Eq  faisant  ^=  i  dans  le  reste (3)  et  ^lant  ce  reste k  o, 
on  trouve  6r  4*  i  ^  =*  o  y  d'o il  l'on  déduit  x  =  •—  a  ;  c^est-^-dire 
que  le  facteur  x  +  ^  devient  commun  aux  deux  proposées. 

Substituant  de  même  jf  s=  —  a  dans  le  reste  (3) ,  on  obtient 
6r  +  6  =  o ,  d'où  X  =  —  i,j  donc,  ar  +  i  devient  diviseur 
commun  des  deux  équations. 

Mais  si  l'on  porte ^  =  o  dans  le  reste  (3)>  tous  les  termes 
de  ce  reste  disparaissent^  c^est-à-dire  que  l'on  trouve  o.a:=Oy 

d'oi  a;  =B  -• 
o 

Pour  ejtpHquer  cette  circonstance,  il  &ut  observer  que  rhj- 
pothise  y  b=  o  rendant  nul  le  reste  du  premier  d^gré  en  x ,  il 
est  à  pràumer  que  c^est  le  reste  du  éecond  degré  qui  devient 
dUfUeur  exact  des  deux  polynômes.  En  effet ,  remontons  à  ce 
reste  du  second  d^ré,  c'est-à-dire  à  l'équation  (a);  il  vient, 
par  la  substitution  de  y  =  o, 

a^^^x  +  Z. 

Posant  de  même  j^  :s  o  dans  le  premier  membre  de  l'éqna- 
tion  (i)i  on  trouve 

jc'+Sx*  — »— 3. 

Or  y  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  dernier  polynôme  est  divi- 
sible par  le  précédent,  et  donne  pour  quotient  x—  i. 
De  l'équation  x*  ^  4^  -f-  3  :=o,  on  tire  d'ailleurs 

x  =  — I,    xs=  — 3; 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de  x  correspondantes  ky  s=  o. 
11  reste  encore  à  considérer  la  valeur  y  =  —  i.  L'hypothèse 
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y =--^  1 1  introduite  dans  le  reste  (3),  anéantit  enoore  tous  les 

termes,  c'est-à-dire  que  l'on  trouYe  o.xssso,.  d'oii  x  =  — 

o 

Maïs  si  l'on  remonte  ao  diviseur  du  second  degré,  ou  à  l'é- 
quation (%)f  il  vient  par  la  substitution  de  ^  sa  — >  i , 

x*  +  ar=30, 
d'où  Ton  tire  xsso,    j?z=:  —  a. 

La  même  valeur  y  =  —  i  reportée  dans  (i),  la  réduit  à 
x^-f  6ir*+8j:c=:o, 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  -f>  2^>  ot  donne 
pour  quotient  x  -f-  4* 

Récapitulant  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  trouve ,  pour  les  so^ 
lutionê  des  équations  proposées, 

jr  œ        I,         a,         o,         o,  —  i,  —  i, 
X  =  —  a,  —  1,-1,  —  3,   *    0|  «—  a. 

3'ji,N.B»  Il  est  à  remarquer  ici ,  i^.  que  le  nomhre  de  solw 
lions  est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations^  a®,  que  cha- 
cuiiQ^des  valeurs  de^,  à  laquelle  il  correspond  deux  valeurs 
de  X ,  entre  deux  fois  dans  l'équation  finale. 

Ce  résultat  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit  n^  368 ,  sa- 
voir^  que  le  degré  de  Téquation  finale  doit  être  égal  au  nombre 
des  eoluUons  de  la  question. 

37a,  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner  étant  l'un 
des  plus  importans  de  l'élimination,  nous  allons  entrer  dans 
quelques  détails  à  ce  sujet. 

Toutes  les  fois  que  la  substitution  de  l'une  des  valeurs  de 
l'équation  fiuale  en  y^  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x, 
anéantit  tous  ses  termes,  c'est  une  preuve  certaine  qu'à  cette 
valeur  de  y  il  correspond  plus  d'une  valeur  de  x,  ou,  ce  qui 
i*eTÎeot  an  même,  un  commun  diviseur  des  deux  proposées, 
d'un  d^ré  supérieur  au  premier. 

Pour  obtenir  ce  commun  diviseur,  on  les  valeurs  de  x  cor- 
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respondaates  à  la  ?«kur  de  y,  s/  J^ni<  la  êuiêiUmer  deou  k 
reste  du  second  degré.  Si  tous  les  termes  de  œ  refle  s'éiranonî»- 
sent  encore ,  on  remonte  au  reste  du  3*  degré,  et  ainsi  de  suite ^ 
jusqu*à  ce  qu*ùn  en  tromfe  un  dont  tous  ieà  termes  ne  sUveunouis» 
sent  plus  ;  et  c'est  alors  le  âiyîseur  oonman  des  deux  propoeèei. 
Égalant  ce  reste  à  o,  et  résohant  Inéquation  résultante,  on 
obtient  toutes  les  valeurs  de  x  correspondantes  à  la  Taleor  d«^ 
que  l'on  a  considérée. 

La  réciproque  est  vraie  ,  c'est-à-dire  que^  toutes  les  fois  qu'à 
une  même  Talenr  de  y,  il  doit  correspondre  deux,  trois ...,]! 
▼aleurs  de  x,  il  arrive  nécessairement  que  les  restes  du  i**, 
a'*^.  ,.n —  i""*  de^é  s'évanoaissent;  et  le  reste  du  n»'*'  degré, 
égalé  à  o ,  donne  les  n  valeurs  de  x. 

Le  facteur  du  premier  degré  correspondant  à  cette  valenr 
de  y,  entre  d'ailleurs  à  la  rtf**^*  puissance  dans  l'équation  finale, 
conformément  à  la  remarque  du  n^  ^7 1. 

373.  Quand  on  substitue  dans  le  reste  du  premier  degré 
en  X,  qu'on  suppose  de  la  forme  Mx  +  17,  M  et  N  étant 
généralement  des  fonctions  de  y,  quand  on  subsliloe ,  dis-je, 
à  la  place  de  y  une  des  valeurs  tirées  de  l'équation  £nale, 
il  peut  arriver  deux  cas  singuliers  dont  il  est  bon  de  faire 
mention. 

i^  N  peut  se  réduire  à  o  par  l'effet  de  cette  subsiiUUàony 
e/  M  à  une  quantité  numérique  quelconque. 

Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  valeur  de  x  correspondante 
se  réduit  à  séro ,  puisque  l'on  a 

N 

%^,  N  peut  se  réduire  à  une  quantité  numérique,  et  M  ko. 

Dans  ce  cas ,  l'équation     x  =.  —  —       donne      o:  = , 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  x  correspondante  devient  ififimie. 
Ce  résultat,  que  l'on  obtient  quelquefois  dans  les  formules 
du  premier  et  du   second  degré,  peut  fort  bien  convenir 
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a  I»  qaèslion ,  n  elle  est  de  nature  à  «dmettre  dm  9ùi»lùmê  in- 
Jiniéê  pour  x  eïfinieê  ponr  y.  La  Géométrie  analytique  en  offre 
des  exemples  nombreux. 

374^  Josqu*à  présent^  nous  a^ons  supposé  que  l'application 
de  la  méthode  conduise  à  une  équation  finale  en  y;  maïs  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi. 

Le  reste  indépendant  de  a. ,  auquel  on  parrient  nécessaire- 
ment tôt  ou  tard ,  peut  se  réduire  k  nne  quantité  numérique 
quelconque  j  ou  à  o. 

Examinons  d'abord  le  cas  oh  l'on  parvient  à  un  reêU  numé" 
riqusj  c'est-à-dire  indépendant  de  n  et  de  j. 

Ce  résultat  prouve  évidemment  que  les  deux  équations 
sont  incompatibles^  QVL  n'admettent  aucune  solution j  puisque, 
d'après  la  méthode  du  n*  ^84  9  pour  former  l'équation  finale 
il  faudrait  égaler  le  reste  à  o,  ce  qui  conduirait  à  nne  ab- 
surdité. 

£t  en  effet,  comme  en  appliquant  aux  deux  poljnomes 
proposés  le  procédé  du  commun  diviseur,  on  trouve  un  reste 
numériquêj  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour 
yj  si  l'on  donne  à  cette  inconnue  une  valeur  quelconque,  et 
qu'on  applique  aux  deux  poljnomes  résultant  de  cette  substi- 
tution le  même  procédé,  on  doit  nécessairement  retrouver  le 
même  reste.  D'où  l'on  voit  qu'aucune  valeur  de  ^  ne  peut 
introduire  de  commun  diviseur  en  x,  condition  qui  cepen-» 
dant  est  inséparable  de  toute  valeur  convenable  de  y* 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

^X«_(y--3y  — l)x-f^  =  o,      X*  — y«+3=:o, 


V    jyx»—  y 

\       +3 

+3y 

+  1                J      y* 

e, . . .                      X  -i-_y 

+  3    /  X  —  y 

+  3. 

I*'  reste 

2*  reste. 
Donc  les  équations  sont  incompaMles. 
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DaiM  cet  eympley  l'impotfibilité  de  l'existence  simahanée 
«les  deux  équations  peut  être  mise  en  évidence.  En  effet ,  îl  ré- 
sulte de  la  première  opération  y  que  Féquatioa  en  a?  peut  être 
mise  sous  la  forme 

(a?' — y*+^)y^  -I-  jc  4-y  =a  o. 
D'ailleurs  l'équation  en  x^  est 

Jc*  —  y*  +  3  =  o  i 

or  9  toute  solution  de  cette  dernière  équation  anéantit  la  pre- 
mière partie  de  l'équation  précédente;  donc 9  pour  que  ces 
deux  équations  existent  simultanément  >  il  faut  que  l'on  aitâ 
la  fois 

x+jf  =  o     et    X*— y*  +  3s=^> 

ce  qui  est  impossible  «  puisque    x  +y  ss  o    donne 

jp« ^s=o, 

résultat  contradictoire  avec  a;'  —  j^*  +  3  =  o  >  tant  que  x  et 
j-  seront  des  quantités  finies. 

375.  Considérons  actuellement  le  cas  oii  i!^  resU  est  nuL 
Ce  résultat  prouve  que  les  premiers  membres  des  deux  équa* 

tiens  ont  un  conuuun  diviseur  en  x,  avant  aucune  substitution 

particulière  pour  jr  (  tfoyêst  n^  a83  ) ,  et  que  ces  équaiionm  sont 

indêterminJeSé- 

Soit  B  le  facteur  commun  aux  deux  premiers  membres  j  oa 

peut  mettre  les  deux  proposées  sous  la  forme 

A'xD  =  o,     B'xDso. 

Cela  posé  y  l'on  voit  qu'elles  peuvent  être  satisfaites,  soit  en 
posant  séparément  D  =  o ,  soit  en* posant  A'=  o^  0=s  o. 

(  Nous  ne  ])arIoQS  point  des  solutions  qui  pourraient  être 
fournies  par  À'==o  et  D  =  o  ,  ou  bien  par  B'ssso  et  D  =so, 
parce  qu'elles  se  trouvent  implicitement  renfermées  dans  Té* 
quation  unique  D  =  o.  ) 

Si  maintenant  on  supprime  le  facteur  D  dans  les  premîefs 
membres  des  deux  équations,  les  résultantes  aeront    A':s=  o, 


Vssio,  et  A*adnietlFoat  plU9  qu'un  ooin^r«  VrtiAté  de  «c« 
luiions, 

Ot  ,  comme  îl  est  possible  que  le  facteur  conunun  qui  çxiste 
entre  les  deux  proposées,  et  qui  les  rend  indétermin^esj  soit 
toat-à*fait  étranger  h  la  question  qui  a  donné  lieu  aux  équa- 
tions^ que  d'ailleurs  ce  facteur ^  égalé  à  séroi^peut  n'admettra 
que  de^  solutions  imaginaires  (telle  serait ,  par  exemple,  l'équa* 
tion  D  =  x*+^*+  I =0,  qui  donne  pour-^  des  valeurs 
imaginaires  correspondantes  à  des  Talo«rs  de  x  réelles»  et  ré* 
ciproquement)  ,  on  conçoit  qu'il  peut  être  utile  de  connaître 
les  solutions  des  ^nations  Â'=  o  et  B'=:  o. 

Prenons  »  pour  fixer  les  idées ,  T^s^mple  suivant: 

Soient  les  deux  équations 

X?"  Sj'x'+Sj'^x— Sx^+i^gfjj+Bx-y.^-^^^-ey  =so. . .  (1), 
a:^— 5yjc»-f-8yx —  x  —  4y  +  y  =^0 ,  (2) . 

Ordonnant  ces  deux  polynômes  par  rapport  à.x ,  et  divisant 
(i)  par  (2},  on  obtient  pour  premier  reste, 

(ay  — 5)x*—(5y— lojr  — 7)x  +  3/  — 5y»— 7j^..,  (3). 

Prenant  ce  reste  pour  diviseur,  le  polynôme  (2)  pour  di- 
vidende, et  faisant  la  préparation  d'usage,  on  trouvé  pour 
second  reste, 

(y.,o/+35y^-^ojf+24)x-y+ioj^35y+5oy-a4j^-.  (4)- 

Enfin,  après  avoir  multiplié  le  polynôme  (3)  par  le  carré 
du  coefficient  de  x  dans  (4),  si  l'on' divise  le  poljnome  (3) 
ainsi  pi-éparé,  par  (4),  on  parvient  à  un  reste  nul. 

Ce  résultat  semblerait  indiquer  que  (4)  est  diviseur  commua 
des  deu;i  polynômes  (i)  et  {2),  puisque  la  dernière  division 
est  exacte  ;  mais  cela  est  évidemment  impossible ,  d'après 
l'iDspection  du  reste  (4) ,  dont  les  coefBciens  sont  des  fonc- 
tions en  j',  tandis  que  le  coefficient  de  x^  dans  (1)  et  (2)  est 
égal  à  l'unité. 

36 
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Pour  expliquer  cette  contradiction ,  il  faut  observer  qu'on 
a  multiplié  (3)  par  le  carré  du  coefiicient  dont  x  est  aficcté 
dans  (4) ,  sans  s'assurer  d'abord  (n®  38)  si  ce  coefficient  n'esl 
pas  facteur  de  la  partie  de  (4)  affectée  de  x^.  Or^  c'est  précisé- 
ment ce  qui  a  lieu  ;  car  cette  partie  revient  à 

— ^(y  —  loy  +  SSy»  — 5ojf  +  a4). 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  ce  n'est  |>as  (4)  qni  est 
un  diviseur  commun  aux  deux  proposées ,  mais  (4)  débar- 
rassé du  facteur  y—  lo^  +  35y*  —  5o^  -f-  ^4 ,  ou  bien, 
x  —  y. 

Supprimant  donc  le  facteur  x  -— jf  dans  les  deux  polynômes 
(i)  et  (a)  ,  on  obtient  pour  résultats^ 

a;*-.(2y+5)x+y4-5y  +  6  =  o...  (5), 
et  jp*  — 4^*+  4y  —  I  =  o (6). 

Concluons  de  \h  que ,  touùes  les  fois  qu'on  opère  sur  deux 
équations  dont  les  premiers  membres^  ordonnés  par  rapport 
à  X,  ont  des  coefficiens  premiers  entre  euXj  si  Von  panaient, 
après  un  certain  nombre  d'opérationsj  a  un  kestb  nui«,  et  que 
les  coefficiens  du  reste  précèdent  ne  soient  pas  prem>iers  entre 
euXj  ce  n'est  pas  ce  reste  qui  est  commun  diifiaeur  des  deux 
proposées j  mais  bien  ce  reste  dipisé  par  le  facteur  commun  à 
ses  coefficiens. 

Il  resterait  maintenant  à  appliquer  de  nouveau  aux  deui 
équipions  (5)  et  (6)  le  procédé  de  l'élimination,  afin  d'en  dé- 
duire l'équation  finale  qui  leur  correspond ,  et,  par  suite» 
toutes  les  solutions  des  équations  (5)  et  (6),  Mais  nous  alIoDs 
faire  voir  que  ce  calcul  est  inutile ,  c'est-à-dire  que  la  première 
série  d'opérations  donne  l'équation  finale  relative  aux  deux 
équations  (5)  et  {&),  ainsi  que  le  reste  du  i*'  degré  en  x  coi- 
respondant  à  cette  équation  finale» 

376.  Pour  nous  rendre  compte  de  celte  circonstance  d'une 
manière  générale  ^  considérons  les  deux  équations    A  ==  o. 
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Brro,  que  lîous  supposons  renfermer  un  commun  divise^xr'! 
en  a:  et  ^,  ou  bien  en  x  seulement.  •  •   ^  , 

En  appliquant  d'abord  le  procédé  a^x  deux  polynômes ^  on  ' 
trouvera  une  première  série  de  quotiens  et  une  première  série 
de  restes ,  lesquels  restes  (nf  265)  contiendront  également  le 
facteur  commun.  Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur  dans  A  et  B , 
et  qu'on  yeuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultans  Â' 
et  B',  on  retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quotiens  et, des 
restes  qui  ne  différeront  de  ceux  de  la  première  série  d'opé- 
rations >  qu'en  ce  qu'ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun; 
donc  le  dernier  reste,  entre  autres ^  de  la  seconde  série  d'opéra- 
tions^ ne  différera  du  dernier  reste  de  Ja  première  série,  que 
parce  que  Te  facteur  commun  ne  s*y  trouyera  plus.  . 

Ainsi  déjà ,  le  premier  membre  de  l'équation  finale  qui  cor- 
respond à  A^  =  o,  B'^o,  n'est  autre  chose  que  le  dernier 
reste  de  la  première  série  d'opérations,  débarrassé  du  fac-  '. 
teur  commun  ci  A  et  B  ;  en  d'autres  termes^  c'est  le  facteur^ 
fonction  de  y  qui  existe  entre  les  coefficiens  de  ce  reste.    ^  '>  > 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x  Ar  la  seconde  série 
d'opérations,  il  doit  être  égal  à  l' aidant-dernier  reste  de  la 
première  série ,  divisé  par  le  facteur  commun;  c'est  donc  le 
dernier  quotient  de  la  première  série.  .  ; 

Dans  l'exemple  précédent,  Téquatîon  finale  relative  aux  deux  . 
équations  (5)  et  (6)  est 

yi  _  iof+35jr^  —  5oy  +  24  zr::  O. .  .      (7)  ; 

et  le  reste  du  premier  degré  en  x  n'est  autre  cbose  que  le  quo- 
tient du  reste  (3)  par  x — ^j  ou  bien, 

(ajr  — 5)a:-3y»4-5r+7---     (8). 

L'équation  (7),  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  com- 
mensurables,  donne  pour  valeurs    • 

y=^j  2,  3,  4. 

Substituant  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  (8) ,  et  ré- 

36..  ' 
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solTant  ce  reste  égalé  à  tévo,  oq.  trouTe  pour  les  valeuri  de  x 
correspondantes^  ^ 

377.  Considérons,  pour  second  exemple, les  deux  équatidu 
^  — (3y  — Oar'+Cr*  — ay)x+jf»  +  j^  =  o...    (i), 
ar»  —  (  ^  —  1)  a?*  —  (j^  —  1)  a;  H-  I  =  o^ . .  • .     (a). 

On  obtient  d'abord  pour  reste  du  a*  degré, 

2yx»— (y  — ^  — i)x^>'*  —  ^+i....     (3), 
et  pour  reste  da  premier  degré  1 

(y  — 5y  +  2y  — 0^-f^*— 5y*  +  ay— I...    (4). 

Mais  an  Heu  d'opérer  comme  dans  l'exemple  précédent,  c'est- 
a-dire  au  lieu  de  multiplier  (3)  par  le  carré  de..»«  •••• 
y  —  5y*  +  oy —  1  7  et  de  diviser  (3)  ainsi  préparé,  par  (4)> 
on  peut  observer  sur-le-champ  que  le  reste  (4)  reyient  à 

(yi_  5y  -f  ay  —  0  (x  + 1). 

Omettant  alors  le  facteur  en  ^  et  divisant  (3)  |>ar    x-j-^t 
on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

ayx  —  y^^y+i....     (5). 

D'où  l'on  peut  conclure  que  x+i  est  diviseur  commun  des 
deux  proposées. 
Ces  équations  débarrasées  du  facteur  x  +  1  >  se  réduisent  à 

x*-^3yx  +  y*+y=o....     (6), 
'   x^—   xy+isszo (7); 

et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  entre  ces  deux  équations. 
Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit.précédemment,  on  a  pour  équation 
finale, 

y  — %*  +  2yr— 1  =  0, 

et  povr  Féquation  du  premier  degré  en  x  correspondante,  It 


I 
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rwultat  (5)  égalé  à  o,  c'est-à-dire 

*La  première  de  ces  deux  équaliotis  n'admettant  pas  de  ra- 
cines commensuralj^,  il  faudrait  appliquer  la  métbode  des  ra- 
cines incommensurables;  après  quoi  l'on  substituerait  cha- 
cune des  Valeurs  de  y  obtenues,  dans  la  seconde  équation 
qui  donnerait  alors  les  yaleurs  de  x  correspondantes. 

iLlHINATIOK   ATHC  SlMKitnCATIOK. 

378.  Les  principes  qui  viennent  d'être  établis  suflisent ,  à  la 
Hguenr ,  pour  tout  système  d*cqiiations  à  deux  inoonnues.  Ce- 
pendant il  y  a  des  circonstances  ou  l'on  peut  apporter  de  très 
grandes  simplifîcatîons  dans  la  détermination ,  soit  de  l'équation 
finale^  soit  des  systèmes  de  râleurs  de!  x  et  de  y. 

Reprenons  les  deux  équations  déjà  traitées  n°  870 , 

^_(3y_3)x*+(3y-^6y-i)x-y+3y»+j^-3=o.  • .  (1) , 

x*+(3îy+4)^+y'+4y+3=o ^,.  (a). 

Après  être  parvenu  au  reste  du  premier  degré 

C3j.-  +  3y)x  +  y  +  6j.«  +  5j.....  (3), 
on/pent  observer  que  le  coeflBicient  de  x  revient  à 

«t  le  coefficient  de  x*,  à    J' (j^*  +  6y  +  5)  j 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  y  est  facteur  commun  à  ces  deux 
coefficiens;!  d'ailleurs  ^*  +  6jk  +  5  devenant  nul  par  Thypo- 
thèse  j^  =  — I,  il  s'ensuit  que  y  +  i  divise  ce  polynôme. 
Donc  yiy^^)  est  diviseur  commun  des  deux  cocificiens  du 
reste  (3). 

Cela  posé/puisqu'en  faisant  ^  soit  y  =  o,  soit  ^= — i, 
dans  lé  reste  (3),  ce  reste  s'évanouit,  il  en  résulte  que  cha- 
cune de  ces  valeurs;  substituée  dans  le  reste  du  second  degré 
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OU  dans  (a) ,  rend  ce  reste  diviseur  commun  clés  deux  pro- 


On  peut  donc  provisoirement  supprimer  ces  deux  facteurs, 
sauf  à  les  înti*oduire  à  la  fin  du  calcul  dans  Féquation  finale , 
comme  devant  en  faire  partie. 

Divisant  donc  (3)  par  yÇj-^  i)>  on  obtient  pour  résultat» 

3x  +  ;r  +  «   •••   (4)- 

Prenant  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  diviseur ,  on  parvient, 
toute  réduction  faite,  à  l'équation  finale 

^.4-j,_23-o (5). 

Remarquons  maintenant  que,  puisqu'on  a  supprimé,  dans  le 
cours  du  calcul,  les  facteurs  jr  et  ^•+  i ,  à  chacun  desquels 
correspondent  deux  valeurs  de  x,  on  doit  introduire  ces  mêmes 
facteurs  à  la  seconde  puissance  dans  le  résultat  (  en  vertu  de 
cç  qui  a  été  dit  n®  87 1  )  ^  et  il  vient 

ycr+0'Cy*+j'-a)=o, 

pour   la  véritable  équation  fi!nale.   C'est  l'équation    trouvée 
n**  870  par  la  méthode  générale. 

879.  Concluons  de  là  que,  toutes  les  fois  qu'on  découifre 
dans  les  diffèrens  restes  des  facteurs  fonctions  de  jy  ort  peut 
les  supprimer, pour  la  simplicité  des  calculs  ,  et  continuer  l'opè^ 
ration  y  mais  il  faut  ai^oir  le  soin  de  les  introduire  dojis  U 
résultat,  respeciipement  à  des  puissances  d'ut\  degré  nutrqué 
par  celui  du  reste  qid  précède  le  reste  dans  lequel  on  a  opéré 
la  suppression, 

N.  B»  Il  peut  cependant  arriver  que  quelques-uns  de  ces 
facteurs  soient  identiques  avec  ceux  que  la  règle  du  n*  366 
prescrit  de  supprimer  dans  l'équation  finale  î  auquel  cas ,  on 
se  dispenserait  de  les  rétablir ,  puisqu'il  faudrait ,  conformé- 
ment à  cette  règle ,  en  venir  de  nouveau  à  leur  suppression. 

Nous  observerons  encore  que  si,  après  avoir  supprimé  des 
facteurs  dans  le  cours  du  calcul,  on  parvient  à  un  reste  1114- 
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mérique  (n^  3y4)  >  on  ne  doit  pas  oonditre  que  les  équations 
sont  incompatibles;  mais  elles  n'admettent  ponr  solution»  qne 
les  valeurs  de  j:  et  de  y  qui  correspondent  aux  facteurs  sup- 
primés. 

38o.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations 

«'— (3y+9K+(3/+i8y+a3)4^y-9/-23y-i5==o...(i), 
*^+{3y-3K+(3j^*-  6y-  i>+/.3y'-jf  +  3=o...(2); 

on  obtient  d'abord  pour  premier  reste, 

(6y  +  6)*«— (24jy+24)*  +  ay  +  6y+22y  +  i8...(3). 

Or,  avec  un  peu  d'attention,  on  reconnaît  que  2(j^+i)  ^st 
facteur  commun  des  trois  coelBciens  de  ce  reste  (  le  dernier 
coelBcient  se  réduit  eu  efiFet  à  o,  par  l'bjpothèse  jf  =  ^i)^ 
supprimant  donc  ce  facteur,  on  a  pour  résultat, 

3x»— i2a:+j^»+2jf  +  9...   (4), 

Prenons*  actuellement  (a)  pour  dividende  et  (4)  pour  divi- 
seur; il  vient ,  pour  nouveau  reste  ,  ^ 

(24y  +  48y)^-48/-9<>y.-.  (5). 

On  reconnaît  encore  ici  que  ^yiy-h^)  o»t  facteur  commua 
des  deux  coeflBciens;  et  il  vient,  après  la  suppression, 

X  — a...  (6) 

Divisant  enfin  (4)  par  (6) ,  on  trouve  pour  quotient,  9a:  —  6, 
et  pour  reste , 

Revenons  sur  nos  opérations,  et  observons  d'abord  que 
comme,  pour  rendre  les  divisions  possibles,  nous  n'avons  eu 
besoin  que  d'întroiluîre  des  facteurs  numériques,  le  résultat 
ne  saurait  renfermer  .aucun  facteur  étranger.  ^     - 

Ceci  admis,  i".  puisque  dans  le  reste  (3)  nous  avons  supprimé 
le  facteur  j^  +  i ,  et  que  le  reste  précédent  est  du  3"*  degré, 
l'équation  finale  doit  contenir  {y  +  i)^- 
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^..  IVAÎUeuf^  en  faisant  jr  =&—  t  daarce«eftey  qili  n  est  avire 

«bose  q|ie  Vé(}UBtîoiiY2t)^  on  obtient 

jc'  —  6x*  +  8r  =  o , 
d'où  Ton  déduit      x=o,  x  =  2,  x  =  4' 

Ce  sont  les  Taleurs  de  x  oorrcspondantës  à.  jr  =  — r  i. 

a*.  Les  facteurs  y  et  y +  2,  ayant  été  supprimés  dans  le 
reste  (5} ,  dont  le  précédent  e^t  dn  second  degré ,  cliacun  d«  oes 
facteurs  doit  entrer  au  carré  dans  l'équation  finale. 

Posant  d'ailleurs  y  :==  o  dans  le  reste  (4)  1  on  a  pour  résultat 

3x*  —  1 2X  +  9  ==  o; 
d'oii  l'on  déduit  ^  =  1. ,  ij;  z=  3. 

Faisant  dans  le  même  reste^  j= —  a,  on  trouve  pour  résultat» 

3x*—  iar  +  9  =  oj 
ee  qui  donne  encore     a:  =  i ,  a?  t=:  3. 

3**  Enfin,  si  Ton  résout  l'équation  >y* 4*  ^y^^  3  zasa,  il  Tient 

Ùff-Cèf^  Mux'  bjpothtees»  iàtroduites  dans  le  reste  (6),  qui  est 
îndépendaiit'dejf,  donnentiégalement  xt:=i^. 
Donc  Péi^uation  finale  checchée^st 

'(J'^'  ^L^.y.Cy  +  il)VCy-l)-(jr  +  3)  =  o, 

équation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équa- 
tions proposées. 

On  a  d'ailleurs  pour  les  solutions  de  ces  équations  y 

è       *      r  «  .  .  .  .  I    , 

^  «  —  I»  —  I,  —  I,     0^     9,  —  ^,  —.a,     1,  —  3, 
a?  =        Of        a,        4,     i,    3,         I,        3»     a,         a; 

d^oii  Von  jpeut  aussi  conclure  pour  l'équation  finale  en  x, 

x(x—  a)'(x  — 4)(r  —  i)*X*^a)*Œi.o. 
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Sdi.JV.  Bm  f^rsqu'on  a  l'attetitioh  de  supprima  lèt  facteurs 
en  y  qui  se  reDconlrent  dans  les  diffcrens  restes ,  le  reste  indé-^ 
pendantde  x,  auquel  on  paryîent,  ne  renferme  plus  aucune  va- 
leur dey,  à  laquelle  il  corresponde  plusieurs  valeurs  de  x ,  c'est- 
à-dire  qxic  le  reste  du  premier  degré  en  x  ne  s'évanouît  plus 
par  la  substitution  d'une  valeur  particulière  de  jf  {voyez  n^  37a). 
Mais  quelquefois  ces  facteurs  échappent  à  l'observation,  et  alors 
ils  se  retrouvent  dans  le  résultat  de  la  dernière  opération. 

Deux  nouveau!  cas  particuliers  se  rattachent  à  celui  ou  la 
méthode  est  susceptiblç  de  simplification. 

382.  PremUr  cas:  Lorsqu'on  veut  former  Féquation  finale 
en  y  y  il  peut  se  faire  que  l'une  des  équations  proposées  renferme 
un  facleUr  fonction  de  j,  ce  qu'on  peut  reconnaître  aisément 
d'après  l'inspection  des  coefliciens  du  polynôme  ordonné  par 
rapport  k  x. 

Dans  ce  cas^  comme  en  égalant  ce  facteur  à  o,  les  valeurs  de 
y  correspoadantes  ontJaqMroflriétécle  véik*ifier  xselie  é(foati6tiy 
quelque  valeur  que  l'on  donne  à  a:,  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
substitue  cesr^nièmes  valeurs  de  y  dans  Vautre  éqpation ,  les  va- 
leurs de  X  qu'on  en  tirera ,  jointes  aux  valeurs  de^,  donneront 
autant  de  eolution»  communes  aux  deux  équations.  Ainsi, 
l'on  pourra  supprimer  provisoirement  ce  facteur  dans  l'équa- 
tion qui  le  renferme,  opérer  entité  sur  les  équations  résul- 
tantes, et  introduire  dans  le  résultat  le  facteur  supprimé,  à  une 
puissance  d^un  degré  marqué  par  le  degré  en  n  de  Inéquation 
indépendarite  de  ce  facteur. 

Soient,. par  exemple,  les  deux  équations 

3x3  — lya:*  — 3y*jr-|-2y^  =  o.. .   (l), 
{f—y)x—&y^    4-6    =0...  (a"). 

Avec  ûa  peu  d'iitt^tioii ,  l'cto  voit  que  J^*—  t  est  facteur 
commun  aux  deux  coefBciens  de  la  seconde.  Supprimant  ce 
facteur,  on  trotftcpotfr  résultat 

y^— 6fe^...   (S); 
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et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  entre  leis  équations  (1) 
et  (3). 

On  trouve,  tout  calcul  fait,  pour  i'*  équation  finale 

/-9y-36y*  +  324  =  o...  (4), 

équation  dans  laquelle  il  faut  introduire  le  facteur  (y* —  i)^; 
ce  qui  donne  pour  la  véritable'équation  finale  > 

(y  -  0'  (y'  - ay*  -  aey + a^)  =  o. . .  (5). 

Le  d^é  est  égal  à  6  +  6  ou  la,  qui  est  précisément  le 
produit  de  ceux  des  équations  proposées, 

Le  fadeur  y* —  i  =  o  donnant  d'ailleurs  yr=idb  i ,  si  l'on 
substitue  chacune  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (1) ,  on  ob- 
tient pour  valeurs  de  x  correspondantes , 

^  a 

1^  Pour^c=i,   Sat'— ax* — 3*+a:=o,  d'où  «=i, — i,  xi 

a*».  Pour  y= — ^1,  Sx'+a** — 3«^— a=o,d*oiAr=i, — 1, —  ^ . 

Quant  à  l'équation  y^ — gy*  —  36y*  +  3a4  =  o ,  observons 
qu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

-y»(y_36)-9(y-36)  =  o. 
ou  bien ,  (^ -^  9)  (j^  —  36)  =  o. 

Cela  posé ,  i«.  y  =  9  donne   ^  =  rh  3. 

Faisant ,  dans  l'équation  yx  -—6  =  0, J  '^^         ^^ 

il  en  résulte     x=  «ç,    c'cst-à-dîrc x  =         a. 

Pareillement,  si  l'on  pose. jr  =  —  3, 

\  il  en  résulte.  ... x  =r   —  a, 

.  a*.  ^*  —  36  =  o  ou  ( j^*  —  6)  (^*  +  6)  =  o  donne 

y=±L\/^     et     j^  =  ±l/^^. 
Reportant  ces  valeurs  dans  yx  —  6  =  0,  on  obtient   pour 


AVEC   SIMPLiriCATlC».  5'}i 

^=+1/6,  x=+v/6, 
j^==— V/6,  x=— v/6, 
^=+V^— 6,     j:=^v/— 6, 

On  a  donc  eaiin  pour  les  12  solutions  des  équations  proposées, 
j^=i,     i,i,-.,,_i,_i,3,--^3,v/6,— |/6,j/-«6,-t/— 6, 

a;=i,— 1,|,     ï,— i,— |,a,— 2,v/6,— v/6,  — V/— 6V^6, 

et  pour  l'équation  finale  en  Xy 

(*-!)•  (ir+  !)•  (9x»-4)  (**-4)  (^'-6)  (0-  +6)=  o. 

383.  Second  cas.  Les  coefiiciens  des  deux  équations  ordon- 
nées par  rapport  k  x  ^  peuvent  renfermer  un  facteur  commun 
Jonction  de  y. 

Dans  ce  cas  y  elles  sont  (n°  283)  indéterminées  ^  en  ce  sens 
que  chacune  des  valeurs  de  y,  données  par  le  facteur  com- 
niun,  les  vérifie ,  quelque  valeur  qu'on  y  substitue  d'ailleurs 
pour  X.  Afin  d'ôler  l'indétermination,  il  suffit  de  supprimer 
le  facteur  commun  et  d'opérer  ensuite  sur  les  équations  résul- 
tantes. 

Soient  les  deux  équations 

(jy*-y)^  +  {y'-y)^+y^—f—y+i=o (1), 

(j^''  — 3r  +  2)a:»+(y— j<)x— j^3^2y— y  =  o....  (2). 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  y^^i  est  facteur  commun  de 
tous  les  coefiiciens  de  (1)  et  de  (2);  ainsi,  ^=1  les  vérifie, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur, 
il  vient 

y^  +  y^x+y^  —  izs^i>, 

(j^— 2)a?»+  yx  —y^+yz=:o^ 
équations  sur  lesquelles  on  peut  opérer  comme  à  l'ordinaire. 

384*  Remarque  générale  sur  V élimination.  Il  est  très  im- 
portant de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible ,  les  équations 
propesées  en  facteurs,  quand  bien  même  ils  devraient  être  font- 
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tions  de  s  et  y  à  la  fois.  Les  calculs  de  l'élimiualîon  se  font 
alors  très  promptement. 

Supposons I  par  exemple,  qu'on  ait  pu  mettre  tes  proposées 
•ous  la  forme      ,  1 

(j'*  — 6)  (x*— i)  =  o, 
.(2*-3j.)(x»-^y*)  =  o,  I 

ou  bien  encore ,  sous  celle-ci  : 

'(jyx  —  6)  (*— i)(x+i)  =  o, 
(ax— 3r)(x— j')(r  +  ^)  =  o. 

En  combinant  successivement  cbdcun  des  trois  facteurs  de  U 

» 

première  équation,  avec  cbacun  des  trois  facteurs  de  la  se- 
conde, on  obtiendra  ainsi  ne2(/' systèmes  d'équations,  qui  poar- 
Tont  remplacer  le  système  proposé;  et  qti'on  pourra  tiaîtersuc* 
cessiyement. 

Par  exemple ,  en  combinant  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde^  ce  qui  donne 
les  systèmes 

yx  —  6  =  0  -et  ax  —  3y  =  o, 
X  — 1=0  et  2x  —  3y  =  o, 
x4-i=:o    et    ax— 3y  =  o, 

1  •  ^    fJ'=2>         x=  3, 

on  trouve  pour  le  premle^,  I     ^ 

l^  —  —a,    X— ^3; 

pour  le  second ^=-y     x  =  i; 

|)our  le  troisième ^  =  — -,  x  =  —  i. 

Combinant  âe  même  les  trois  facteurs  de  la  première  éqoatioa 
avec  le  second ,  puis  Avec  le  troisième  facteur  de  la  seconde', 
on  trouverait 

Ce  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  diffirerites. 

Quant  aux  équations  flae'es  en  y  'et  jefo.  k,  il  «uffit  J  ^iir  !c* 
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former^  ie  rapprocher  les  facteurd  correspondlanA  ans  valeurs 
de  j^  et  de  x. 

On  trouvera ,  par  ce  moyen ,  les  deux  équations 

(y-4)  (9y*  -4)  (^-36)  (y-  0'  =  o^, 

(jc*— 9)  (X-—  i)'  (x4— 36)=o. 

Ces  mêmes  équations  ne  pouri'aient  s'obtenir  d'après  la  mé- 
thode ordinaire)  qu/e  par  d^s  calculs  extrêmement  laborieux  {*). 

Si  l'une  des  équations  seulement,  pouvait  être  décomposée  en 
facteurs,  il  suffirait  de  combiner  chacun  de  ces  facteurs  égalés 
à  o,  avec  l'autre  équation;  ce  qui  donnerait  autant  de  systèmes 
particuliers  d'équations,  auxquelles  on  appliquerait  la  méthode  • 

N.  B,  La  remarque  précédente  sert  aussi  à  faire  voir  com-^ 
ment  on  peut  former  à  priori  des  systèmes  d'équations  suscep* 
tibles  d'admettre  des  solutions  données.. 

Voici  de  nouveaux  exemples  d'élimination  : 

I^        *^+(3y— i)r*+  (3y*— a)— 9)x+y-:y«— 9y+9s=o, 
jp»—  2*y-+-j'*+4^— 4^+3fc=o  ; 

équation  en  y yiy^^Tiy^ — 0(j'— 3)=o# 

équation  em. x'C**  —  i)(x  +  3)(x+a)=:o. 

a*».    y^+(ax+2)y  —  3c''y+  7*y —  5y — 7jc?+  gr* —  7»— 6= o , 
j^*-f3x*+4âry+^+5x— 2  =  0, 

équation  en  n (x—  i)»  (4x»  — i)  (x— :a)  =  o, 

équation  enj (4/— a5)  (jr+a)  (j^+3)  Cr+5)  =  o. 

30.       a;»  —  2xy  4.  j,*  —    4r  4-    4y  +    3  =  o, 
x*  —  a«y  +  y  —    6»  +    6y  —    7  =  0. 
Équations  incompatibles. 

4«.        *'  +  ^x^  +  y*  —   lox  —  loy  +  ai  =  o, 
X*  —  ajfy  +  y*  +    6x  —    6y  +     5  =  o; 

équation  en  j (:y  —  4)*( J' —  2)  (j'—    6)  =  o, 

équation  en  :l (x — i)*(*  — 3)(4f+    1)  =  o. 

{*)  ployez j  pour  la  décomposition  des  polyDomet,  la  leconde  partie  de 
la  note  placëe  ii  la  fin  de  TouTrage. 
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CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations. 

I 

Gb  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  qrii, 
offrant  plus  de  difficultés  que  celles  qui  ont  été  exposées  dans 
'  les  précédens,  sont  néanmoins  nécessaires  pour  compléter  l'en- 
semble des  principes  de  l'analyse  algébrique.  Celui-ci  peut  être 
regardé  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équations,  et 
le  dernier,  comme  le  complément  de  la  théorie  des  suites. 

§  !•'.  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

385.  Ohseri^ations  préliminaires.  Nous  avons  donné  >  dans 
le  huitième  chapitre ,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racines 
réelles,  commensurables  ou  incommensurables  d'une  équa- 
tion numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la 
recherche  des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord,  cette 
recherche  peut  paraître  superflue  ;  car  ces  racines  étant  de< 
symboles  purement  algébriques ,  ne  sauraient  résoudre  la  ques- 
tion dont  l'équation  est  la  traduction  algébrique.  Cependant, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'emploi  de  ces  expressions  dans 
la  haute  analyse,  est  d'un'  usage  très  fréquent  et  conduit  quel- 
quefois à  des  résultats  d'une  grande  importance;  c'est  pour* 
quoi  nous  tâcherons  de  donner  une  idée  du  travail  des  pluî 
célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

386.  Commençons  par  remarquer  que,  lorsqu'une  équation 
renferme  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines 
imaginaires,  on  ne  peut,  comme  pour  les  racines  commensu- 
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vables ,  la  débarrasseï*  d'abord  de  ses  racines  incommensu- 
rables j  car  les  méthodes  ne  donnent  ces  racines  que  par  ap- 
proximation ,  et  si  l'on  dii^isait  l'équation  par  les  facteurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à  toutes  ces  racines^  on  ob- 
tiendrait pour  quotient  un  poljnome  dont  les  coefiicicns  ne 
seraient  que  des  nombres  approchés.  Il, n'y  aurait  alors  aucune 
donnée  certaine  sur  le  degré  d'approximation  fourni  par  les 
équations,  qui  ne  renfermeraient  plu^  que  des  racines  imagi- 
naires. Ce  moyen  pourrait  toatefoia  être  employé  pour  une 
équation  du  troisième  degré,  qui  n'aurait  qu'une  racine 
réelle. 

Ainsi  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les 
équations  proposées  renferment  à  -la  fois  et  des  racines  incom^ 
mensurables  et  des  racines  imaginaires ,  à  moins  qu'elles  n'aient 
que  des  racines  imaginaires. 

Nous  ayons  déjà  reconnu  (n^  SsS)  qu'une  équation  dont  les 
coefficiens  sont  réels,  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires 
qu'en  nombre  pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat 
plus  important  encore,  c'est  que  leê  racines  imaginaires  de 
toute  équation  à  coefficiens  réels ,  sont  toutes  de  la  forme  de 
celles  du  second  degré,  c^est^à-dire  de  la  forme  a  ±:  b  V^~^  i , 
1  et  b  désignant  des  quantités  réelles j  commensurahles  ou  incom- 
mensurables. 

387.  ATant  de  -passer  à  la  démonstration  de  cette  proposition 
m  port  an  te,  nous  ferons  voir  que,  lorsqu'une  équation  a  une 
'ocins  de  la  forme  a  +  bv —  1 1  eUe  en  a  nécessairement 
me  autre  de  la  forme  a  —  b  V/ —  i  >  a  #/  h  étant  les  m4m£s 
iarts  ces  deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  l'équation 

x"»  -h  Px"-»  +  Qjc^*  +....+  Tx  +  U=o, 

S  Q....,  T  ,  XJ  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression  telle 
Q^     a  +  6 1/—  1  ;     on  aura  Tégalité  vérifiée 


I>cveIoppant  les  calculs  et  rappelant  que  les  dîrepses  puissances 
de  V/^  sont  (n*  178) 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien 
distinctes,  savoir:  une  partie  réelle^  provenant  de  toutes  1« 
puissances  paires  de  b  y —  1  ,  combinées  avec  les  puissanco 
fl"»,  Qin— «^  û"— <. ...  de  a  et  les  coefliciens  P ,  Q,  R. . . .  ;  puli 
une  partie  imaginaire^  provenant  de  toutes  les  puissances  im- 
paires de  &V^—  I ,  combinées  avec  les  puissances 4i"'',oP'^.. 
de  a  et  les  cûefiiciens  P,  Q , R. .  • 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  Met  N  1^*^  1 ,  réalité 
ci-dessus  se  réduita  à  M  -|~  ^  ^'^  1  =  0,  équation  qui  m 
peul  évidemment  subsister  qu*autant  que  Ton  a  séparément 

M=co    et    N=s:o* 

Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposije) 
au  lieu  de  a  +  iV^— i,  on  substitue  a  — 6^/—  i,  « 
qui  donne 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  du  développement  ne  diffe* 
rera  du  précédent  qu'en  ce  que  tous  les  termes  affectés  dn 
puissances  impaires  de  &k  *^  '  auront^ changé  de  signe j  car 
(— 4  |/Z:7)««  est  égal  à  (+.6  V/^)"  *,  maïs  (— i  V/^^  )^-"' 
est  égal  à  —  (&V^— i)""^'  {voyez  n«  168);  donc  ce  rcsuîlat 
sera  nécessairement  M— ^NV/-^  i,  M  et  N  désignant  ici  ]« 
mêmes  quantités  que  dans  le  résultat  du  premier  développa 
ment.  Or|,  on  a  vu  tout  à  Theur e  que  Ton  doit  avoir  séparéme-: 
M  =0  et  N  =  o;  ainsi  réalité  M  —  Nv/—  i  =  o  est  elle- 
même  satisfaite;  par  conséquent >  s^  a  -f  A  v/—  i  est  suppôt 
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racine  de  la  proposée,  a^— bl/—  i  ^«£  néces$ainme/U  une 
autre  racine» 

Passons  maintenant  k  la  démonstration  du  ihéorciuc  sur  la 
forme  des  racines  imaginaires. 

388.  Cette  proposition  résulte  évidemment  d'une  autre  dont 
voici  l'énoncé  :  ioule  équation  de  degré  pair,  dont  les  coeflB- 
ciena  sont  réels  >  est  dêcomposable  en  facteurs  réels  du  second 
degré,  c'est-à-dire  en  facteurs  de  la  forme  J^+/>x-f-y, 
X*  +p'x-\'q'. .  • .  ,  dans  lesquels /?,  17,  p',  q\^ . ,  désignent  des 
quantités  réelles  quelconques;  car  cet  autre  théorème  étant 
admis ,  les  facteurs  a?*  +px  +  q  ,  x*  -}-/>'.r  +  g'. , . . ,  é^^alés 
à  0,  donnent  lieu  à  àes  racines  qui|  si  elles  .sont  imaginaires, 
ne  peuvent  être  que  de  la  forme     a±b ^—  i. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  théorème,  que  l'on  doit  re- 
garder comme  un  des  plus  beaux  de  l'Analjse.  Foici  la  dé- 
monstration due  à  M.  La  place. 

Soit  une  équation  X  =  o  de  degré  pair  m,  et  à  coe£Qciens 
réels.  Appelons  a,  b,  c. . .  ses  différentes  racines^  les  facteurs 
du  second  degré  correspondanS|  seront 

cela  pose,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vun  de  ces  facteurs, 
au  moins,  a  des  coefficiens  réels > 

En  effet ,  supposons,  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule 
fois  divisible  par  2,  cVst-à-dirc  que  l'on  ait  m  =2/1,  n  étant 
un  nombre  impair. 

On  peut  toujours  (n^  3i  i)  former  une  équation  dont  les  rs- 
cirics  soient  àe!s  combinaisons  de  celles  de  la  proposée,  telles 
que  a  +  i  +  ^aby  a  +  c  +  Jbac . . . ,  ir  étant  un  nombre  entier 
tout-à-fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée,  et 
désignons-la  par  Z  =  o;  son  degré  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons,  deux  à  deux ,  des  racines  a,  b,  c... ,  c'est-à-dire 

à  m, pu  n(/»— i);  or  n  est,  par  hypothèse,  impair, 

et  il  en  est  de  même  de  m  —  i  ^  donc  l'équation  Z  ==  o  est  de 
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degré  impair;  ainsi  (n^  327)  cette  équation  a  au  moins  une 
racine  réelle^  et  cette  racine  est  la  valeor  de  l'une  des  combi- 
naisons   a-J* i  +  kab^  a  +  c  +  itac. . . . 

Maintenant 9  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième... 
yaleur  ;  nous  formerons  ainsi  autantd*équaf  ioiKsZ'=o^Z''=o...y 
qui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  II  pourra  d'abord 
se  faire  que  la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  écjuations  ap- 
partienne à  une  combinaison  composée  de  deus  leltres  diffé- 
rentes de  celles  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes; 
mais  comme  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  limité  et  égal 

à  m  . (que  l'on  peut  désigner  par  />),  il  est  clair  qu'a- 
près KsoiT  attribué  ïkkj  p+  i  râleurs,  et  formé />  +  i  équa- 
tions Z=OyZ'  =  o,  Z'^izo. ..,  deux  de  ces  équations  seront 
telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  a  une  com- 
binaison composée  des  deux  mêmes  lettres;  ainsi  l'on  peut  sup- 
poser,  par  exemple,  que  Ton  ait  trouvé ^  en  désignant  par  et  et 
«  ces  deux  racines  réelles, 

?  +  *  +  ^ûJ=p«,    a  +  fc+  k'  ab^sm\ 
de  ces  deux  équations,  on  déduit  par  l'élimination, 

ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies; 
donc  il  est  démontré  que  Vun  des  facteun  x^'^{a+b)X'^^ab  ^ 
au  moins,  de  la  proposée,  êêt  réeL 

Soit  en  second  liêUj  m  =  a'./?',  n  étant  impair;  formons  en- 
core une  équation  Z.=  o,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme    a-^b+kab. .'  •  ;   cette  équation  sera  da 

d^ré  m ou  a»  {m —  i)  ;  et  n',  {m  —  i)  étant  des  nombres 

impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  3; 
donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  l'équaCion  Z=:  o  a 
au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré.  Ce  facteur  égalé  a  o 
donnera  lieu  à  deux  valeurs  de  s,  de  la  forme     « ±ff^—  i 
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{C  pouvant  être  o,  ce  qui  serait^  si  les  deux  valeurs  de  z  étaient 
réelles).  Cbasidérons  seulement  la  première  racine,  et  suppo- 
sons qu'elle  appartienne  a  la  combinaison  a^  &  -f-  Jbab, 

D'après  les  raisonnemens  précédens ,  rien  n'empêche  de  sup- 
poser encore  qu'une  autre  équation  Z'=o,  formée  de  la  même 
manière,  ait  une  racine  de  la  forme  «'  +  f'l/—  i,  qui  appar- 
tienne à  la  combinaison  a  +b + h'ab ,  composée  des  deux  mêmes 

fa+b+kab  =0,  +C  l/HT) 
\ \ 
aib+i'abrzz^'+C'y/^iy 

d'où  l'on  déduit 

Je  —  *:  k — k 

Ces  expressions  sont  de  la  forme  r +  «V^— i  et  r +  «' j/HT- 
ainsi  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degré ,  tel 

quex«— (/+éî'l/-^)  a:  +  r+«/^;  si  Ton  égale  ce  fac- 
teur à  Oy  l'on  en  tire 


x=  ^ ±  V  V, r       /  — ('•  +  '^^-1). 

£n  développant  les  calculs  sous  le  rarllcal^  on  a  nécessaire- 
ment un  résultat  de  la  forme  /+  a'  ^ — i  ;  mais  v/r'+«'  V—^i 
réduit  en  série,  d'après  la  formule  du  binôme  dans  le  cas  de 
l'exposant  fractionnaire,  donne  (n®  i83) 

expression  qui  se  réduit  elle-même,  à  une  autre  de  la  forme 
r'-^s'V—^  (voyez  n*»  387);  d'oà  Pon  peut  conclure  que  la 
première  des  deux  valeurs  de  x  ci-dessus ,  est  aussi  de  la  forme 
/>  +?  |/ —  I  j  mais,  d'après  le  lemme  démontré  même  n®,  il 
fout  qu'elle  en  ait  une  autre  telle  qne/> —  q  |/— i.  Or,  si  Ton 
multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x—  (jw+y  |/ — 1) 

37.. 


58o  FORM£    OÉn^:RAL« 

et  ar  —  (p — q  {^ —  ^),on  obtient  pour  produit,  (x  —  />)*+^* 
ou  x' — 2/>x+/>*+7%  polynôme  du  second  degré  en  x  dont 
les  coefTiciens  sont  réels.  Ainsi,  il  est  encore  démontré  que, 
dans  le  cas  de  m =2*.  n,  V équation  a  au  moins  im  facteur  réel 
du  second  degré. 

Soit  en  troisième  lieu,  m=  2^.71',  n"  étant  impair  ;  on  peut 
former  une  équation  Z  =  o  analogue  aux  précédentes,  dont  le 

degré  m ou  a* .  »*  (m  —  i  )  sera  deux  fois  difisihle  par  2 , 

et  qui,  en  yertu  de  ce  qui  Tient  d'être  dit,  aura  au  moins  un 
facteur  rcel  du  second  degré  ;  d'où ,  en  répétant  les  mêmes  rai* 
sonnemens  que  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration ,  l'on 
pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même  a  au  moine  un  foc- 
teur  réel  du  second  degré. 

Même  raisonnement  dans  Thypothèse  où  l'on  aurait 


m=5:2K/»* 


Donc  enfîn,  toute  équation  de  degré  pair  quelcofique,  a  au 
moine  un  facteur  réel  du  second  degré. 

CoMsiQUÉHCE.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  êqua- 
tion  de  degré  pair  est  décomposa ble  dans  le  produit  d*autani 

de  /acteurs   réels  du  second  degré,  qu'il  jr  a  d'unités  dans  — 

ou  dans  la  moitié  de  son  degré. 

En  eflTet,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  an  moins  an 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier 
membre  par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation 
de  degré  pair  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel  du  se- 
cond degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  celte  seconde  équation,  et  ainsi  de  suite.  Donc, le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit 
d'autant  de  facteurs  réels  du  second  degré,  qu'il  y  a  d* unités 
dans  la  moitié  de  son  degré. 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme  en  vertu  da 
théorème  n^  827 ,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle ,  or 
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pourrait  Pcn  débarrasser,  et  l'équatloD  résultante  serait  dccom- 
posable  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

D'où  l'on  peut  conclure >  en  dernière  analyse,  le  théorème 
énoncé  n**  386^  savoir ,  que  les  racines  imaginaires  d'une  êquor-^ 
tion  vont  par  couple j  et  sont  toutes  de  la  forme  a  db  k  v  ^  ^ 

389.  Remarque,  Dans  le  cours  dé  k  démonstration  précé- 
dente,  nous  avons  eu  occasion  de  considérer  une  expression 

de  la  forme  y  a+  t>  V —  i  >  et  nous  avons  démontré  qu^elle 
était  réductible  à  la  forme  a'-}- i'  v/"— i  >  en  la  développant 
en  série,  d'après  la  formule  du  binôme.  Mais  voici  un  autre 
moyen  qui<a  l'avantage  de  donner  la  valeur  eiacte  de ....... . 

va 4-6  V^ — I ,  et  qui  nous  conduira  d'ailleurs ii  une  coosé* 
quence  importante ,  c'est  que  toutes  Us  expressions  imaginaires 
d'indices  supérieurs  au  second  (n^  168),  sont  réductibles  à  des 
expressions  imaginaires  du  second  degré. 

Reprenons  l'expression  Va  +  b\/ —  i ,  et  proposons*nous 
d'en  déterminer  la  vraie  valeur  (a  et  b  sont  supposés  ici  des 
nombres  réels,  positifs  ou  négatifs,  commensorables  ou  in« 
commensnrables) . 


Posons      \/a+b{/—i+    V^a  — Av/— 1=  m.  . .  (i)^ 
Va  +  A/;^—    Va— 6t/^=T=« (2); 

et  tout  se  réduit  à  calculer  uetz* 

Or,  si  l'on  élère  an  carré  les  équations  (i)  et  (2)1  il  vient 

aa  +  2V/a'+6*  =  '**    '^-t    aa— aV/?+5*=4*; 

dans  la  première  de  ces  deux  équations ,  le  premier  membre  est 
un  nombre  essentiellement/^o^i^^  (^e  l'on  peut  désigner  par  m* 
(car  on  a  ^  a'-f- />•  >  a) ;  dans  la  seconde,  au  contraire,  le 
premier  membre  est  un  nombre  négatif  qui  peut  être  repré« 
«enté  par — n*;  oe  qui  donne  les  deux  nouvelles  relations 


»*; 


582  FORME   OÉNBRALB 

d'oi  l'on  déduit      w  =  d:m,     a=ib»|/ — i. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  ci-dessus  de 

Va  +  i  V^ —  I  et    Va  —  bV"  —  i,  on  obtient  enfin 

La  difficulté  consiste  donc  à  calculer,  dans  cbaque  exemple 
particulier,  les  nombres  absolus  m  et  n;  et  Ton  a,  pour  leur 
détermination  I  les  deux  formules 


m'=aa+av/a-4-A%    doi     m=|/"2a+a|/a*-h  A'; 
71*  =2  v/a" -h 3*  — 2a, d'où      n===  \/Tv7a^+ï-— aa. 


.    iSq^^^  pourpi^mUr  exemple j  l'expression  V  3  +  ^  V^ —  i  ;  on 
a  ici,a=3,&  =  a,d'oii  ms^V^ô+av/iS-,  7i=  yâVï^ — 6; 

donc  v5T".7^=4i^iHEi!+va^^;;7:^ 

Soil  encom  l'expression  \  iG  +  ^o^^^  l 'y  posons  a  =i6, 
&  =  3oj  il  en  résulte 


mri  V32+2ï/li56=io     et     71=^2/1156—301=6; 
donc  Vr6+3ov/:=T=±^''''^"^^"^'^=db(5+3v/=^). 
'  O/»  trouverait  de  même,  V^iô— 3o  l^^5=:±:(5f-3V/^^)' 


iop.  Soit  maintenait  V expression^ ^^i  ou   V  I/— *i  ;  claiu 
ce  cas  particulier,  on  a  a=so  et  &  =  i ,     d'où 
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donc        J/;:!^    ^^     V*v7=T  =  d:iv/2-(i+V/=^). 

«  

Considérons  encore  l'expression  \>( — i ,  qui  est  dite  une  ima- 
ginaire du  troisième  oidrcj  parce  que  le  facteur  2  entre  tro'\s 
fois  dans  son  indice. 

Cette  expression  revient  à 


V/v/— «    ou  V  d:^V/2C«  +  V^— 0; 
or,  on  obtient,  d'aprësles  formules  précédentes. 


donc. 


Si  Pon  prend  d'abord  le  signe  supérieur  dans  le  facteur 
l/ db -  i/a  qui  revient  k -  V/±: 2 1/2 ,  on  trouve,  toute  ré- 
duction faite  I 

et  si  l'on  prend  le  signe  inférieur , 

2 

Ces  deux  derniers  exemples  font  voir  que  îes  radicaux  ima'   "^ 
ginaires  de  degré  supérieur  au  second,  sont  susceptibles  d^être 
ramenés  à  des  radicaux  imaginaires  du  second  degré  on  du 
premier  ordre. 
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3g  i.  DHermination  des  racines  imaginaires  des  équations. 
La  forme  deâ  racines  imaginaires  d'une  équàtioû  étant  coauaei 
nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 

Soit     Ar»4.P*"'->  +  Qx""-»+....  +  T*  +  U  =  o, 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables 
et  des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  /)+  q\^ — i,  l'une  de  ces  dernières;  il  vient 
par  la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée  y 

Or,  si  Ton  développe  les  calculs,  et  qu'on  appelle  M  l'en- 
semble des  termes  réels ,  N^^ — x  Tensemble  des  termes  ima- 
ginaires, l'égalité  ci-dessus  revient  à  M+N^/ — t=o,  équa- 
tion qui  ne  peut  exister  à~moius  que  l'on  n'ait  séparément 

M  =  o    et    N  =  o. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  77  et  ^,  combinées  avec  les  cocfBciens  de  la  pro- 
posée. Si  donc ,  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p 

elde  q^  EN  (fOMBRZS  RÉELS  C0>1M£NSURABLES  OVUiCOMMEKSUBABLfS, 

propres  à  vérijier  ces  deux  équations j  et  qa*on,  Us  substitue  dans 
l'expression  p-|-qV^ — li  <w  obtiendra  ainsi  successi^'etnent 
toutes  les  racines  itnaginaires  de  la  proposée^ 

Telle  est  la  mélbode  générale  pour  découvrir  les  racines 
imaginaires.  Nous  ferons  toutefois  quelques  remarque»  qui 
peuvent  faciliter  cette  recherche,  et  qui  sont  d'ailleurs  assex 
importantes  en  elles-mêmes. 

.  392.  Sup{>osons  que  ^  pour  obtenir  les  racines  réelles  iticom- 
monsurablcs  d'une  équation  X=:0)  on  ait  été  obligé  (n*  35i) 
de  former  l'équation  aux  carrés  des  différences,  Z^so ,  et  voyons 
2e  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,  &,c.. .  les  racines  réelles  de  Xrso,  et  par 
p±iq\/  —  ij  p  ±q'^ — I...  ,  les  racines  imdginaires;  pre- 
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nous  (l'aîllears  successivement  les  différences  entre  tontes  ces 
racines  considérées  deux  à  deux  ;  on  en  obtient  de  quatre 
espèces  : 

1*.    Une  différence  entre  deux   racines   réelles,  telle  que 

2".  Une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées j 

3".  Une  différence  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  îraa- 
gînaire,  a—p-^q  V^— IJ  o—p+q  V — *  ;  h—p'-^-q  V'—i .  *  l 

4^  Enfin ,  une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  non 
con  juj;nées,  p--p'+  iq—<l)  V^  i  ;  p— Z''— (y— /)  V —^ 

Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on 
reconnait  que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  es- 
sentiellement positijs  ;  les  carrés  des  secondes  différences  sont 
""4^% — 4y'*'  •  •  y  c'est-à-dire  des  quantités  réelles,  mais  essen- 
tiellement négatives.  Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces, 
ce  sont,  en  général,  des  expressions  imaginaires. 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  l'équation  Z^o,  les  racines 
réelles  et  négatives  de  celte  équation  sont  les  carrés  des  diffé- 
rences entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc — a,  — ff,  —  y...»  ces  racines,  que  l'on  peuC 
obtenir^  soit  par  la  méthode  des  racines  commensurablesj  soit 
par  la  méthode  des  racines  incommensurables;  on  a 

4y*±=«j      4/*=ff;       4î''*=:cy....5 

d*oà  l'on  déduit 

y=d=ii/;;  9'=±it/C;  q'^±:\\/y. 

m 

Connaissant  les  valeurs  de  y,  «7',  g*. ... ,  on  obtiendra  celles  de 
P»p',  p^..,  en  substituant  ±:-i/«,  ±:^^Q . . .  à  la  place  de^q 
dans  les  Rations  Mt=o,  N=;o,  qne  Ton  a  établies  dans 
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le  n^  précédent,  et  qui  acquerront ,  pour  chaque  substituiàoii, 
un  commun  dit^iseur  en  p,  lequel,  égalé  ào,  donnera  /es  va- 
leurs de  p,  p',  p". . . . 

A  la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut  »  lorsque  l'une  des  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle 
p,p\m.  •  de  l'une  des  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de 
a:=p,  par  exemple ,  les  deux  différences  a — p— g|/^ii 
a — p  +  q\^ — I  se  réduisent  à  — yV^ — i  etqV^ — i»  dont 
les  carrés  sont  égaux ii  — q^i  il  est  encore  en  défaut,  lorsque 
les  parties  réelles  de  deux  racines  imaginaires  non  conjuguées 
sont  identiques,  car,  par  exemple,  p=p^  réduit  les  diffé- 
rences ' 

et     ^(q—q'){/—t^ 

dont  les  carrés  sont  égaux  h  —(y — q')\ 

D'où  l'on  voit  que  l'équation  Z=:o  peut  quelquefois  avoir 
des  racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  Taleurs  de 
— 4^',  —  4y'*'  •  î  •  >  niaîs  il  est  toujours  possible  de  reconnaître 
si  une  racine  négative  telle  que — m  est  une  valeur  cont^enahltj 

à  ce  qu'en  substituant  -  ^m  dans  M  et  N  >  il  faut  et  il  suflu 

que  les  deux  polynômes  en  77,  résultant  de  cette  substitatîon, 
aient  un  diviseur  commun;  tonte  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à 
cette  condition^  devra  être  rejetée,  comme  provenant  de  l'une 
des  circonstances  dont  nous  venons  de  parler. 

Nous  observons  encore  que ,  dans  ces  mêmes  circonstances, 
il  faudrait  que  l'équation  Zt=:o  edt  des  racines  égales  »  puis- 
que nous  avons  reconnu  plus  haut  que  dans  l'hypothèse  de 
a=p,  deux  carrés  au  moins  se  réduisent  k  —9*;  et  dan^ 
l'hypothèse  de  p'=^p'  j  deux  carrés  au  moins  se  réduisent  i 
-^  (y— <7')*;  aîn»î  l'on  pourrait,  parla  méthode  des  ractnes 
égales,  débarrasser  l'équation  Z=o  des  valieurs  différentes  de 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  <Lf- 
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cuuTrir  les  ractDes  imaginaires  d'une  équation ,  doit  être  pé- 
nible et  laborieuse,  toutes  les  fois  que  Téquation  est  d'un  degré 
supérieur  au  troisième. 

§  lï.  Résolution  complète  de  Véquatîon  à  deux  termes. 

393.  On  appelle  ainsi,  toute  équation  qui  ne  renferme 
qu'une  seule  puissance  de  l'inconnue  et  des  quantités  toutes 
connues.  li  résulte  de  là  que  toute  équation  à  deux  termes 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

p  étant  un  nombre  absolu.  Cela  posé,  regardons  comme  cor.- 

im  m 

nue  la  valeur  arilluné ligue  de  \/p ,  et  posons  xsszy,  \/p\  \l 
Tient,  par  la  substitution , 

/?y"*ih/?  =  o,     d'où    j"dli=0", 

ainsi,  c'est  de  la  résolution  de  cette  derr.iëre  équation  que  dé* 
pend  celle  de  tontes  les  équations  à  deux  termes. 

Comme  l'équation  j^" — 1=0  revient  à  ^"irri,  on 
Toit  que  tout  se  réduit  à  trouver  pour  jr,  les  nopihresj  ou  plus 
correctement,  les  expressions  numériques  ou  algébriques  quij 
éle%>ées  à  la  m"*"'  puissance  ^  peui^ent  produii'e  l^ unité.  C'est 
pour  cette  raison  que  les  valeurs  de  l'équation  y"*  —  i  =  o, 
sont  appelées  les  racines  de  l^ unité. 

Les  valeurs  de  l'équation  ^"*  -+"  i  =0|  ou  jr"»=—  1 ,  sont 
dites  les  racines  de  l'unité  négative. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n^'  176  et  3o2)  plusieurs  espèces 
d'équations  à  deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement 
de  les  résoudre  complètement,  quel  que  soit  leur  degré;  mais 
avant,  il  est  bon  de  faire  connaître  quelques  propriétés  des 
équations  y"* — 1  =  0,  j'"' +1  =  0,  oujdes  racines  de  t unité- 

394.  Premièrement  j  l'équation  jr^  —  1=0  n*a  qu'une 
seule  racine  réelle  j  -\^i  yAntesl  impair;  et  elle  n*a  qae  deux 
racines,  réelles j  +  i  et  —  i,  si  /n  est  pair, 
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Eq  effet  ^  lorsque  m  est  impair,  aucun  nombre  négalîf  ne 
peut  évidemment  satisfaire  à  l'équation  ;  el  tout  nombre  alisolu 

plus  {^rand  ou  plus  petit  que  i  donne  nécessaîrcmrnt  jr^       i; 

ainsi  il  n'j  a  que  le  nombre  réel  +  i  qui  puisse  vérifîer  l'équa- 
tion. Lorsque  m  est  pair,  +  ^  et  -— i  la  yérifient*,  maïs  tout 
autre  nombre  réel  positif  ou  négatif ,  donne  un  résultat  différent 
de  o  pour  j^—  i  \  donc ,  etc. 

SecortdemeiiL  L*équalion  ^*+ï=o  n'a  qu'une  seule 
racine  réelle^  —  i,  si  7»  est  impair;  et  elle  n'a  que  des  racines 
imaginaires  j  si  7»  est  pair. 

Car  d'abord^  quel  que  soit  m,  aucun  nombre  absolu  ne  peut 
y  satisfaire.  £n  outre >  si  m  est  pair,  aucun  nombre  négatif  ne 
peut  évidemment  la  vérifier;  et  si  m  est  impair,  tout  nombre 
négatif  différent  de  —  i ,  donne  pour  y^+% ,  un  résultat  dif- 
férent de  o. 

Remarque.  Les  racines  de  l'équation  y^  —  i  r=  o  ^  ou  de 
l'équation  y^ -{^  i^szo^  sont  toutes  inégales;  car  le  |>oK'- 
nome  dérivé  du  premier  membre  étant  /riy"*"*  (a®  278)  ^  cette 
expression  n'a  aucun  diviseur  commun  avec  y'^  —  i  ou  y''  +  1 
{voyez  n^'^gS). 

SgS.  Si  l'on  désigne  par  m  Vune  quelconque  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  y"*-^  1  =0,  on  a  également  etP  pour 
racine  de  cette  équation  {p  étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif).  Car^  puisque  «  vériific  Téqualion  ,  on  a 
l'égalité  a"  =  1  ,  d'où  («"*y  =  1 ,  égalité  que  l'on  peut  trans- 
former ainsi,  («^)'"=  i  ;  d*où  l'on  voit  que  «^  est  aussi  racine 
de  l'équation.  Donc,  et  étant  une  des  racines  imaginaires  de 
l'équation     y*^ — 1=0,    l'on  a  également  pour  racines , 

et*,  «■',  #*,.,,,  #■"',  #~*,  «""^.... 

JV.  B,  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres.  Car  soit,  par  oxeniple,  l'équation.. 
^•—1=0;  si  0t  est  une  racine  imaginaire ,  on  a  Tirante 
a^  —  i  =5  o  ,  d'où  et*  =  I  ;  donc  *^  ou  #*  X  «*  est  égal  à  «, 
de  mime,  **  ou  «*  X  «'  est  égal  à  «*..•. 
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Si  ^  désigne  Vune  quelconque  des  racines  imaginaires  de 

r équation  y^+ iz=:o  y  mF  est  aussi  racine  [p  étant  un  nombre 

impair  quelconque,  positif  ou  négatif)* 
En  effet,  cîe  l'équation  «■•  =  *— i,  on  déduit  («£"»)?= —  i, 

puisque  p  est,  par  hypothèse,  impair;  or,  cette  égalité  reyient 

à  {*'')"•  =  — 1;  donc  aP  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,  tf',  et**,  fit*.»..,  *"■",  et"''*,  «t~*. . . . ,    sont   des  racines 

de  l'équation  j''"+  i  =  o. 

3g6.  Bésolution  de  V équation     y"—  i  =0, 
Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonométrique  que 
nous  allons  d'abord  faire  connaître. 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  (expressions 

cosa+sina.V^ — \     et    cos  &  4"  ^'^  ^  •  V^ — *> 

on  a  pour  produit, 

cosa-cos6+(sîna.co$»&  +  sîni.cosa).  y  —  i  —  sina.sînfr; 

donc  à  cause  des  formules 

cos  (a  +  &)  =  cos  a«cos  b  —  sin  a.sin  b, 
sin  (a  +  ^)  =3  sitt  a.cos  i  -f"  «ùi  Â.cos  a, 

il  vient         (cos a  +  sin  a .  V^— 1)  (cos  3  -[-  sin  6.  V/ — 1) 
=  cos  (a  +•  fc)  +  sin  (a  -f-  i).  ^ — 1 . 

Soit  a'\-b:=^a'j  et  multiplions  cos  a'  +  sin  a'.  V^—  i  par 
cos  c  +  sin  c.  V' — I  ;  on  trouvera  de  même 

(cos  a  +  sin  a\  )/ — i)  (cos  c  +  sin  c.  ^ — i) 
=  cos  (a'  +  0  +  sin  {d  +  c).  V/=:7, 
et  par  conséquent, 

(cosa+sîna.  V^^) (cos 6+ sin i».  v/I^)(cosc+sinc.  \/'^i) 
=  cos(a+6  +  c)  +  8În(o  +  A  +  0-V^— «. 
En   général ,  soit  an  nombre  m  d'arcs  a,  6,  €..••/>;  on  a 
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éviilerament  le  résultat 

fcosa+sîna.  \/ — i)(cos^-l-sîni.  l/ — i)...(cosp4-8*np-  V "  0 

Supposons  maintenant  assbssc ^=p)  î^  ^n  résulte 

a  +  64"C+'---  +  P  =  '"û >  d'où 

(cosc  +  sîna.  l/ — i)"  =  cos/îia  +  8Înina.  V^ — i (1). 

Cette  formule  étant  vraie»  quel  que  sott  Tare  a,  on  peut  rcnv 
placer  a  par  —a,  et  si  l'on  se  rappelle  que  cos(— <i)=co5o, 
sin(— a)=:-— sina,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(cosa  — sina.  V^ — i)"a5=co8  wuz — sïn ma.  |/ — i (2). 

On  sait  encore  que  2^  désignant  une  circonférence  de  ceixie, 
I  le  rayon  et  t  un  nombre  entier  absolu  quelconque,  oh  a 

oo$^k7rz:zi     et     sina/rsr^so. . . .  (3). 

397.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des  trois  formules  que 
Ton  vient  d'obtenir, 

(cos— ^disin  — .1/— I  j  saicos2Air=b8in2A?r.  LZ-i— 1=1  ; 
m  m     ^         J 

d'où  l'on  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  h ,  l'exprès* 

sion  cos rbsin y — 1  jouit  de  la  propriété  d'être  une 

m  m 

racine  m''""  de  l'unité,  c'esl-à- dire  de  satisfaire  à  l'équatioa 
y"*  —-1  =  0. 

Pour  çbtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s^agit  que  d'attri- 
buer à  k  les  valeurs  o,  i ,  2,  3. . . ,  puis  de  calculer,  au  naoven 
de$  Tables  trigonomé triques^  les  valeurs  correspondantes  de 
nhr    .  -      .    2itw 


cos et  de  sin  — 


ar- 


Discitêaion.  Puisque  it  désigne  un  nombre  entier  tout-à-fait 

»  .^    .       M        II  i>  <5os2ihr_,  sinaihr       > 

bitraire,  il  semble  querexpressionj'= ±: .  |/ — 1 
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doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  maïs  nous  allons  voir 
qu'elle  ne  fournit  réellement  que  m  valeurs  dilTérentes. 

Observons  d'abord  que,  pour  une  même  valeur  attribuée 
Q  A,  les  deux  expressions  générales  àe y  forment  deux  racine» 
imaginaires  conjuguées;  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du 
Ti^  388.  £n  outre ,  ces  deux  racines  sont  réciproques  l'une  de 
l'autre;  car  on  a  pour  leur  produit , 

/       a^*r  ,    .    akfF    .  y \  /       aAîT         .    2Aîr    .  / \ 

I  cos -t*sin •  V  — I  J  l  ces  —  — sin •  v— i  ) 

\/7ï  m  /  \        m  m  / 

^  akw    ,     .  .  akw 

:=cos* +  sm* =  I. 

m  m 

Cette  seconde  propriété  i^accorde  encore  avec  ce  qui  a  été  dit 
ji®  3o2  :  toutes  les  racines  de  t équation  }  ™  —  i  =  o  sont  récî^ 
j)  roques  deux  à  deuxj  à  t  exception  de  -^  i  y  si  ra  est  impair j  et 
de  -^  \  t  '•^i  y  si  ta  est  pair. 

actuellement,  donnons  à  k  toutes  les  valeurs  entières  com- 
prises depuis  o  jusqu'à  *•  inclusivement^  si  m  est  impair^ 

el  depuis  o  jusqu'à  —,  si  m  est  pair;  il  viendra,  par  ces  subs- 
titutions, pour 

it  =  o,....  j^  s=  cos    o  ih  sin     o«V^ — *  =  *> 
k  ^  I , . .  • .  y  =  cos  —  db  sin  —  •y  — i , 

4*'  J-  •    4*'  ./ — 

ir  =  a,....  V  =  cos  -^  2:  sin  -^.  k  — i, 
"^  tn  m     . 

*  «  6r  _.       .      6îr    .  y*— 

it  =:  3,....  y  =  cos  — r  it  sm  — •  y — i. 


Jb  = ,...v  =  cos^ dzsm- <->  y- 


Sg^  sisoLtrTio»  compuètb 

ou  bien , 

it  =  — ,. . ..  y  =  cos  îT  riz  sm  jtk — '  =  —  i. 

Ce  tableau  donne  toutes  ]es  racines  de  l'équation. 

En  effet  >  i^«  lorsque  m  est   impair  ^  chacune  des   valearj 

k  =  ty  2,  3. . .     ■  fournissant  deux  racines  pour  y  9  le 

nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement   2. 

2 

ou  m— «1  racines;  d'ailleurs  A  =  o  donne  la  racine   i  ;  ainsi 

le  nombre  des  racines  fournies  par  ft=o,  1-  2,  3... . — ~ 

1 

est  m.  Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes,  car 

les  arcs  o,   — ,  — . . . , ,  elant  tous  moindres  que» 

m     mm  ^ 

ou  la  demi  -  circonférence ,  ont  ao  moins  des  cosinus  dif- 

férens« 

2°^  Lorsque  m  est  pair,  les  deux  yaleurs  extrêmes  ^  Jt=ro 

et  i&  =  —  ^  fournissent  les  deux  racines  +  1  et  — 1 1  d'ailleurs 

les  valeurs  intermédiaires  k=>  1 ,  2,  3. . . .( 1\  donnent 

chacune  deux  racines;  donc  le  nombre  total  des  racines  qiû 
correspondent  à  i&  =  o^  1 ,  2, . .  •T—  —  1 V  —,  est  expriiaJ 

par  2  +  2r  —  — 1  \  ou  par  m\  et  ces  racines  sont  essenticre- 

ment  différentes,  par  la  même  raison  que  ci -dessus. 

Il  nous  reste  maintenant  a  faire  Toir  qu'en  attribuant  à  à 

de  nouvelles  valeurs  plus  grandes  que ou  —,  on  retom- 
bera sur  les  mêmes  racines. 

Soit  d'abord  m  un  nombre  impair^et  supposons  ifc= f-  : 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque  *,  il  vient 
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(i»4-a»-^iy  .    .   (m -fan — iV   .y 


m 


ou 


,.  r     ,  (2»— l>r"n  .     .   r       (2n-l)jr"l    .y 

bien,y=cos|  ir+i '^    ±:bid    «•+^ ^    uy/ — i- 


Or^  je  dis  que  ces  deux  yaleurà  sont  identiques  avec  celles  qui 

ont  été  déjà  données  par  itss^-^  — (n^-i)  00  fc= ; 

en  effet ,  cette  yalenr  de  h  donne 

(m  —  2/i  +  i)ir  .     .    (1» — aii  +  iV   ^/ 

yssoos^ '    ±:5in^ —•y — 1, 

ivf  7n 

00  bien 

C(2/»  — i)îr1  .     .    r        (an— i>r       y "1^ 

mais  on  sait  que»  pour  deu  arcs    ir  +  ^  et  ir— a^     l'on  a 
CO8  («■+a)=co8(îr  — a)     et    sin(ir +a)ss — sin(sr— a); 
d'où  Ton  conclut 


ces     ir 


sm 


Donc  enfin  ^  /^<  cbiMP  racines  correspondantes  à. 


k  Z.J:  -— +  n    sont  idenûquês  apec  celles  qui  correspondent 

2 

à     k  =  — -—  -"  (11  ~  i)  >    Id  seule  différence ,  c'est  qu'on 
troa?e  les  deux  racines  dans  un  ordre  inverse. 

Si  na  est  pair,  soit  fait     it  =  —  +  »  î     "I  6*»  résulte 

38 
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m^r  +  an»  _.     .    mv  +  an»:      y 

j^  na:  0O9  — ±1  Sin •  y — i, 


ou  bien ,    y  ^  coa  (^^ ) ±  sio  Tt  H -\  ^ — i  ; 

mais  si  l'on  fait     it  =  —  ^/i,     il  vient 

et  sin  (  îtH J  =  —  smf  <r~ j. 

Donc  j  les  racines  de  y  correspondantes  à  A  = (•  n ,  sont 


>» 


identiques  avec  c^ies  qui  correspondent  à  /r=s-»  — •  n. 

Donc  enfin  >  le  tableau  des  Taleurs  que  l'on  a  obtenues  pour 

A=o,  1 ,  2,  ;>. , . .    ■     ■    ou  -r,  renferme  toutes  les  racines 

A^y^  —  I  =  o,  quel  que  soit  m. 

S98.  Relations  entre  les  racines  de  V équation  y"  —  i  r—  p. 
En  ietant  les  yeux  «ur^oe  tableau ,  on  voit  que 

oos^  +  sm^.  V«--i  =  (cos  — +  SIB— .I/--1  )  , 
ut  m         ■    -,   — \       m  m  / 

en  vertu  de  la  formule 

(oosa  +  sinû.  |/— i)"*  =  €Os/na -j- »»»  '"û.  i/^^; 

6:fr  Gtt     /-: —       /       a^r'      \    2»       . \S 

cos H  sm  —  .1/  —1  =  i  cos h  sin  —  .  V — i  1  . 

m  m  \        m  m     ^         J  ^ 


-«•+sin T.  /— i=(l:o.s f-sîn— •  i/ — il 


cos  — 
m 
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si  m  est  impair*,  et 

•I, 

co3îr+smir.l/^=/oos—  +8in  — *  V^ — ij  ,  si  w  est  pair. 


Donc  en  appelant  ce  la  première  racine  imaginaire. 


f-  sm — 

m  m 

cité,  correspondantes  au  signé  supérieur ^  peuvent  être  reprè 


eod f-  sin — •  ^ —  i«  toutes  les  racines  du  tableau  ^éjà 

m  m 


senties  par  «^  et' ,  W*,  «^ . .  a  '  ou  «' j  «juant  aux  racines  qui 
correspondent  au  signe  inférieur ,  nous  avons  tu  qu^elles  sont 
h'â  réciproques  des  racines  supérieures  ;  en  sorte  que  Ton  a  pour 

CCS  nouvelles racinbs,-,  —,  -»•••>  "i;^?^^  "«*'  ^  ^  ^^^ 
oî>serve  que  «•"  est  égal  à  i ,  ces  expressions  reviennent 

m-\-i  Hl 

D'où  l'on  peut^nclpre  fînfîn  que,  «  désignant  la  première 
racine  îmaginnipe  ,toi|tes  les' racines  d«  réqttàtJom^^^-^tfÀléo, 
peuvent  être  réprésentées  par 

««»,  «fc»,  •')  «\ . .  rt~^ ,  ou  «'  .^ '. .  41^-^,  #•"— ,  tf»^»;      ^' 

série  dans  laquieHe»  les' exposans  ne  s<]pt  attiré' chose  «pte- les 
nombres  naturels  depuis  o  jusqu'à,^  — .  i.  ,.  ^ 

•  .  .        -    / •     *, 

399.  Remarque  importante.  Cette  propriété  Jbnt  jouk  Vwad 
dos  racines  imaginaires,  de  Reproduire  toutes  les  autres  avec 
ses  diverses  puissances-,  n'appartient  géhéralèmcht  qu'a  la  pie- 

..  '*  2«"    .     .     aw     . /*'  ">  ■>•-    .V     ^    ».•?    i-  L /'! 

m  1ère  racine»  cos  —  •+■  sin  -7-r  v  —  i ,  ou  a  sa  cohiucnlee. . . 
m  m  .     " 

•    V.  i  ..  ■.       •  •*      /. j-  *       .,  •*  r  n      ♦   .    .       •*••.>• 

cos- — — sin — .  V/— !•  On  a  bien  prouvé  (n*  SqS)  queee  étant 
nt  m  "^ 

une  racine  imaginaire  quelconque ,  aP  est  aussi  une  racine  de 

38.  • 


SgS  uhoLimoif  i>s  Ë.*iquATtos  ^"*  +  i  =s  o. 

ai  m  est  pair'^  on  obtiendra  sucçessÎTement,  pbur 

A  ^=  o, jr  =  CQ3  —    dt  «in  — .  {/ —  i , 

If»  m 

ft  =  a, . . .  .j^  =  cos  —  ±  sin  — ,  y —  i . 
fn  m 


*  =  — 7j—  ,   :y  i=  ces  7r  H;  s|„  y.'j/—  I  =3  —  I, 

Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  Féquation 
En  effet ,  lorsTpe  m  est  impair ,  comme  la  valeur  k  = 

2 

ne  donne  que  la  racine  —  i ,  mais  que  toutes  les  autres  o,  i ,  a.  . 

m —  I  m — 3  -  ,       ■ 

I  ou  ,  en  donnent  déux  chacune ,  il  s'ensuit 

que  le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  râleurs,  est.. 

,  ,    2(/7J  — 3) 

1  +  a  +  ï ^1      ou  m. 

a    ^ 

Si  m  est  pair ,  chaque  valei^r  de  k ,  depuis  o  jusqu'à  "*  ^-  ^ 

donne  deux  racines  ;  ainsi ,  le  nombre  total  des  racines  foornie^ 

.    a(/»  — a) 
est    a  H ^ ou  m. 

On  démontrerait  d'ailleurs  >  comme  on  Ta  fait  pour  j'"'^!^», 
qu'en  donnant  à  k  des  valeurs  plus  grandes  que ,  si  p' 

*  ;  -        ^      ,         I»— a  ,  .  , 
est  impair,  et  que ,  si  m  est  pair,  on  doit  reirouTer  K^ 

mêmes  racines;  donc ,  etc. 
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On  reconnaît  en€ore>  d'après  rinapeciion  de  ce  taUeau, 
que  si  m  désigne  la  première  racine  imaginaire ,  savoir  :  . .  • 

cos  — I-  sîn  —  V/— I ,  **,  a? 9  et?.,, ,  *"*  ou  a*""* ,  suivant  que  m 
tn  m 

est  impair  ou  pair»  représentent  toutes  les  racines  correspond 

dantes  au  signe  supérieur;  d'ailleurs  les  racines  correspondantes 

au  signe  inférieur  sont  les  réciproques  des  supérieures;  ainsi 

roi>  a,  pour  ces  racines > 


'> 


I  I 


">  "^>  ."T»  •  •  «"^  ou    _,_,  ; 


et  con^rae  *"»  ==  —  i ,  d*où  «•'*»  =  i , 

ces  mêmes  racines  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

—      ou     a'"-»,   «*'"-\   flt*"-* a»  ou  a"-^' ; 


donc  enfin  toutes  les  racines  de  Téq nation  ^"  +  1=0,  son( , 
dans  l'hypothèse  de  m  impair^ 


j...a        ,B,a        ,...«         ^   Cl         , 


a',    ct%    «t-,    A^,..,    *"•-»,    et-,    flfc"-^",...    Ét*'»-\   flt^ 
rt  dans  l'hypothèse  de  m  un  nombre  pair^ 
et',    «3,    aS   flt%.,.   ot«--*,   a"-^',   ^""^3,...    rt»»-^^ 


iV.  ^.  Pour  plus  de  généralité^  nous  avons  établi  des  for- 
mules pour  résoudre  l'équation  j^"  -(-  1  ==  o ,  quel  que  soit  m  ; 
mais  dans  le  cas  oit  m  est  impair,  la  résolution  de  celte  équa- 
tion se  ramène  à  celle  de  y*^  —  i  s=  c ,  en  posant  y  =  —  j'', 
ce  qui  donne  ^'"  —  1  =  0;  d'où  l'on  voit  que  les  racines  de 
l'équation  ^"*  <4*  i  =  o  sont  égales  et  de  signes  contraires  au3i 
racines  de  l'équation  y*^ —  1  .=  0,  toutes  les  fois  que  m  est 
un  nombre  impair. 

401 .  Scholie  ^éfiéraL  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d'être 
dit  9ur  leà  équations  à  deux  termes,  on  peut  conclure  qu'i/// 
radical  quelconque  a  toujours  autant  dé  valeurs  qu'il  y  a 
d'uniUs  daiis  son  indice.  Ces  valeurs  soûl  égales  k  la  racine 
arilhwnétique  de  la  quantité  sous  le  signe  »  considérée  avec  sa 


6oo  amovm  gInAbai.  sur  lvs  hapicavx. 

-valear  aboolue,  et  multipliée  successivement  par  chacnne  do% 

racines  de  + 1  ou  —  i. 

Ainsi^  lorsque  l'on  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'an  par 
l'autre,  le  produit  est  susceptible  d'autant  de  yaleurs  difierentcs 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  k  moins  que 
les  degrés  des  deux  -radicaux  ne  soient  égaux  ;  car  alors  plu- 
sieurs valeurs  dertennent  identiques. 

Soit,  par  exemple,  \/a  k  multiplier  par  }/b\  désignons  par 
pei  q  leurs  valeurs  arithmétiques^  on  a  (n^  ^9^)  pour  le  pre- 
mier radical, ..  .^  ..  •       àL'^fy    dp  y    a,*py 

et  pour  le  second  ^ . .  •     a^q ,  etq ,  et*q  ; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacoa 
des  termes  de  la  seconde  ^  on  obtient 

apq,    a'^pq,   a^pq, 
u^pq,   e?pq,   a^pq, 

expressions  qui  se  réduisent  à  trois  différentes,/;^,  <tpq  et  a^) 
si  l'on  obserTC  que  Ton  a     ce^  :?;:  i  et  <t^=3  a. 

Il  en  est  de  même,  lorsque  les  deux  indices  ont  un  fadeur 
commun.  Le  jhomhre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au  multiple  là  plus  simple  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  lo 
sixième  cluipitre  (n®  176)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un 
radical* 

§  IIL  Résolution  des  équations  trinômes.  Exiraction 
dune  racine  de  degré  quelconque  dune  quantité  en 
partie  rationnelle,  et  en  partie  irrationnelle  diâ  se- 
cojul  degré. 

402.  Équation  trinôme  x^^  -f-  px"  =  q.  On  appelle  aîtis^i 
toutes  les  équations  qui  ne  renferment  que  deux  exposons  de 
Vinoonnue^  doubles  l'un  de  Vautre j  et  des  quantités  toutes  cort- 
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nues.  Ces  sortes  d^équations  peuvent  toujours  y  par  la  transpc 
sition  et  par  la  réduction ,  être  ramenées  k  la  forme  ci-dessiis. 
Leur  résolution  dépend  d'ailleurs  uniquement  de  celle  de  l'é* 
quation  du  second  degré  et  de  l'équation  à  deux  tex-mes. 
Eu  effet,  soit  posé    x^ssjr;     il  en  résulte 

m 

Donc  x=.Vy-  y-f  ±  V^î +?• 

ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  yaleurs  de  a?,  il  suffit  de  multi- 
plier les  deux  râleurs  données  immédiatement  par 


par  chacune  des  racines  i»***"  de  +>• 

Soit^  par  exemple j  fÀquation     ofi  —  'jjp  ss  4^  >  44  ^ 

en  posant    x^-=:jr^    on  trouve    y^ — 7y  =r4^'44> 

d'o&  l'on  déduit    ^  =r  ai6     et     y  ^=  —  209. 
Donc 

i<».  4r^ai6;  d'où  ârssG,  x=6.«,  jp=6.«t*; 

s s  

2«.  «^=-1109;  d'où xs=—V^ao9,s=a—««  V^dog^jtsa— «1*1/209, 

m  désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à  l'extraction 
de  la  racine  m'^""  d'une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en 
partie  irrationnelle  du  second  degrés  Nous  avons  déjà  (n**  1 19) 
traité  un  cas  particulier  de  cette  question,  celui  de  la  racine 
carrée.  Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  de  la  racine 
cubique  ou  troisième,  après  quoi  nous  génémiiserons. 


6o2  BFFECTimR  I^'opiBATIOlf 

4o3.  Effectuer,  s'il  eitt  posûible  j  l'opération  marquée  par 
On  ne  peut  pas,  comme  pour  la  racine  carrée  (n®  119),  sup- 


poser }/a^\/b:ssz\/x  +  V!y;     car  on  a 

(V/X  + VvV  ^x.y/x  +  Zx.  y/y  +  3y.  v/x  +  y. yy » 

expression  quî  reyîent  à    (a:  +  3y) .  V/x  +  (Sx  +  y)   i/y  >    f^t 
est  par  conséquent  composée  de  deux  radicaux  ;  mais  on  peut 


supposer  ^a  +  y/b^iX-^-^y^  c^r  ondi 

(x  +  i<yy=ar'+3xy+ (3x*+J^).V<y, 
expression  de  même  forme  que  a  +  ^b. 

Observons  encore  cependant  que  si  a  et  ^b  ont  un  fÎM^leur 
commun  quî  n'est  pas  un  cube  parfait ,  il  est  possibic  que  la 

racme  soit  de  la  forme     V/c.(x  +  V'j'). 

s*— 
Par  exemple,  élevons  au  cube     V^2.(i+V^ii);     il  TÎenl 

pour  résultat,   2(74  +  aSt/i  i),  ou   l48  +  4^V^'"»  dont  la 
racine  est  affectée  d'un  radical  cubique  mouomc. 

Ainsi ,  pour  comprendre  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présen- 
ter,  nous  poserons 


X,  y,  £  étant  des  quantités  comraensurables  qu'il  s'agît  <le  dt- 
terminer  conformément  à  la  question. 

Pour  y  parvenir ,  élevons  au  cube  les  deux  membres  de  oelU- 
égalité;  il  vient 

équation  qai  se  partage  nécessairement  en  deux  autres , 

« 

a=a(x5+3xy),      )  f  a'=a'(A«-f- 6j7iy4.9JcV). 
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retrancbant  ces  deux  équatîoni  l'one  de  Tautre,  on  en  lire 


donc 


a^^y=y/^^  =  l  »/(^rrï); 


Il  est  visible >  d'après  cette  équation,  que  la  valeur  de  y 
correspondante  à  des  valeurs  commensurables  de  x  et  s ^  ne 
peut  être  elle-même  rationnelle,  comme  l'exige  la  question, 

qu'autant  que  [/{a* — b)z  le  sera  aussi.  Or,  puisque  x,  y,Zy 
ne  sont  liées  que  par  deux  équations, on  peut  disposer  de  l'une 
d'elles  arbitrairement,  de  z,  par  exemple,  et  la  déterminer 
de  manière  que  (a* — b)z  suit  un  cu1)e  parfait;  le  cas  le  plus 
défavorable  serait  celui  où  a*  —  b  ne  renfermerait  aucun 
facteur  ni  cub0,  ni  carré  parfait,  et  alors  il  suffirait  de  poser 


Supposons  donc  z  déterminé  de  manière  que  l/(r/* — b)z 

soît  rationnai ,  et  faisons  -  \/{a*'^b)z:=^c\  il  en  résulte. . . . 

X*  — y  ^=-  c ,  d*oii  jr  =:  X* — c  ;  substituant  cette  valeur  dans 
l'cquatîon  as=zz{x^+3xy) ,  on  obtient  a=z(x^+3x^ — âcx), 
ou  réduisant,     4*^ "~  ^*^  "" ^  =  ®« 

Cette  équation,  dans  laquelle  s,  c  et  a  sont  des  nombres 
connus,  doit  avoir  au  moins  une  racine  commensurable ,  pour 
que  Fezpression  proposée  a+y/  by  soit  un  cube  parfait,  ou 
du  moins,  de  la  forme    C.(A  -f*  V  ^Y- 

Yoîci  les  foimules  dont  il  faut  faire  usage  dans  les  appli^ 
cations  : 

I    s^ 

1**.  c  =  -  K  (a*  —  b)Zy  on  peut  toujours  donner  à  z  uiU3 
z 

valear  telle  que  c  soît  rationneL 

a".   4^^ — 3czx  —  a=Oj  celte  équation  doit  admettre  au 

moins  une  racine  commensurable ,  que  l'on  déterminera  d'après 

la  métfaode  du  u""  334. 
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3^  j  =  x*— 'c;  cette  équation  donnera  la  valeur   de    r 
correspondante  aux  deux  yalears  de  x  et  de  a. 


404.  Premier  exemple.  Soit     ^ ilfi-^ ^9^  11  \     on  a 
«'  —  6=21904  — a3a76  =  — 1372  =— 343x4; 

or,  343  est  un  cube  parfait,  savoir,  le  cube  de  7;  si  donc  l'on 
multiplie  — 343x4  P'^''  ^9  l'expression  (a*—- &)«  aéra  no 
cube  parfait,  égal  à  (—  7  X  2)'. 

I   s  

Posons  alors  £ = a  ;  il  en  résulte  c  =  -  V(fl*  —  b)z  ss—  ^ , 

d'on,  fifubsti  tuant  cette  valeur  et  celle  de  s  dans  la  seconde 

formule, 8jr'  +  4^*'^  ""  "48  =  o, 

ou  réduisant, •  4^  +  ^*^  "^     74  =  o. 

Cette  équation,  résolue  par  la  méthode  du  n^  334,  donne 
a:  =  2;  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires.  Portant  cette 
\a1eur  de  x  et  la  valeur  de  c  dansla  troisième  formule,  y=r* — i , 

on  trouve  ^  =  11-,  donc  en£n  la  racine  cherchée  est 

•j  _ 

V/2.(2+\/iï),  résultat  que  l'on  peut  vérifier,  en  Tèlevant 
au  cube. 


Second  exemple.  Soit      Va  +  1 1 1/—  i  ;     on  a 
a»—  i=4  -f-  121  =  i25t=:(5)', 

tl'ott  c  =  -  /(a»— 6>Bi=i  /ÎÏST*; 

£.  Z 

comme  1 25  est  un  cube  parfait,  il  suffît  de  fiiire  &=:  i ,  &* 

s 

qui  donne  c=  V^  125  =  5;  d'o& ,  substituant  dans  la  seconde 
forra  ule ,    4-^  —  1 5  r — a  =0 ,    équation  qui  admet  encore  la 

racine  2 ,  et  dont  les  deux  autres  sont  x^ssi  ~ — ZTJL.     valeors 

irrationnelles.  La  valeur  de  y^  correspondante  à  x  s^s,  est 


y 


=  4  — 5  =  — i;  ainsi  V2+11V/ — 1=2  +  |/— i. 
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»  

Troisième  exemple.  ^3  -f-  \/^  ;  on  a 

il  faut  donc fslire  a=:7%  ce  qui  donne  cc=-»  d'où  ^  substi- 

7 
tuant  dans  |a  seconde  formule, 

ig6x*  —  aix  —  3  =  0; 

cette  équation   n'a    pas  de   racines   commensurablcs  ;    ainsi 
3  -h  i/a  n'est  pas  un  cube  parfait. 
On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suirans  : 

3  _ 


ï/Sa  +  3o  v/3  =  v/â* (a  +  1^  3), 

3 

s - 

^5-1341/:::;.= 5  -  m  /—a. 

4o5.   Effectuer^  lorsque  cela  est  possible,  Ifcpéraiion  mar-^ 

n 

quée p€tT  \/a+"j/ï. 

Si  l'on  a  bien  compris  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  cas  par- 
ticulier de  la  racine  cubique,  on  pourra  se  former  aisément 
nne  idée  de  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  une  racine  de 
degré|[queiconqne. 


Soit  |/a  +  ^b  y  qu'il  s'agit  de  ramener  à  la  forme  x  +  t/y  » 

II 
ou  plos  généralement,  à  celle-ci  :  V^&»(x-(-V^). 

n   n 

De  l'équation  V^a-J-  ^b=  \/z{x+  |/y),  on  déduit,  en 
élevant  les  deux  membres  à  la  »''"'  puissance,  et  égalant  sé- 
parément les  parties  rationnelles  et  les  parties  irrationnelles, 

(«   I         »— ï       M—        I  'ï ï     » ^     '»""3     n-i     •       \ 

|/6«=«(wJ^""  +  ».  ~-^'  —f-  ocF-^y  +  .. .  .y  }/y* 


6o6  llésOLUTlON   DBB   BQVATI0M8 

On  pourrait,  connue  clans  le  cas  précédent,  élever  les  deux 
membi-es  de  ces  équations  au  carré,  retrancher  et  faire  ensuite 
les  réductions;  mais  la  transformation  suivanle  conduit  plus 
simplement  au  même  but. 
Ces  deux  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

fl=  î  [(X  +  y/yY+  (X-  v»«] . 
V^i  =  I  [(x+  v<y)'-(x-  \/y)'h 

d'oii,  élevant  au  carré  et  retranchant, 

ou  réduisant ,  a'  «^^  6  3=  «•  (ar*  —  y)»  ; 


donc ,  X* — ^  =5  y/  — 5—  =  1  |/(a*~^)a"^. 

Supposons  maintenant  que  z  ait  été  déterminé  de  manière 


que  V^(a*  —  6)a"~='  soit  comuiensurable,  ce  qui  est  toujours 


possible;  et  posons     c  =  -  \/ {a^  —  6)a"""^;  il  vient 

X»  —  J'  =  e,'    d'où     jr==a:*  — c; 
reportant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation    ' 

a  =  z  Tx*  4-  «  ^-^^  x«~*jy  + V 

il   faudra  que  l'équation  résultante  ait  au  moins  une  racine 
commensurable. 

5  

Appliquons  ces  principes  à  l'expression     V^22&-)-i32|/3. 
Les  formules  relatives  à  cet  exemple,  sont 
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I    5  

Cela  posé,  en  faisant    ûs=2i8,   V^F=i32V/3,  on  trouve 

a'— 6=— a88  =  (— 2)5.(l)»j 

on  wit  donc  qu'en  posant  4  =  3,  e  deviendra  rationnel,  et  Ton 

I  *   - 
aura  c  =  jV/(— 2)*3*=— 2j 

d'où  j'ïssa;*— (— 2)=:x»4.2. 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  a,  dans  la  troisième  for- 
mule,on  obtient,  toute  réduction  faite, 

4^*4-  ioa;^4-5j:=  ig, 

équation  qui  admet  la  racine  commensurable  -)-  i  ;  ainsi 

5   5  _ 

donc  enfin         v/228  +  i3n/3  t=s  V^3.(i  +  v^3). 
On  trouverait  de  même , 

v/— 7+24v/ir"i=:2+|/:r7, 

6 

1/0889  — 1292  j/5  3=  2 — \/5. 

§  IV.  Résolution  des  équations  générales  de  degré 
supérieur  au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  lâche  importante  à  remplir  ; 
c'est  de  faire  connaître  les  travaux  des  analyste  sur  le  fameux 
problème  de  la  résolution  des  équations  générales  de  tous  lés 
degrés.  Ce  problème,  qui  a  long-temps  occupé  les  roftthémati- 
cien»  les  plus  célèbres,  a  pour  but,  étant  donnée  une  équation 
générale  eu. complète j  d'obtenir  ies  expreasiœis  de  ses  racines^ 
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au  moyen  d'un  nombre  limité  d^opéraùotiê  algébriques  efeC" 
tuées  sur  les  coefficient  Jusqu'il  présent,  la  question  n'a  été 
résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés;  et  Pon  doute  si 
jamais  on  pourra  panrenir  i  une  résolution  complète  pour  tous 
les  degrés. 

Quoi  qu'il < en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  pins 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degrés;  ensuite  nous  feroas 
connaître  d'autres  méthodes  susceptibles  de  s^appliquer  avec 
plus  de  succès  aux  équations  d'un  degré  supérieur. 

4o6.  Équation  du  troisième  d^é.  D'abord,  on  peut  sup- 
poser l'équation  priyée  de  son  second  terme^  puisqu'il  est 
(n^  276)  toujours  possible  de  le  faire  disparaître  de  toute 
équation. 

Soit  donc  proposée  l'équation     .t'  -^^px^q^so.  •  .'(i); 
faisons  dans  cette  équation ,  .  .  .    x  ssy  4-  & (2)  , 

c'est-à-dire  supposons  x  égale  à  la  somme  de  deux  autres 
inconnues  (cette  forme  que  nous  donnons  à  la  jraleur  de  x 
peut  être  motivée  sur  ce  que  >  dans  l'équation  générale  du  se- 
cond degré,  la  valeur  de  Jt?  s6  compose  aussi  de  deux  partîo 
distinctes). 

On  obtient ,  en  élcTant  l'^uation  (a)  au  cube , 

ou  bien,  x^rzry^  +  ft^+Sj^fi.x, 

et  transposant,  0?*— 3ya,a:— y'— «^=0. 

Pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (i),  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  Talean 
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àey  et  z  seront  telles  >  que  leur  somme  exprimerai  U  ^-aleur 
de  Xf  propre  à  vcrilîer  t'équatkm  (i).  Tàclioiia  donc  de  déter<« 
initier^  et  z  d'après  ces  deux  conditions. 

pi 
L'équation  (3),  éievceaucube,  donne  ^Vs= — i—  ; 

mais  on  a  déjà  y^+s^z=z — yj 

ainsi  9^'  et  z^  sont  teîs^  que  leur  somme  estég^le  à  une  qû^mtltd 

donnée—  y,  et  leur  produit  égal  à  ufie  quahtité  -^  ^  j  donc 

(n^  II 4);  ^^^^  détermination  dépend  de  réquatioa 

dnus  laquelle  t'  a  pom*  coefficient  la  somme  donnée ,  prise  en 
signe  contraire»  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  aussi 
donne. 

Cette  équation  se  nomriie  la  réduite  de  l'équation  du  troi« 
aîënje  degrés  parce  que  c'est  dt!  sa  résolution  que  dépend 
celle  de  la  proposée. 

En  elTct^oa  en  déduit  /a=~2  :+:  »  A*  +  pL  ; 

donc    :^''  =  -2+i/2:+£l-.'=*-2^v/ÎH^> 

•^  .a       V  4        27  '  a       V   4        a7  ' 

d'où ,  à  cause  de  la  relation    x  =iy  +  s  ^ 

3 •  3 


X 


-\/-i^\/M.*^-i-\/U^- 


1 1  peut  sembler^  ao  premier  abord  >  que  la  méthode  «  donsé 
qu'une  des  racines  de  la  proposée  ;  mais  désignons  par  m  oft  n 
ce  que  deviennent  immédiatement 

39 
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lorsqu^on  remplace  q  eip  par  leurs  valeurs  ^et  observons,  l^que 
les  équations  y  as  m^y  &'=  n^,  donnent  (n^  4^  0  ' 

I ,  ce,  «%  étant  les  trois  racines  cubiques  de  Punitc;  2^  que  le 
produit  des  deux  valeurs  de  ^  et  de  4(^  dont  la  somme  donne  la 

valeur  de  x,  doit  être  égal  à  — -  ^,  d'après  la  relation  (3), 

Ainsi,  Ton  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation  (0)  ^^ 
faisant  la  somme  de  deux  quelconques  des  Taleurs  dej^etde:; 
que  Von  vient  d'écrire ,  pourvu  que  le  produit  de  ces  deux  ta* 

leurs  soit  égal  à —  ^.  Or^on  a  en  premier  lieu  , 


mn 


•=v/-!+v/f+^xv/-î-v/?+$ 

V4     4     27  -     3' 

donc  a;  =  m  4- n,  forme  la  première  racine;  c'est  celle  déjà 
obtenue. 

En  second  lieu ,  am  X  **'i  =  a'm/i  =  mn  =  — ^  ; 

donc  âP=«em  '+'et*n  forme  une  seconde  racine. 

Enfin  et'm  X,an:=: afimn  =  Tmiss*— ^; 

donc  xcss  a'jn+  on  exprime  uns  troisième  racine. 
Aucune  des  antres  combinaisons  ne  remplit  la  condition  que 

le  produit  soit  égal  à — ^\  ainsi  elles  doivent  être  re jetées , et 

l'on  a  pour  les  seules  racines  de  l'équation  proposée, 

a:= in -f*7i;  a:=ese7n+«t*/ï;  a7=«t«m+oe». 
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On  parTÎeQdhrait  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  la  pro- 
|K)sée,  en  divisant  son  premier  membre  par  a:—  m—-  ». 

En  effet,  remplaçons  dans  les  équations  (3)  et  (4) ,  :y  et  z 
par  leurs  premières  valeurs  metK\  il  iîent 

/7i/z= — ^,  m^+n^:=. — j;  d'oii/?=— 3ot/i,  et  q^==.  —  m? — n^ \ 

61  Ton  substitue  ces  valeurs  de  p  et  q  dans  la  proposée  (i),  elle 
devient 

x^  —  Zmnx  —  /»^  —  71^ , 

expression  qui,  divisée  par  x — m-^n^  donne 

a;*  +  C''*  +  '0^  +  /»*—  mn  +  ?»■  =  o  j 

d'où  Ton  tire 

a 

ou  réduisant, 


OU  bien,  isolant  les  deux  valeurs, 

.=-(=±-")+(2=;)v=3. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  l'identité  de  ces  deux  expressions 
ckvec  x^«m-f-a^i»,  x=?:e(*7a  -f-«t;»,«n  se  rappelant  que  les  trois 

racines  cubiques  de  Tunité,  i ,  a,  *%  sont  i, î- , 

2 

407.  Discussion  des  trois  racines.   Les  quantités  m  et  tx 
reDfei'mant,  dans  leur  expression  ;  le  radical  du  second  degré 
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%/t-  +  ^»  on  conçoit  que  la  réalité j  ou  Vimaginariti  ia 

racines  dépend  prîncipalemenl  du  signe  de  y  -i ;  on  est 

donc  conduit  à  faire  les  ti*ois  hypoth&ses  suivantes, 

ç+^>o,  ç+^=o,  2;+^<o. 

4       ^1  4       a?  4       ^7  ^ 

Soit  PussaÂRXMKNT ,  7-  +  ^--  >  o ,  ce  qui   revient  à  sup- 
poser que  les  racines  de  la  réduite  (5)  soient  réelles.  Puisque 

\/  V  +  —  c«t  réel ,  î!  en  est  de  même  des  valeiirs  de  m  et  de  », 

V    4        ^7 

et  par  conséquent  de  la  premicre  valeur  de  x, 

Les  deui  autres,  x  =  —    ■  ■  d:  ^ ^  V^— 3,  sont es- 

2&  2 

scntiellcment   imaginaires  ;   car   elles   renferment  le  radical 


V^ — 3,  et  le  coeiTicient  de  ce  radical;  ou ,  est  roel  et 

diOercnt  de  o. 

Quant  au  signe  dont  la  racine  réelle  est  affectée  dans  œ 
cas^  U  est  négatif ,  si  q  est  positif,  et  il  est  positif ^  si  q^^ 
négatif.  Ceci  est  une  conséquence  de  la  proposition  établie 
n*  327  ,  sur  les  équations  de  degré  impair.  On  pourrait  A*ai)r 
leurs  le  reconnaître  immédiatement,  d^aprfes  Traspection  d« 
la  valeur  x  sr  1»  +  »• 

408.  Soit  en  second  lieu  ,  ^^  +  £-  =  o  ,   auquel  cas  1<* 

deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont  égales. 

Les  valeurs  de  met  n  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  — \/'' 
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ce qaî  donne x  =  — a  \/    »  P^^^  ^'^  première  racine  de  là 

proposée* 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a  m^^n,  il  en  résulte 
m  —  n  =  o;  ainsi  l'imaginaritc  disparait  et  les  valeurs  se  ré- 
duisent toutes  deux  à 

3  , 


^^ _.        /g, 

^^  2    ""         "*  V    ^^ 


d'où  l'on  voit  que  y  dans  l'hypothèse  particulière  que  nous  exa*- 
minonSf  i**.  les  trois  racines  de  la  proposée  sont  réelles;  2^  rleux 
d'entre  elles  sont  égales  à  la  moitié  de  Vautre,  et  de  signe  con- 
trains^ à  ce  lle^i. 

Donc ^  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif ,  l'équation  a 

une  racine  réelle  négative,  — a  i /-,  et  deux  racines  pohi- 

tiv«,    yj\. 

Le  contraire  a  lieu  ^  si  te  dernier  terme  est  n^tif  ;  c*est*à* 
dire  qu'elle  a  une  seule  racine  positive  e\.  deux  racines  négatives. 

Ces  résultats  s'accordent  encore  avec  ce  qui  a  été  dit  (n^  827 
et  Sag), 

Cas  irréductible. 

409.  SoiT  Sf  TAOïsiiiu  uxv,  ^  +  ^  '^  ^  1  OC  qui  exige 

que  p  soit  négatif;  tes  racines  de  la  réduite  8(mt  imaginaires. 
Dans  ce  cas 9  la  première  racine    xss  n»  -f*»!  se  présente 


sous  la  forme  x  =  \/a  +  b  V/ — i  -|-  Va.—  6  V^— i  y  expres- 
sion qui  renferme  des  syml)oIes  imaginaires. 

Il  en  est  de  même  des  deux  antres  racines  qui  déjà  renferment 
le  radical  V^ — 3. 

Ainsi  les  trois  racines  semblent,  au  premier  abord ,  /ma* 
ginaires,  ce  qui  est-  contraire  au  théorème  du  n°  3a^;  mais 
il  est  aisé  de  s'assurer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra* 
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ciliés,  les  imaginaires  s'entre-dctruisent,  et  qu'elles  sont  toutes 
troia  réelles» 

»y 7=  ^ . 

En  effet,  déTeloppons  \a+b y — i ,     ou     (a+i V^ — i)', 

par  la  formule  du  binôme  \  on  trouye 
on  pbtient  de  même  9 


développement  qui  ne  dii{%re  da  premier  qu'en  ce  que  tous  les 
termes  affectés  de  puissances  impaires  de  6^-*i,  ont  cliangô 
de  signe. 

D'où  l'on  peut  conclure  que ,  si  la  première  expression  est 

de  la  forme  />  +  î'V^— "» 

on  a  pour  la  seconde ,      /?  —  q  V  —  i  ; 

doue  «=m+n=/)+î7V^ — *  +P — ^V — i=3|p. 

On  déduit  encore  de  là 

m— ;»=p  +  gl/— I— (p— çV"— i)  =  27i/— 1; 

donc  a?  î= —  ^ ' — -  •±,  ^ .  y  —3 ,  deyienl 

{yoye%  n®  178).  Dono  enfin  les  trois  racines  sont  réelles. 
,     4'^*  ^^  peut,  sans  employer  le  développement  en  sèrir, 
reconnaître  la  réalité  des  trois  racines,  dans  l'hypothèse  do 


7-4"      <<>;  c'esl-à-dire  lorsque,  p  étant  nésatif,  on  a 
4       *7 

a?  ^  4  ■ 

En  effet,  puisque  p  doit  être  négatif,  l'équation  proposée  est 
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nécessairement  de  l'une  des  deux  formes 

a^  —  px  —  (/  =  o. ..  ,'.  (ï),      ou     ac^ — px  +  qz=io. . ..  (2); 

maïs  comme  on  passe  de  la  première  a  la  seconde,  en  dkan- 
geant  j;  en  —  js,  il  nous  suffit  de  considérer  l'équation  (i) 
dont  les  racines  sont  les  mêmes,  an  signe  prës>  que  celles  de  la 
seconde. 

Tout  se  réduit  donc  à  pronrer  que,  dans  l'équation  (i),  si 

l'on  a  —  >  T-j  les  trois  racines,  sont  réelles. 
^7       4  ^ 

Observons  d'alK>rd  que  le  dernier  terme  de  cette  équation 
étant  négatif,  elle  admet  déjà  au  moins  une  racine  réelle  posi- 
tive (n»  327). 
'Soit  a  cette  racine ,  il  en  résulte  l'égalité 

o'  — />a  —  ^  =  o (3). 

Cela  posé,  retranclions  (3)  de  (i);  il  vient 

jp3_^_p(a; — fl)=o,  ou  bien,  (j:--^) (a:*+ax+a^— /î)c3a, 

équation  qui  donne  les  valeurs  suivantes, 

x  =  a    et    a;=— -±:-V^— 3a»+4pj 

celte  dernière  expression  fait  connaître  deux  des  raciiies  en 
fonction  de  la  première  a. 

Or,deFhypolhèse    ^>p      on  déduit     f-4/5>|. 

ou  ^\/3'3>y;  ou  bien  encore,  ^l/fQ/'— /^V-7><^• 
Comparant  cette  inégalité  avec  l'égalité  (3),  qui  revient  à 
c  (a* — p)  —  gf  =  o,    on  voit  qu'il  est  nécessaire  qu'on  ait 

at/^^a,     et  par  conséquent,  ^p>>a',  ou  ^p  —  3a*  >o. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  deiix  valeurs  de  x- obtenues  p^s 
haut  sont  essentiellement  réelles.    C.Q.  F.  D. 

J{H,   Ce  cas,  qui  a  lông-temps  arrêté  les  analystes,  est 
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connu  sous  le  nom  de  cas  irrèduviiblê^  parce  que,  bien  qs'il 
SQÎt  proviTé  que  les  trois  racines  sont  réelles  «  les  formules 
ne  peuvent  être  d'aucune  utilité  pour  leur  détermination  ;  car 
on  Tient  de  voir  que,  pour  les  débarrasser  des  expressions  ima- 
ginaires quVU^s  ren ferment  >  on  est  obligé  de  réduire  la  pre- 
mière valeur  de  x  en  une  série  inBnie  dont  les  termes  ne 
ipeuvent  être  que  rarement  convergens;  en  sorte  qu'il  est 
impossible  »  dans  œ  ca3>  d'obtenir  les  expressions  exactes  d(s 
trois  racines,  et  Ton  est  forcé  d'avoir  recours ^  dans  les  a|>- 
plicationS)  aux  méthodes  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques* 

4i  3*  Équation  du  quatrième  degré.  Nous  supposerons  encore 
réquation  privée  de  son  second  terme. 

Sôît  x^  '^px^  4-  y^  +  r=  o . . . .  (i)  ^équation  i  résoudre. 

En  se  laissant  conduire  par  Fatialogie,  on  peut  être  tenté  de 
faire  jcss^y^Xy  c'est-à-dire  x  égçt  à  la  somme  de  deux  au- 
tres inconnues;  c'est  en  efict  là  marche  que  Lagrange  a  suivie, 
en  eniplojant  ensuite  pluâeurs  artifices  d'analjse»  pour  tirer 
parti  de  sa  méthode.  M^^is  les  calculs  dans  lesquels  cette  méthode 
entraîne  sont  très  compliqués >  et  l'on  parvient  beaucoup  plus 
promptement  aux  expressions  de  rincopnuej  par  Ttotrciduction 
de  tniê  indétermiHêes,. 

Soit  donc  fait  dans  réquation    ar=;=j4-x^-if.....  (2>; 
il  vient  t  après  Pétévation  an  carré  » 

ap*  s» y»  4-  »•  +  «•  +  *(y»  -t-^tt  +  ««), 
M         or*  —(y»  +  ft*  +  «*)=  a(ya  +  yi»  +  «»); 

carrant  de  n<MiTe*u  les  deux^membres  de  cette  dernière  équa« 
lion»  l'on  «fatieni 

fMft;»  rempiapmt  ^  +  &  +  »  par  x  et  transposant , 
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Or,  pour  que  celte  équation  s'accorde  avec  la  proposée,  il  faut 
et  il  suOit  que  l'on  ait 

i*. /!=:— a(y'+z.»+ziO,     d'où    y+a;'+M*=— ^-.-  (3); 

d'oi j,V+^»„.+iV~£^''...  (4), 

I  en  remplaçant    j'* +»• + 1**    par  sa  valeur  —  -  j  ; 

3*.  y=— '8)'«r« tfoù y«w=^^...,  (5). 

TeTTes  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir 
à  déterminer  les  valeurs  de^,  z,  Uy  dont  la  somme  formera, 
d'ailleurs  la  valeur  de  x.  Or  P équation  (5)^  élevée  au  carré, 

donnej^Vi*'=^;  d'où  l'on  voit  que  les  carrés  jr',  a*,  w*  «ont 

tels,  que  leur  somme  est  égale  à  un  nombre  donné,  —  ~,  la 
gomme  de  leurs  produits  deux  à  deux  est  égale  à  un  autre 
nombre  donné,^ — g^,  enfin  le  produit  de  ces  trois  carrés  est 

égal  i  ^;  donc,  eo  vertu  des  relations  qui  existent  (n^  2^57) 

entre  les  coeffîciens  et  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré,  la  détermination  de  ^'*,  **,  »*  ne  dépend  plus  que  de  la 
résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 

S 

Si  y  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs^  on  pose  /s=:  7, 

il  vient    tf'+2/)s'4-0>'  — 4'*)«  — 7*=* (6)- 

Telle  est  la  rtdiUte  de  l'équation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  s\  9",  s*  les  trois  racines  de  l'équation  (6), 
qae  Van  sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 
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y=dzly»',  *=±iv'«%  «=±^i/«-i 

et  comme  on  a  d'ailleurs  xssy-^z^i'Uf  il  faut  combiner  v^i 
valeurs  par  addition;  ce  qui  donnera ,  en  apparence ^  huit  Taleun  i 
différentes.  Mais  si  Pon  observe  que  l'on  a,  pour  une  des  équa* 

lions  de  condition  ^...^sa=*-l)  on  ne  doit  tenir  compte  qoe 

des  combinaisons  telles  que  le  produit  de«  trois  valeurs  de  v 
zetu  soit  positif,  si  q  est  n^atif  ;  et  négatif,  si  q  est  positif. 

D'après  cela ,  le  nombre  des  solutions  est  évidemment  rctluil 
à  quatre» 

Savoir ,  lorsque  q  est  négatif  auquel  cas  la  proposée  est 

X*  -f-  pjc*  —  yx  +  r  =  o, 

X  =  +  Ws  +  V«'  +  V**, 


(7). 


X  =  +  -1//  —  W^'  -  W^'> 

X  =  —  V«'.+  W'"  —  V«'i 

X  =  —  i\/a'  —  i»/s*  +  lv/«*» 
a*^  2*^  2*^ 

(Pour  remplir  la  condition  yiu=  —  ^ ,  il  faut  que  les  tr- 

radicaux  soient  positifs,  ou  l'un  positif  et  les  deux  autres  négali.* 
Et  lorsque  q  est  positif  ou  que  l'équation  est  de  ta  forme 

x^  +  />x*  ^  qx  +  r  h=^  Oy 

X  =  -  V.' -  V/ -  V.-, 


X  =  —  -l/s'  +  V**  +  -V»', 
a  a*^  a 

X  =  +  il/.'  -  1V«'  +  Iv/s-, 

x  =  + V*'  +  V,'_  Va 


(8). 
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(Ici  les-trois  radicaux  sont  négatifs^  ou  bieny^deuK  sont  posi- 
tifs ,  et  le  trobiëme  négatif.) 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des 
coefficiens  de  la  proposée ,  il  fandrait  remplacer  /,  s",  s^  par 
leurs  valeurs  tirées  de  la  réduite;  mab  les  formules  que  l'on 
obtiendrait  seraient ,  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement 
compliquées. 

41 3.  Discussion.  La  réalité  ou  Timaginarité  des  racines  de 
la  proposée  dé|>end  essentiellement  de  la  nature  des  racines 
de  la  réduite;  ainsi  l'on  est  conduit  à  établir  les  hypothèses 
suivantes. 

1®.     IaJl    llioVITB    PEUT     ATOIB    SES    TROIS    EACHIES    bAkTJ.W  ; 

mais  alors,  comme  son  dernier  terme  *— ^^,  est  essentiellement 
négatif,  il  s'ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives,  ou  bien , 
que  l'une  est  positive  et  les  deux  autres  n^atives  (n®  329). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives,  les  quatre  ra- 
cines de  la  proposée  sont  jiécessairemeni  réelles. 

Si  l'une  d'elles  seulement,  s  par  exemple,  est  positive,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires^  h.  moins  que 
l'on  ne  suppose  les  deux  racines  négatives  de  la  réduite  (6) , 
égales  entre  elles ,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  à 

M  2  2  2 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier ,  les  deux  premières 
racines  sont  imaginaires^  et  les  deux  autre  sont  réelles  et 
égales. 

La  RinxnTB  fevt  avoir  ttne  sxuus  racine  BiELUs. 

Soit  s'  cette  racine,  qui  est  nécessairement /7051V w^  puisque 
le  dernier  terme  "^^  est  négatif;  comme  les  deux  autres  racines 
s  '  et  s"  sont  imaginaires,  si  l'une  est  de  la  forme  a  +  J  y  *- 1 , 
l'autre  est  nécessairement  (n*  387)  de  la  forme  a  —  b\^ — i  ; 
M-,  on  a  (n"  389), 
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Va+b  ^—iz=m+n\/—i ,      Va—b  {/—i=m—n  V/— i  ; 


d'où  Va+Al/— i  +  Va— èV^^i=:a/n, 

donc  y  quel  que  soit  le  signe  de  q  dans  la  proposée ,  les  (Uns 
premières  racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  inutginairts , 
car  dans  les  formules  (7)  et  (8)  ,  les  expressions  des  deux  pre- 
mières racines  renferment  ^s"  et  \^s^  avec  le  même  signe: 
tandis  que  dans  les  expressions  des  deux  dernières,  ces  deux 
radicaux  sont  affectes  de  signes  contraires. 

En  récapitulant  y  on  voit  qne  l'équation  du  4*  degré  pcQt 
avoir  ses  quatre  raoines ,  ou  réelles  à  la  fois  j  ou  imaginmreH  à  la 
fois,  ou  bien ,  avoir  ékiui  racines  réelles  et  deux  racines  imagi- 
naires. 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrisau 
degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  poyr 
résoudre  Tes  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  L 
théorie  des  fonctions  symétriques,  et  que  l'on  doit  à  Lagrangf, 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante  ,  quoi- 
qu'elle entraine  dans  des  calculs  assez  compliqués;  mais  da 
moins,  on  se  forme  aisément  une  idée  delà  manière  dontel^ 
peut  être  appliquée  aux  équations  d'un  degré  supérieur  au  qua- 
trième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode ,  nous  allons  d'aboni 
l'appliquer  a  l'équation  du  second  degré. 

41 4*  Équation  du  second  degré*  Soit  x*'^pX'\'q'=^Q  ,FéqKi' 
tion  proposée i  appelons  a  et  6  ses  deux  racines;  on  a  dqk 
(n^  ^S'f)  entre  ses  racines  et  les  coeflîciensi  les  relations 

«  +  &  =  —/?,     ab^aq. 

Si  Ton  jionvait  former  entre  a  et  6  une  autre  relation  du  p^c- 
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micr  degré  y  Ton  aurxiit,  pour  (létermlncr  ces  deux  quantités, 
deux  équations  du  premier  degré ^  et  la  question  n^offrirait  plus 
aucune  difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -f-  Jnb  la  fonction  de  a  el  b,  qui  doit 
entrer  dans  la  conoposition  de  cette  relation  inconnue,  et  po- 
sons la  +  ^b  =  2 1 

l,  /;»  et  s  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib+ma ,  donne  deux  combinaisons  dîirércnteS|/a+'7^ 
eX  Ib-^nuiy  par  l'échange  des  lettres  a  et  ^  >  il  s'ensuit  (n*  3i  i) 
que  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  &  doit  être  du  second 
degré  et  de  la  forme 

[a_(/a  +  mi)].[î  — (/i  +  wa)]=:o...   (i)  ; 

et  puisque  celte  équation  est  du  second  d^ré,  il  faut  du  moins 
tacher  qu'elle  ne  soit  qu'à  deux  termes,  ou  de  la  forme  2*=si&, 
parce  qu'alors  une  simple  extraction  de  racine  suIUra  pour  la 
résoudre. 

Or,  pour  qu'elle  se  réduise  à  cette  forme,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  -f  ma  :=  —  (/a -(- mfr)  ;  il  ea  résulte 
(/+/7k)  (a  +  &)  =o^  maison  ne  peut  aroir  a  -f-isso,  puis- 
que le  coefficient  du  second  terme  de  la  proposée  est  di£Pérent 
de  o;  on  a  donc  nécessairement 

l-^mzszo^     d'où     /  =  — ni; 

d'ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l'objet 
que  l'on  s'était  proposé;  ainsi  m  reste  indéterminé,  et  Ton  peut 
faire  ,  pour  plus  de  simplicité,  mssi ,  ce  qui  donne  /  =:  —  i , 
et  J'équation  en  z  devient 

^     [*-(a-i)][*~C6-û)3==o; 
ou  réduisant,  a* — (a*+ 6')  + aa6  =  o. . .   (2). 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  sjmé- 
irlqucs  donne  (n®  3o4) 

S,  =r  «  +fr= — p\  Sft  =  — />Sj  —  2^=;j»— xj:  ûi  =  g. 
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Substituant  ces  Talears  de  a*  +  6*  et  de  2ab  dans  l'équa- 
tion (a)  >  on  obtient  pour  ceiie  réduite j 

a*— ^*+4g=oj     d'où    a  =  ±:V//)*— 4^. 

Si  la  première  valeur  de  z  représente  a  —  i,  la  seconde ei» 
prime  celle  de  i  —  a. 

Combinant  enfin  l'équation     a  •+•  ^  =  —  P 

^vec  la  relation  a  —  6  =  V^p*  —  4î  » 

on  en  déduit  û=— ^  +  Vp'— 4^^»  *  =  — ?— ^V^—. 

/ 
».  /]? 

ou  bien,  x=:  —  ^VZ^^' 

telles  sont  les  valeurs  obtenues  n^  98. 

41 5.  Équation  du  troisième  degré,  ce?  -|-  px  +  y  =  o. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation ,  on  i 
déjà ^  entre a^b^  c^  la  relation  a  +  6"("<^  =  ^9  ^^  donc  0002 
pouvions  former  deui:  autres  équations  du  premier  degré  en 
a^bfCfXe»  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées. 

Désignons  par  la -{-»  mb '\- ne  une  des  fonctions  qui  doivenl 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu'il  s'agit  d'obtenir, 

et  posons  jte-f- j?ii  +  72c  =  z. . .  .(i). 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes, 
par  l'échange  des  lettres  a.,  b^  c,  les  unes  dans  les  autres^  savoir; 

la  +  mb  +  TIC,  Ib  +  ma  -|"  nCy 

la  '^^  TTW  -^^  nbj       et       /^  +  me  +  na, 
le  +  77*a  H»  ni,  /c  +  mi  -f-  jia, 

l'équation  d'oii  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré 
<yvt  pour  qu  une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'api î*^ 
IcA. principes  déjà  établis,  il  faut  (n^  4^^)  qu'elle  ne  renfense 
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que  les  exposaiis  6  et  3j  c'est- a-dire  qu'elle  soît  de  la  forme 

•  Tâchonls  donc  de  déterminer  les  relatioi^ s  qui  existent  entre 
les  six  racines  de  cette  dernière  équation ,  afin  d'en  déduire 
celles  qui  doivent  exister  enlre  les  six  expressions  précédentes. 
Désignons  par  u,  w",  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immé- 
diatement, en  posant  ^z=^u  ;  d'oii 

appelons  eu  outre  i,  a,  «*  les  trois  racines  cubiques  de  i;  on'a 


•»• 


ainsi ,  en  prenant  îa-^-mh '^nc:=zz^  e\.  la  +  me  4- nb  =z  z" 
pour  les  deux  combinaisons  principales,  si  l'on  veut  elprimer 
que  les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la 
forme  (2},  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait  les  relations 

tb-^-mc  -^^  7ia=i»^{la  +  mb  +  jic). 

a®.     Ib  -f-  ma  -f-  tic  =:  «  (^  -f-  me  +  nb) . 
le  +  mb  +  nazszeik\la  +  mc  +  nb). 

{Il  est  à  remarquer  que  Ton  ne  doit  pas  égaler  indifle- 
emment  l'une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons 
\x  produit  de  »  ou  de  «%  par  la  première  ;  mais  il  faut  avoir  soin 
[ue ,  dans  la  combinaison  que  l'on  prend  pour  former  le  pre- 
dier membre  de  la  relation,  aucune  des  lettres  a,  &,  c,  ne  soit 
fTectée  d'un  coefficient  égal  à  celui  dont  elle  est  affectée 
ans  la  combinaison  qui  forme  le  second  membre;  autrement, 
n  serait  conduit  à  des  relations  qui  impliqueraient  contra* 
îction  ) 
Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées 
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ainsi  : 

(/— «rt  >  +  (m  — ii/)a  +  (/*—«•/»)&  =  o, 

{l  —  m)  b  +  {m—t^a  +  C« — rtm)c=xo , 

or ,  CCS  conditions  seront  évideinmeot  satisfaites,  si  Ton  d  »êpa* 
rément 

ces  six  relations  se  réduisent  à  c/tfwjf  essentieUeûient  dinfcrcutes. 
mz=.êd    et    n  =!«''/. 

En  effet,  00  a  é?r^  1  ;  d'où  «=  —  et  4«':^ -  ; 

Jonc  m  =  «/  revient  à  7/1  =:  -- .  /^    d'où     /=  «•m; 

fit 

de  même,  w  =  aV  l'cvient  à  n  =  -. /;     d'où     /==  «/i- 

Les  mêmes  relations,  /»=«/,  nzsial,  divisées  Tune  par  Taubc 

donnent  — =  ~i  d'où  m  =  -  «  =  xV*  et  n=zmm. 

Ainsi,  il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 

ni:=^td    et     7i  =  *'/. 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  /»  en  fonciîoa  de  /  et  q«f 
resle  indéterminé,  on  peut  sappcser,  pour  plus  de  simpHci!- 

/  =  I  ;  ce  qui  donne  /«■==«,  «  =  •«*; 

en  sorte  quô  les  trois  valeurs  de  /,  m,  ;i  »  ne  sont  àuti^  cl  ' 
que  les  racines  cubiques  del'unhé.  Substituons  ces  xaîcursO.* 
les  deux  expressions 

la  +  inb  +  ne  =  z\  la  -\-  me  +  7^i:=:  -*  ; 

il  vient      a  +  j«Z>  4"*''^==  ^^    ^  +  <"^.  +  <^'^  ="  «  • 
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On  pourrait  également  snlistitnep  oes  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  l'équation  en  «;  mais 
observons  que,  puisqu'elle  doit  être  de  la  forme  (2),  ses  m 
racines  sont  comprises  dans  les  dewéquation^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  l'équation  unique 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coeiBBciens  du  produit 
a  ceux  de  l'équation  (a)  ^  on.  trouve 

B  =       (a  +*i  +ii«c)5  ;  (a  -f  «?  +  *»A)». 

Si  l'on  remonte  à  la  composition  primitive  de  l'équation  en  s, 
on  reconnait  que  cette  équation  est  symétrique  ena,  &,  c;  ainsi 
les  coeffîciens  A  et  B  peuvent  (n«.3io)  s'exprimer  au  moyen 
des  coefficiens  de  la  proposée ,  et  la  difficulté  consiste  à  évaluer 
les  diverses  fonctions  symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d^aller  plus  loin,  rappelons-nous  que  i,  «,  «»  étant  les 
racines  de  l'équation  y—*  1=^0,  l'on  a 

et  i+«i+«*  =  o;     d'où    •  +  «*i=s_i. 

Cela  posé ,  développons  les  valeurs  de  A  et  H;  il  vient 

ou  A=  — [2T.a3~3r.a  ^4.  laoic]. 

Or,  les  formules  tdes  n<">  3o4  et  SoS ,  jqppliquées  a  l'équation 
ar'  4-  /)jp  +  q  =  o  »  donnent 

S,=^,  S.=-.PS.-2Q=-2/7,  Sa=-PS.~QS,-3R=— 37^ 
d'où  Ta«i  =  S.Si  — 83=— 83  =  39; 

d'ailleurs  on  a  abc  =  —  jr  ; 

4» 
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donc'  AasB— (— 6y  — 9^—  ia^)  =  a7^j 

7.\  B  =  [(o + -16  +  «'c)  (a  +  ne  +  ^*b)2^  ; 

mais     (a+mb  +  «V)  (a  +  -c  +  m^b)  s=  T.a«  +  (*  +«»)T.cfc 

=  T*a*— T.a6; 

d'ailleurs^  on  a     T.a' 3=  Si  =  -—  2p,     T%abr=zp  ; 

ainsi  y  Bï=( — 3/?)'=— 27/?^*; 

donc  enfin ,  Ton  obtient,  pour  l'équation  en  s , 

z^  + 17^*'  —  27p^  =.0- 

Cette  équation  donne  d'abord 

oubien,         .»  =  .,(-|d:v/f+^), 
d  0&  l'on  tiroi  pour  les  Taleurs  de  s'  etg'f 

Ces  yaleurs  étant  connues ,  pour  obtenir  celles  de  a,  &,  c  ,  il 
suffit  de  combiner  les  trois  équations 

a  +  ii6  +  #*c  ==  a' , 
a  +  «c +  ct*6  =  «*', 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l'avons  déjà  Ta^   que  la 
proposée  est  privée  de  second  terme. 

D'abord,  l'addition  de  ces  trois  équations  donne,  en  Terta 

de  la  relation   i+«4-ii»  =  o,         3a=/  +  a*, 
d'où  l'on  déduit  a  =r  — ^ — , 
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00  remplaçant  s'  et  z"  par  leurs  valeurs  oi^destns  y 
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c'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  da  n^  4o6. 

Maintenant  y  multiplions  la  première  équation  par  ce,  la  se- 
conde par  m*  y  et  ajoutons  ces  produits  ayec  Ja  troisième  équa- 
tion ;  l'on  t>btient  / 

I»  et  71  désignant  toujours  les  deux  radicaux  1/  —  2. . , 

V  ;       a 

Enfin  y  multiplions  la  première  par  m*  et  la  seconde  par  m 
puis  ajoutons;  il  ^ient 

3A  =  «V  +  -i^%    d'où    6==  î!l+!îf!  =«»;„  +  .„, 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 

/^i6.Équationduquqirième  degré,  x^px*+qx+r=rzo*..  (i). 
Comme  on  a  déjà  la  relation  a  +  ^  +  c  +  J=sOy  il  faut  ta* 
cher  d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en 
a,  b,  c,  d. 

Désignons  par  ka  +  lb  +  mc  +  nd  l'une  de  ces  fonctions 
dont  il  s'agit  de  trouyer  la  valeur.  Puisqu'en  permutant  les  lettres 
a,b,  c,d,de  toutes  les  manières  possibles,  on  pourrait  (n^  i48) 
former  a4  combinaisons  différentes^  il  s'ensciit  que  la  réduite 
en  z  serait  du  24*  degré;  ainsi  nous  devrions  faire  en  sorte  de 
la  rasiener  à  la  forme 

«*<  +  As««  +  Bis«  +  C=  o, 

pour  qu'elle  fût  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d'abord  il  est  possible,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'ana- 
lyse y  de  diminuer  son  degré. 

En  efiet,  ft,  ^^w»;  rt  étant  des  indéterminées ^  supposons  kzzzl 

4o.. 
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te  qai  rédait  le  0ombi;e  de»  combioaisona  dîffmotes  à  la, 
pals  m =7»^  et  ou  les  réduit  à  6^  savoir  : 

/(a  ^b)+mic+  d)t  /(c +d)  ^-.  m(a  +  b)  , 

/(a+c)+i7ï(*  +  d),      et      l{b+cl)  +  m{a  +  c), 

toutes  le»  autres  oombitiusoos  rentrent  éTMemmeBt  dans 
celles»là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  %  est  du  6*  degré, 
il  faut  tilLcherile  la  ramener  è  la  forme 

«e+Aa4  +  Ba*  +  C  =  o...   (a);' 

ce  qui  éulge  que  ces  racines  soient  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires.  Or^  il  •ast  évident  que  l'on  satisfera  â  cette 
condition ,  en  posant  /=  —  m  =  i  ;  car  alors  les  combinaisons 
précédentes  deviendront 

a  +  b  —  (s^d),  c+d  — (a  +  6), 

a^e^{h^d),    et     fr  +  i— (a  +  OT 
a  +  d  — (6  +  c),  6  +  c  — (a+rf). 

Observons  que  les  combinaisons  {lacées  sur  une  même  ligne 
borisontale  sont  égales  et  de  signes  contraires 3  donc^  en  multi- 
pliant entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  s  qui  corres- 
pondent  à  ces  valeurs  |  on  obtiendra 

[^._(a  +  d-»-c)»3  =  o, 

pour  l'équation  réduite. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a>  i,  c,  <2, 
ses  coelOficiens  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  coefficiens  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  t 

D'abord  (a  +  6  —  c  -—  d)»  déveio];>pë ,  revient  â 


PAR   LBS  FONCTIONS  SYMilHIQUES.  Gsg 

mais  on  a 

a  +  6  +  c  +  d=o,    et    ai+ac+a^+ic  +  W+cd=rp; 

donc  — (a-f-fc— c  — d)*=:4P"^4(û*  +  <^^)> 

on  trouverait  de  même 

_  (a -t- rf_  fr— c)*  ==  4p  — 4(ad  +  ic>; 

ainsi  f  en  supposant       js*  4^  4/'  =  4<'*  •  *  •  (3)  » 

l'équation  en  âi  se  cliange  en  celle-ci  : 

£a  — (ai  +  cd)][i*— (ac  +  fcd)]  [a  —  (o^  +  fcc)]  =  o , 

équation  de  la  forme     i^  4-  A'u^  4-  B'tf  +  C  a=  o ,    et  dont  il 
ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficieos. 

Or  on  a,  i^    A'sas — (aft+<zc+a<2+&r4-ii24-cd)=s-— p. 

+  (ac4-Ad)(ad+6c), 

ou,  développant  et  employant  I^  notations,     B'ssT.  a^bc\ 
mais  la  formule  du  n®  Sog, 

T .  a^b^c^  =ss , 

a 

dcTient I  en  supposant  ns=a    et    j^si, 

T,«'oc  = : 

a  ' 

d'ailleurs,  la  proposée  étant    x*  +px*  +  jx  4"  '^  =  <>i 

on  a         S,=— P=5p;  S^=:— 2Q::=— ap;  &?:;:-.3Il=— S^r  ; 
84=— QSa— 4S=2p*— 4r; 

d'où  T  .a*4  XT,  a=T .  a*ixSi=o , 

T.aPh  =c:S3S,--S4=-N.2p»4-4r, 
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donc  T.a'ic  ou  B'  =  ^  -  4>— a/>'-4r^__ 

3».  C  =  —  (ai  +  cd)  iac  +  bd)  {ad-^bc), 

ou  développant ,    C  =  —  (T .  a*6 V  +  abcd  X  T .  a*). 
Mais  la  formule  du  n^  3og  y 

T.a.fr-c.^T.a'&'xT.a--T.a"&- 

devient  ^  dans  l'hypothèse  de     n  =  2 , 

.r     .M^      T.a»i»XT.a»  — T.a^i» 

d'ailleurs ,  on  a  déjà  .trouvé  T .  a*fc*=p'+2r  j  S»=:^2p  ;  de  plus 

S8S=— QS4— RSa  — SS»=— 2/>'  +  4pr+%»-t.5ip'' 

==  — 5ip3  4;6/,r4-3y»-, 

par  conséquent ,  comme    T .  a^b*  =  S^S* — Se , 

il  en  résulte    T  .a^i*  =5  —  4p^  +  8/?r  +  2^^  —  6/)r  —  3y» 
=  —  2p^  +  2pr —  Sjr"; 

donc  T.a-&V=^'+"^^X-^^+^^'-"^^+^ 

—  6pr+3q^ 
= ^~ ï.— y*_apr; 

on  a  enfin    abcds=.r,    dernier  terme  de  l'équation  ;  donc 

C  =  —  (£»  —  a/>r  -f  r  X  —  2/>)  =  4f""-  î*!^ 
et  l'équation  en  u  devient 

Remplaçons  maintenant  u  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3), 

c'est-  à -dire  par  — 7^»  ou  plutôt  par  a  +  /> ,  afin  de  oonser- 

4 
ver  la  réduite  au  troisième  degré  et  d'avoir  des  coefficiens  plot 
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simples;  on  obtient  iinalenient  ])our  résultat, 

z'  +  HPZ-+  (p--  /ir)z^  q^=ZO.  . .    (4), 

équation  identique  ayec  la  réduite  obtenue  d'après  la  première 
méthode  (n**  4*2). 

Si  l'on  désigne  par  z,  z',  z'  les  racines  de  cette  équation , 
42^^  4^'>  4^*  seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a  +  b  —  c  —  d,     a+c-^6«^rf,     a-f-^-^*  —  c, 

puisque  l'on  a  fait  dans  l'équation  primitive  enz,    z*:=z^z. 
Ainsi  l'op  a  pour  yaleurs  de  c«s  combinaisons, 

a  +  b  —  c  —  d  =  dL  av/a% 
a  +  c  —  i.  —  d  t=z  ±  ay/a*, 

Combinons  ces  trois  relations  ayec  Péquation  déjà  établie 

a  +  ft  +  c  +  (i=Oi 
on  irouje  premièrement,  par  leur  addition , 

4a  s=?  d;  2V/<  ±  ai/z*  ±:  av/**, 

d'où  a  =  ±:  -W  ±:  ^t/z"  ±,  ^x/z". 

H^  2.^  H^ 

Secondement^  ajoutant  la  première  et  la  quatrième ,  puis 
soustrayant  de  leur  somme  celle  des  deux  autres,  oh  obtient 

46  =  ±  ay/a'  =p  ^y/z"  q:  av/a", 
d'oà  b  =  ih  iv/a'  rp  i^/^"  ;p  il/z*; 

on  trouverait,  par  des  moyens  analogues. 
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Maïs  il  «e  présente  ici  une  diffiouUà  «nalogue  k  œUe  que  Poti  a 
rencontrée  dans  l'autre  m  tbode;  elle  est  relative  aux  signes 
dont  les  radicaux  doitent  être  afiectés.  Ponr  déterminer  ces 
signes,  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit, 

T.cfi—T.a^b  +  aH.abc; 
mabona      T.a*=S3  =  — 3y,     T.c*is=sSaS,  — Ss=3^, 
et  T.^Acss  — ^j 

donc  (a-f"i-^c— *d){a-|-c--'& — d)(-û4"<'— *— 0^=^ — %i 

ce  qui  prouye  que  les  radicaux  V/*',  ^z',  V/a"  doiyent  être 
affectés  de  signes  tek,  que  leur  produit  soit  positif  si  q  est  né- 
gatif, et  négatif  A  q  est  positif» 

D'après  cela,  on  a  évidemment  pour  les  racines  de  Féquatîon 

afi  +/?x*  —  qx  +  r  =  o, 


a 


«t  pour  les  racines  de  l'équatioa    x*  +px^  +  î^c  +  *•  =  o. 
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Ce  Mot  absolaiiikettt  les  mêmes  valeur*  que  celles  qni  ont  été 
obtenues  par  k  première  méthode. 

4' 7*  ScJiolie  généraL  En  appliquant  la  même  méthode  à 
l'équation  du  cinquième  degré,  on  devrait  cLerclier  la  valeur 
d'une  fonction  de  la  forme  Aa  +  Ai  -f>  A:  +  nid+  na.  Comme 
les  cinq  lettres  a,b,c^d,e  fournissent  24x5  on  lao  permu* 
tatîons  différentes  (n*  14^9  il  s'ensuit  que  la  détermination  de 
cette  fonction  dépendrait  d*ane  équation  da  120*  degré,  dont 
il  faudrait  ensuite,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'analjse,  faire 
en  sorte  d'abaisser  le  degré.  Mais  jnsqa'ici  les  efforts  que  l'on  a 
tentés  pour  obtenir  une  réduits  eonpenablt  ont  été  infructueux  ; 
et  l'on  doute  si  jamais  on  7  pourra  parveiiir,  à  cause  de  la  lon- 
gueur et  de  la  complication  des  calculs. 

Depuis  long- temps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations ,  comme  ne 
pouTant  être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numéri- 
ques; le  seul  avantage  qu'offriraient  les  résultats,  serait  de  con- 
firmer la  proposition  hjjiothétique  (n?  25o}  :  toute  équation  a 
,au  moiws  une  racine. 


CHAPITRE  X. 

/ 
Complément  de  la  théorie  des  Suites. 


§  P'.  Des  Séries  récurrentes. 


418.  Nous  ayons  tu  (n^  191)  que  les  fractions  algébriques 
rationnelles  de  la  forme  fi_ij  '»  '\^k'  \l'*'Zâ'*'>  donnent 
Jîeu  à  des  séries  d'une  nature  particulière  et  connues  sous  I^ 
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nom  de  séries  récurrentes.  Or,  on  peut  se  proposer^  sur  ces  sorlei 
de  séries^  deax  questions  analogues  k  celles  que  nous  avons  ré- 
solues pour  tes  progressions  par  quotientj,  qui  sont  d'ailleurs 
el/es-mémes  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  déterminer  le  termt 
général  d'une  série  récurrente j.  c'est-à-dire  une  expression  à 
l'aide  de  laquelle  le  rang  d'un  terme  étant  donné  ^  on  paisse 
obtenir  la  valeur  de  ce  terme  >  sans  que  l'on  soit  obligé  de  for- 
mer d'abord  tous  ceux  qui  précèdent. 

La  seconde  a  pour  but  de  repenir  de  la  série  récurrente  à  la 
fraction  génératrice j  ou  y  ce  qui  revient  au  même^  de  dètermi" 
ner  la  somme  des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  l'on  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a 
été  dît  n***  igi  et  192  sur  les  séries  récurrentes. 

419.  Détermination  du  terme  général  d'une  série- récurrente. 
Pour  passer  du  simple  au  composé,  considéronSi  en  premier  lieuj 

la  fraction     ,  .    ,>■  ,  qui,  comme  l'on  sait,  donne  naissanœ  à 

une  série  récurrente  du  premier  ordre. 
On  a  trouvé  (n**  187) 

a  a       a    V         a    b'''    ^      a    V^    ^   ^ 

0*+  b  X       a       a    a  a'  a'*  a    a^      ^^  "^i 

or,  cette  série  n'est  autre  chose  qu'une  progression  par  quotîrat 

A' 
dont  le  premier  terme  est  —,  la  raison jX]  donc ,  d'après 

ce  qui  a  été  dit  n®  aoo ,  le  ternie  général  de  cette  séri^,  ou  le 
/*''"'  terme ,  est  -7 .  f  —  -?  x J 

Soit  maintenant  la  fraction  »^^  ?  '  «>  9"®  *'^^  P^^» 
pour  simplifier,  mettre  sous  la  fprme  "1  ^~X ,  en  faisait 
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p-— •,^_G,  -r  — «,  et     ^=C'. 

Désignons  par  x  — p  et  a;  —  q  \t%  deux  facteurs  du  trinôme 
a;*  +  ^'^+*'>  et  conceyons  que  l'on  ait  pu  décomposer  la 

fraction    ,  .  ^ — ; — r  en  deux  fraction  $imple8, 1 ; 

comme  chacune  d'elles  donne  lieu  \  une  séri^  récurrente  du 
premier  ordre,  si  Ton  forme  ces  deux  séries  séparément ,  ainsi 
que  le  terme  général  de  chacune  d'elles,  la  sommé  de  ces  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre.  Donc  la 
difficulté  consiste  à  déterminer  A  et  6^  de  manière  qu'on  ait 
rîdcntité 

^+gjc     '  _     A  B     , 

ct'+C'jc-l-a:"      X — p       X — y' 

or,  si  Ton  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même  dé- 
nominateur, il  Tiendra ,  à  cause  de«  ■+•  dx  -f-  x*=(x— /?)(jp— ^)., 

tf  +  fx=A(x— y)  +  B(x— p)=:(A+B)x— (Ajf+B/))^ 

mais  cette  équation  doit  exister,  quelle  que  soit  la  yaleur  de  x\ 
ainsi  (n^  i88)  on  a  séparément,  A+  B  =  ^;  Ajr  +  ^P=^*~'iî 
d'o&  Ton  déduit 

A  et  B  étant  déterminés,  si  nous  comparons  les  deux  fractions 

,  — ^  à  la  fraction  -r-^rr  po^r  laquelle  le  terme  gé- 

X — p^  X — q  a+ax'^  ^  ° 

néral  est  >  comme  on  vient  de  le  voir,  -7^ 7.  xj     ^onapour 

le  /^r/îi^^/»^/«/dela  fraction  proposée,    ,     ^^       ^  ,    on  a, 
A     /i         \— *      B    /i     \»-' 

OU  bien ,  —  f  —  +  l)^"'»  expression  dans  laqudle  il  ne  s^agii- 
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rait  plus  que  de  remplacer  A  elB  par  leurs  valeurs  obtennes 
ci-dessus. 

Soit,  pour  exemple,  j-j-^—j^.     ou     _-_^_; 

Péquation  x^ — ar — 3=o,  étant  résolue,  donne  x=3,  x= — i; 
d'oJi  -      a:*— 2x— 3=(x— 3)(x+i). 

— 3-t-aa?  A  B 

chsssantles  dénominateurs  et  réduisant, 

—  3  +  ar=:(A+B)x  +  A  — 3Bj 

3  5 
d'oii  A  +  B=a,A — 3B=—  3,  ce  qui  donne  Az=  -=,B=-7. 

4  4 


Donc,  en  vertu  de  la  formule  — (^  +  ~i)^""'*>lc  terme  gp- 

3^2jC 

néral  du  développement  de  ^rj^ — ~?»>  ^'^ 

Soit  71  =  I  ;  cette  expression  devieilt  —  ( 'l\^  ou4- 1 . 

On  a  donc,  pour  le  développement  lui-même , 

3  — 3x                   4^.1»^      34... 
3  +  2r  — a:*^*~3^'^y^~^'^^ 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  rédaction  en  s«ri< 
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iVaprès  U  méthode  des  coefficiens  indétermioés.  Mais  le  prînci^ 
pal  avantage  qui  résulte  de  la  détermination  du  terme  général^ 
c'est  de  pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  ^  sans 
passer  par  tous  les  termes  intermédiaires. 

420.  CcLs  particuliers.  i^«  La  méthode  que  Von  Tient  d'în* 
cliquer  est  en  défaut,  lorsque  les  deux  racines  du  trinôme 
x^^C  x+  af  sont  égales  ;  car  alors  les  valeurs  de  A  et  6  de- 
viennent-^  et— -2 c'est-À-dire  infinies;  et  en  effet, 

o  o 

on  conçoit  que  la  somme  des  deux  fractions ,       ■     ,  kie 

peut  reproduire  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du  second 

degré  en  x. 

mA-ix 
Mais  observons  que  •  dans  ce  cas  »  la  fraction  >    ■    ■   ,  •  peut  se 

«  ix 

mettre  sous  la  forme  7 r,  +  , r., 

(x— />)•       {x—pY^ 

OU  bien  encore,         ^^— j-  +  -^^,  +^^7)-- 

expression  qui  se  réduit  a  ; t;  +  -^ . 

«^  (X— />)•       X— /> 

Or^  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à  une 
iérie  récurrente  du  ptemier  ordre >  qui  a  (n*  4'9)  l>our  terme 

5éDéraI,— (p)x— . 

Quant  à  la  première,  elle  revient  à  («  +  fp)  0>  — x)-*,oa 

-Iil^ .    fi j    ",  et  si  l'on  développe  ce  second  facteur  par 

i  formule  du  binôme,  on  trouve 

désignant  le  rang  d'an  terme  quekoo^pw;  donc  le  terme  gi^ 
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néral  correspondant  à  ,  ^f  i j        ou  ■  ^,,  est 

p    \     py  i^—py 

Ainsi,  le  terme  général  qui  correspond  à       .,  est 

421*  2**.  Le  cas  où  les  deux  racines  p  et  q  sont  imaginaires 
semble  aussi  faire  exception  à  la  méthode  du  n*  4'i9»  poîsqof 
Texpression  du  terme  général  renferme  les  quantités  p  et  ^  ,d 
qu'alors  cette  expression  doit  être  elle-même  compliquée  d'iiu- 
gînaires.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  imagiaatres  m 
réduisent  et  disparaissent  tout-à-fait 

(A  R  \ 

—  +  •%)'^""'  »   A  et  B 

par  leurs  valeurs  trouvées  n^  4i9>  ^^  vient 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

UpV(p-9)  ^  p^-Y^'ip—siU 

Gela  posé  y  si  l'on  a  p=r  +  *V^ — i, 

on  a  aussi  nécessairement  g  =  r  —  ^  k  —  i  ;  j 

d'oi  pq=i^  +  s\  p-q-  =  (f^  +  *•)",  />-'9""'  =  C^+  O'-'- 
p—q=xi8  ^~,  p''—q'=ir+ti  V^^)"— (r— *  V/^)»r:=ait  V/^ 

(en  développant  par  la  formule   du  binôme  et  réduisant]; 
enfin  p»"' —  ^«-' =  air V^. 

Le  terme  général  devient  donc 
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expression  tout-à-fait  débarrassée  d'imaginaires. 

Jie/narquis.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  que  Pon 
a  suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à  une 
série  récurrente  du  second  ordre ,  on  voit  que  la  que^ion  est 
ramenée  à  la  décomposition  d*  une  fraction  rationnelle  en  frac» 
tiona  simples  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  pre- 
mier degré,  du  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidente  étant  d'une  très  grande  importance 
dans  la  haute  analyse ,  nous 'en  donnerons  encore  la  solution 
pour  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troi- 
sième degré  en  x, 

42a.   Décomposition  d^ une  fraction  rationnelle  en  fractions 

simples, 

n  ^.  ^x  -f>  y** 
^*'  •/_i/y y    a  I  'Zs  la  fraction  proposée,  et  désignons 

par  X — p,  X — ÇfX-^rf  les  trois  facteurs  du  dénominateur, 
que  nous  supposons  d'abord  réels  et  inégaux. 

^^Cx  +  YO^        _      A  B  C 

^'^Cx  +  '/x^'^x^  ~  x—p'^x—q'^'x—r' 


Posons 


kyB,C  étant  des /quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer.  On  a 
l'abord,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  observant  que 

m  a,  dis-îe, 

+  C(x—p)(x^q). 

Oa  pourrait,  comme  dans  le  n^  4'97  effectuer  les  calculs, 
iuis  comparer  les  deux  membres  terme  à  terme,  ce  qui  donne- 
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rait  entre  A,  B,  Ç,  trois  ;rçlaUo^a  dea^ua^Ies, ,01^  dêdoîraît  en* 
suite  les  valeurs  de  ces  quantités;  mais,  par  une  considération 
particulière /.im-paririett  plus  «iw^ementi  la  âéterninatk» 
de  ces  valeurs.  ^       .   ,^  ,   ,  ,  .  .,,„.    .^   ,,„,. 

Comme  Téquation  précédente  doit  exîste((',  quelle  que  soit  la 
▼aleur  de  :p,  et  que  de  plos^  A,  B,  C  doivent  être  indépendass 
àpXf  il  p'ensuit  que  fi ,  pour  une  y  aleur  particulière  attribuée 
*à  celte  lettre,  on  parvîeilt  à  déterminer  des  valeurs  correspoc- 
dantes  pour  A,  B,  C,  ces  valeurs  conviendront  également  à 
réquation  générale.  Or,  si  l'on  fait  suocessivemeat  dans  celle 
équation,         ^=Pf  ^^=^qi  a7=r,  il  vient, 

I».  pour  x=py    ••-t-5/>  +  rP*  =  ^(F— j)  (i5 — 0  ? 

^  qui  donne  A  _  jj^T^yj^fZ^y 

ï  •  '  •  .    .  I  •  '•      .   * 

■  3».  pour  X  =  r,  C  _  ^_____ . 

423.  Cas  particuliers,  i**.  Supposons /Tt=:y=rr;  la  déoon^ 
position  précédente  ne  peut- plus  a^ir  lienyeair  les  oœê- 
ciens  A,  B,  C  deviennent  infinis.  . 

Mais  en  suivant  une  marche  analc^ue  à  celle  du  n®  ^^o^m 
peut  poser-  '  / 

{^-pf    '^i^-p)''^(.x-pT^i^—p' 

et  essayer  de  djéterminer  A,  B,  G  d'après  cette  déoompositk^ 
Pour  cela,  chassons  les  dénominateurs j  il  ^vîent 

Soit  d'abord  xtnpi  il  en  résulte  A  ==  «  +  ^  H-y/'  ^ 
l'équation  devient,  lorsqu'on  7  met  cette  valeur  de  A, 


ou;  ^dWîsant  par  le  facteur  commun  jp  — />, 

Faiiooi  de  nooTeau  x  =/>  ;  on  troti^e 
BscC+a^p; 

tt'pù, remplaçant ,  dans  l'équation  que  l'on  vient  d'obtenir>  B  par 

cetteWear, 

y(x — />)=C(j— p);        donc       Cray. 
Ainsi ,  l'on  a  l'identité 

M-^Sr  +  yx*        ^-^"^P+yp*   ,    ^+^YP  ,       y 

m'  +  Cx-^rx^  +  a^  ix—pY     "'"(x— />)*"*"  x—/>' 

résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l'exactitude ,  en  réduisant 
en  une  seule  les  fractions  du  second  tnembre. 

a**.  Soit  /?  =  r,  ou  tù  +  Cx  +  y'x*  +  x^  de  la  forme 
(x  -^pY  (x  —  ç)  ;  et  essayons  ,  dans  ce  cas ,  la  décomposS-^ 
tion  suiTanle, 

^^>Cx  +  yx*    _       A  B  C 

(x-j.r(x-^)-(x-p)'"^x-/>'*"x-î» 

«î  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  obtient 

*  -f.  Cx  4-yx»  =  A(x  —  î)  +  B(x— p)  (x  —  ^)  +  C(x— />)•. 

Cela  posé,   soit  xrs/?;  il  Tient  «*+ffiP+yp*  =  À(/?  —  y), 

relation  d'où  l'on  tire    A  =  ""-±^±2^^ . 

p  —  q 

IVIcttant  à  la  place  de  A ,  sa  \aleur  dans  la  dernière  équation 
i<ieii tique,  et  transposant,  on  trouve 

-»(X— />)  — C^rCx  — /))+y/?x(x  — p)— yy(x*— /?•) 

=  (/>-y)[B(x-  p)  (x- 17)  +  C(x-py]  ; 

si  l'<Mi  divise  par  x-— />,  et  que  l'on  fasse  ensuite  xssp,  cette 
dernière;  équation  donne 

4« 
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B= — nj^sy 

Enfin ,  si  l'on  fait  x= j  dans  la  première  des  deux  identités, 

on  en  déduit  t.  =  — (p— y)*     ' 

Nous  tie  considérons  point  le  cas  oîi  deux  des  radoes  do  po- 
lynôme #  +Cx  +  yx*  sofct  imaginaires»  puisque  nous  avons 
déjà  yu  que  l'expression  du  terme  général  peut  être,  dans  ce 
caS;  débarrassée  d'imaginaires. 

424.  U  est  facile  d'étendre  la  marche  précédente  à  une  frac- 
tion rationnelle  d'un  ordre  quelconque;  mais,  pour  compléter 
ce  qui  a  rapport  à  la  détermination  du  terme  général  d'une 
série  récurrente ,  il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  peut 
obtenir  le  terme  général  relatif  k  chacune  des  fractions ,  telles 

„««  "  c,  7 *-Tk.«-   •  auxqaellca  on  csl 

v"  î^^:^''  (x-pY'  F=p?      ^       , 

conduit  par  celte  méthode. 

Soit  d'abord  l'exprawion    ^^_^pf*  «^^  P*»^  "»  "»*'"* 

A/        «V^ 
soin  !•  forme    AC*— />)"'»«»  —p(,"^-^    • 

Or,  on  a 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

a.3.4.5.....(»— I).  />""'     ^        ^         />■   ' 

donc  fe  Urme  général  de  r^-^  «^ 

A  »(«±0.£_j.o«b.en,--4-  ^^..*-. 
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A  , .    A  /        x\^^ 

De  méniei     -z rr     lerient  m    -;(  *  "^~  )    J    *»«« 

»'TÎe  dont  le  terme  général  est 

4>5.6.  7,>  ,.(y» —  i)>?>,(» +!)(»+ a)  a?""' 

ou  rédaisant,  ^^.j-^ .  p:r,; 

on  a  donc ,  pour  le  terme  général  de  7 ^r; , 

(X— /))♦ 

. "ini;»  ou  bien,  — — 0 •  "rr?-^     ; 

et  amai  de  mite, 

425.  Passons  à  la  seconde  question  ^  qui  a  peur  objet  la  som- 
mation  des  séries  récurrentes. 

Cette  questien  se  divise  en  deux  parties  : 
Oo  Fon  demande  la  sommf  des  termes  df  ta  série  tout  enr- 
tière  ^  c'est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lien  à 
cette  série-, 

Ou  bien  y  la  sonwne  d*uïi  nombre  limité  de  termes, 
ha,  première  partie  est  la  plus  iacile  à  traiter. 
Soient  A ,  B,  G^  D,  E^  F. . .  •  •  les  termes  d'une  série  récur- 
rente; et  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  série  soit  du 
troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire  s'appliquera  aisé- 
ment à  une  série  d'un  ordre  quelconque. 

luSL  méthode  est  analogue  à  l'une  de  oelles  qoi  oq4:  été  suivies 
( n^  2o3}  pour  les  progressions  par  quotient 

Désignons  par  p,  q,r\e6  quantités  qui  forment  Péchelle do 
relation ,  c'est-à^ire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il 
faut  multiplier  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C  ,^ 
•pour  former  £^  et  ainsi  de  «site;  on  aura  les  relations 

4t.. 


6^^  SMOfAIK* 

■     D  =  qp  +  Bî  +  A»-, 

E  =  Bp  +  €7  +  '^'■' 
F  —  Ep+Pq  +  Cr, 
G^  Fp  +  Eî  4-  ï)r. 


Ce.  rdatîoM  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  «  <>»  »«  j*»"^ 
terme  à  terme,  et  que  l'on  appelle  S  la somAe  ouU>  fimt^ 
génératrice  cherchée,  on  obtiendra 

S— A— B-C«p(S-A.-B)4-î(S-A^  +  '-S, 

,      prA4.B)  +  gA~(A  +  B-t-C) 
doi l'on  déduit    S^^ p^q  +  r—t 

En  soiwnt  la  même  marche  pour  les  séries  d«>  1-,  a%  4*  •• 
ordre,  on  peut  former  le  tabkao  suivant  : 

i«  ordre  S  =  p^ ♦•• • "r.'''-^'^' 

■         pA.^(.à.    B)  "      ■  ■   f-> 

a  ......   p —    ^^_<j,_| 

,fA-4.B)-l-7A-(A+B+C)    '.  ^), 

3' *—  P+Î+'— • 

«      Ki-^B-^C^4^(^+B)+rA-CA+B+C+D)  , 

4* *~  >+ît-'-+«— » 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  pour  «x*mplê^  la  série  du  troisième  ordre, 

1  — ax4-3x»— iox»+22a;t— 5»  J*+  laSx» , 

»  .....  ,,i,  ,   j 

dont  l'échelle  de  relation  se  compose  de  flensemUe  desi^auBtilé 
on  troure ,  en  appliquant  U  fonnulB'tS),  «t  obserTant  qn9  l'on  » 
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A  =  i,  B=— ax,  C=3x*,  /;== — jc,  y=2jc*,  r=  —  Sr', 

— X  (i — axj-f-^Jg* — i+aj — 3i:* i— j — jg* 

— x+ax* — 3jr*— i  i+x— 2x*+3x*' 

11  arrÎTC  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux 
ou  trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de 
récurrence*  Cela  provient  (n^  19a)  de  ce  que,  dans  la  fraction 
qui  lui  a  donné  naissance,  le  degré  du  numérateur  est  plus 
élevé  que  celui  du  déngpiipateur;  dans  ce  cas,  pour  obtenir 
la  fiacti^  génératrice  ^  on  commence  par  faire  abstraction  des 
termes  dont  on  vient  de  parler  ]  puis ,  après  avoir  obtenu ,  d'aprës 
les  formules  précédentes,  la  somme  des  autres  termes,  on  lui 
ajoute  les  terihes  dont  on  avait  d'abopd  fait  abatr/iction ,  en 
ayant  soin  de  réduire  }e  tout  en  une  seule  expression  frac- 
tionnaire. 

426,  Seconde  partie.  Dans  les  formules  précédentes,  il  n'entre 
que  les  premlîfrs  tei*mes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
l'échelle  de  relation.  Maïs ,  é\  Fon  demande  texpr^wion  de  la 
sorrune  d'un  nombre  déterminé  de  termes^  W  faut  en  outre  con- 
naître les  derniers  termes  de  la  série*  •* 

Soit  encore  une  série  récurrente  dp  troisième  ordre  ^  dont  left 
preè:iiers termes  sont    A,  B,  G,  I>)  Sr.*.,  •  J'éoheUe  de  rela« 
tioQ  {,Pi  i7>  r),  et  les  dçmiers  termes  K,  L,  M,  N. 
•Faisque  la  série  est  du  troisième  ordre ,  on  a  les  relations 

D  =  Cp  -H  B^f  +  Ar, 
E  =5  Dip  -f-  Cy  +  Br, 
F  =  Ë/>  4-  D^  +  Cr, 


N  =  Mp  +  Lg  +  Kr. 

£Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  oncherciie  la  somme ,  diminué  de  trois,'] 

Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S 
la  somme  cbercbée ,  on  a  évidemment 

S-A-'B.C=/>(S^A-B-N)^-9(S.A^N-^M)  +  r(5-N-M-L); 
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éoa  Poïi  tire 

'  On  pourpfttt  également  obtenir  les  •omne»  Mlatmi  k  «ne 
•érie  téenfrente  d'so  ordre  quelconque. 

fin  ecMnptrant  cette  formule  avêc  la  Ibnnnle  (3),  <m  voit, 
1^*  qoe  oelle-ci  le  déduit  de  celle  qu'on  Tient  d'obtaûr ,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectéa  de  L,  M,  'N.  • .  • 

a^  Que ,  pour  appliquer  la  formule  (3) ,  il  toffît»  coBàme  nons 
l'avons  déjh  dit ,  de  eonnaitre  ks  trois  premiers  .termes  et 
Péchelle  de  relation;  tandis  que^  pour  faire  ns^ge  de  In  for- 
mule pcéoédenle  y  il  iant  absolument  atoir  les  expressions  des 
trois  termes  qui  précèdent  celui  auquel  on  a  arrêté  In  série; 
ce  qui  exige  que  Fon  connaisse  l'expression  d'un  terme  de 
rang  quelconque  dans  la  série,  c'est-à-dire  le  terme  général j 
question  qui  devient  t^  compliquée,  lorsque  la- série  e$t  d'un 
ordre  un  peu  élevé. 

4^7.  Au  reste,  lea  formules  telfftWes  am  oas  de  la  tomne 
d'un  nombre  déterminé  de  termes,  a'appliqnent  principelcBient 
eux  iférM  récurrentes  numériques* 

'  Soit  y  par  exemple}  une  série  récurrente  du  troisîèsne  «rdre, 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  i,  a,  3,  le  anlTnnt  est 
égal  au  donUe  du  trotsiteC}  angmenté  delà  somme das  deux 
premiers^  le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  aug- 
menté de  la  somme  du  troisiè9ie  et  du  deuxième;  et  ain^ 
de  suite.  Le  déyeloppement  de  cette  série  sera 

1,  2,  3,  9,  a3,  58,   148,377,  960,  a445,  62217.... 

Gela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes, 
ou  fera  dans  la  formule  ci-dessus, 

A=i  ,Bs==a,C==3,p=a,g=i ,  r==i  ,N=62a7,M==2445,L*c=96o  ; 
ce  q^i  donnera 

5  ^î>l^H!a±!Çi±SÊ!î=^  =  .0.53. 


Si  l'oD  demandait  la  somme  d'un  plus  grasd  nombre  de 
termes,  par  exemple,  la  somme  des  5o  premiers  termes,  il  &ih 
drail  pousser  la  série  jusqu'au  5o*  terme  inclusivement ,  ce  qui 
ne  laisserait  pas  d'être  fort  long. 

Ou  hienj  il  faudrait  former  directement  les  4^*9  49*>  ^^* 
termes,  d'après  l'expression  du  terme  général.  Or»  pourobte* 
nîr  ce  terme  par  la  méthode  exposée  (n^  4'^)^  ^'^  commencerais 
par  mettre  la  $àriê  proposée  80u$  la  formé 

I  +îix-h3x»  +  9a:'  +  alr*4-5&2*+ j 

on  rêchêrchertùi  ta  fraction  génératrice  qui  a  donné  Uea  à 
cette  série  ^  et  on  la  décomposerait  en  trois  fractione  eimplcê 
pour  c/iacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général*  Faii* 
sant  ensuite  la  somme  de  ces  trois  termes  généraux j  on  aurait 
celui  de  la  série  i  +  ax  +  3x*  -4-  •  ^  •  •  \  enfin^  on  suppose^ 
rail  X  3E=  I ,  ce  qui  donnerait  le  terme  général  de  la  série 
I  +2  +  3+9  + 2^ +  ••••;  ^^^^  *^  ^^  facile  de  s'assurer  que 
tous  ces  calculs  sont  souvent  impraticables. 

£n  effet  y  si  l'on  applique  la  formule  (3)ii  la  détermination 
de  la  fraction  correspondante  ^  i  +  ax  +  3x*  +  gj^  + 
on  aura,  en  observant  que  As=:  i ,  Bis=i%Xf  C=3x*,  p^%x 
q-rs.jM^,  razx^, 

I  — ax* 


^» 


Sc£3 


I  *— ax— x^— x^' 


or ,  Pexpressîon  x*  +  x*  H-  ax  —  i ,  égalée  à  »éro ,  ne  peut  évi- 
demment avoir  que  des  racines  incommensurables  ;  ainsi  la  dé- 

I  "*  ax* 
composition  de  la  fraction    ' 1 --^    en  fractions 

simples  ne  peut  se  faire  d'une  manière  exacte. 

Ces  rél1e\ion5  pro/ivent  quo  les  résultats  analytiques,  simples 
en  théorie,  sont  souvent  peu  susceptibles  d'application. 

428.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par 
l'exposition  d'un  moyen  dû  à  Lagrange,  de  reconnaitre  si  urne 
série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes* 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 
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1*.  Si  la  térie  proposée,  que  nQ|;|s,^fig«crQ||S<;fMur  S,\est 
une  série  réourrente  dn.prenfJQr  orctfîÇr.fU^  ,pq9iri^t  4l*itii4 

fraction  de  la  forme      >   .  ,^    . 

_                             a'^b'x      a'      &' 
Or,  on  a  =  — h- x: 

ce  qui  prouve  que  \a  fraction  renversiez  oo^^ce  qui  revient  an 
méme^  V unité  divisée  par  la  série  proposée  S,  doi\  donner 
pour  quotient  une  fonction  entière  de  x  (n**  sJ^o)  et  égale  à 
p  -4-  (/x  ;  81  cette  division  ne  se  fait  pas  exactecnent,  c'est  que  la 
série  y  en  supposant  qu'elle  soit  récMrrente^  est  du  second  ordre 
ou  d'un  ordre  supérieur, 

a®.  Si  S  est  une  série  récurr<^nte  du  second  ordre,  elle  pro* 

vient  d'une  fraction  de  la  forme -7   ,    ,/ — ; — 7-^  ;  or  »  on  a 

a  +  bx  4-  c^ 

a'+b'x  +  c'x*_a'  ,  aV  —  ba'       ^  a^c' —b[aV —hà')  ^ 

ou  p  +  çoT-f  j:;p^.x»j 

ce  qui  prouve  que  \ unité  émisée  par,  S  doit  donner  iimu  à 

un  quotient  entier  de  la  forme    p  +  ^^^     plus  un  produit  dt 

j^  par  une  série   récurrente  du  premier  ordre;    c^est-à-dîre 

qu'en  désignant  par  Sx^  le  reste  auquel  on  parvient,  apm 

avoir  divisé  i   par  S  et  avoir  obtenu  le  quotient  p  -f-  çx ,  un 

S 
doit  trouver  ^  égal  à  un  quotient  exact  de  la  forme  p'  +  q'x\ 

et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  règle  sui^ 
vante  pour  reconnaître  si  une  série  donnée  est  récurrente  ; 

Soit     S  =  A  +  Br  H-  Cx»  +  Dx*  + ., . ,    la  série  proposée. 

i^  Dii^isez  V unité  par  S  et  poussez  ^opération  jusqu'à  cex|ue 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p  +  qx  et  un  reste  de  1» 
forme  S'x*,  (S'  désignant    une   série   indéfinie   de   la    forme 

A'  +  Brx+cv+..o. 


2r  Db^ièêâ  9pur  9  ei  pouHééié  rùpéraéiûH'jtisclu^ii}^  qVc  <ouê 
aye«  on  «fdôtimf  de  M  fornlè  p'  +  ^aî/èt  ttti  rèkte  <éJ  qûe'$*'if^,''  ' 
(S"  étant  ^al  à  A*  +  B'x  +  Cx*  +...)• 

3®.  Dipise»  S^  />ar  S"*  «^  poussez  l'ûpératioh  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  b  ibrine  jv'  «f*  q^x  et  un  reste  tel 
queS*a?*,...  *  '^ 

4*»  Diçisêz  S"  par  ST  et  poussez  ^opération  jvsqu'à  ce  ^e 
▼ous  ayez  un  quoAent  de  la  ïbrme  p*  ^  q^x  et  un  reste  S' V  .  •  •  . 
£t  ainsi  dé  suite. 

Dès  que  Puuc  de  ces  dÎTisions  se  fait  exactement,  là  série 
proposée  est  récu^rente ,  et  Pôrdrè  de  la  série  est  marqué^par  le* 
rang  de  laf  division  qui  s'est  faite  exactement. 

Quant  Â  l'échelle  de  relation  de  la  série,  on  Tobtlenclraii 
aisément  (n*^  igs),  si  Voû  pouvait  obtenir  la  fraction  généra-' 
trice-  «  .  lî  . 

Or  supposons  9  pour  fixer  lès  idées,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement.  , 

On  aura,  donc  la  série  d'équations  •  *    ** 

S  S" 

Ç/=p''+  qX'\'^  x\ 

S*  I     ' 

La  dernière  donne  ^  =  ^,; 

Pou  en  substituant  dans  la  seconde^ 

,        S' P'+?'^  , 

'""° S  "~  (p'-\-q'x)  (p"-f  9'.c)  +«»' 

luijstituaol  celle  valeur  daos  la  première  équalion ,  il  vicitt^ 
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iotkc  enfla , 

c_ (p'+q'x)(p'+q'x)-^x' 

expresaion  qai,  simplifiée,  est  de  la  forme 

fi  —  a+ftx+ga:* 

a' + i'x  +  c'x»  +  «f x^  • 

et  l'échelle  de  relation  e*t  alors  (n*  iga), 

4^9.  Prenons  pour  exemple  la  série 

ii  3,  69  10,  i5»  21»  a8,  36,  4^....  , 

dont  cliaqoe  terme  8*obtîeot  d'après  l'expression  générale — 

n(n  + 1)         , .  .  -  ,  ,,  ^ 
y  71  désignant  le  rang  du  ternia  que  l  on  veat  former 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente ,  on  la  mettra  d'a- 
bord sous  la  forme 

i+3a>4-6x'4-ioar^+i5x*+aix*+«i8jr«+36j;'+45wcM- 

Cela  posé^  en  appliquant  la  règle  ci-dessus^  on  troure 

s=,+3x+éx«+:r  =•""*"♦•**  s- 

(S'  ayant  pour  développement, 

3+8i?+t5j-4-a4J?^+35x*+48x»+63x^+8ox'-h9^+ ../ 
S  __i+3x+   6r*4-  >■>_«,'       .   ^     ^ 
S'  ""3  +  8x-f-i5a:*-f-...-~3'^9*'**  9  '   S" 
(S'=si+3x+  6jc»+ioc* +...); 

S;^_ 3  +  8x4»  i5x»+..o        _ 

5''^i+3x+   «jp'+io:b^+..,^  "^^ 


fOoUerU  e»aoi;  ainsi  )a  «érie  eti  véûarfente  »  «I  du  UmiènM 
Pour  obtenir  Fécbelle  de  relation,  rapprochons  les  équationa 


S       i   ,  I      ,  aï»  S* 
9         9 


s^=5  +  5^+q-S^> 


05=5  — «5 


S*  I 

la  dernière  donne  -^  =  s— >       d*oii 

J>  0-^*-£C 


g,  =  -^+«.j— ^=,3;^,  etparconaéqiM«it, 

i  =  I  —  3x  4"  a:*(3— x)  =  i  —  îx+  îo?»  —  or^ j 

donc  enfin ,  S sss  ^'  '  a  ■  ;  -^  ■     '     1  ^ 7 — ^ — n» 
t  —  3x+3x*  — x^      (1  —  xy 

Ainsi  l'échelle  de  relation  de  la  série  i  -«^S  r  rf-  6x^  -K  •  •  •  •  y 
se  compose  des  quantités  (3*,  — 3**,  +0^),  et  l'échelle  de 
relation  de  la  série  proposée  1  +3  +  6  +  io+,...,esl  l'en- 
semble des  nombres  (3, — 3,  ^  t) ,  ce  qu'il  est  facile  de 
ver  Hier. 

Par  exemple  y  le  tenue  a6  se  compose  de  la  isomme  des  pro-« 

duits  des  trois  termes* •  ...«..* ai,         i5,        ic, 

multipliés  respectivement  par.» 3,  -^    3,  <+•     1. 

i>r.  B.  On  voit  enèore  que  la  rëgle  précédente  donne  le  moyen 
le  retrou4fer  VèchtUe  de  relation  d'une  série  récurrente ,  lorsque 
a  trace  en  a  été  perdue.  ^ 

\  U.  Des  Séri&s  de  nombres Jigurés  et  de  celles  qui  m. 
dépendera, 

1 1  existe  encore  une  certaine  chase  de  séries  pour  lesquelles 
n  petit  obtenir  facilement  U  Urnu  générai  et  i^ê^ipresihn  d^ 


ia  wnmiÊ  éPun  nombn  lirAM  dé  terrru^  ;  ttt  wMt'  hs  étm  \ 
aomériqiies  qui  tirent  leur  orrghie  d'âne  prc^rarfk»  pardillê'  j 
renoe.  I 

430.  DiternUnation  du  Urmêginiral  de  t0  9irUa^ 

a"»  +  ft"+c"+<'^ j  a,b,Cfd étant  lei diffw 

termes  d'une  progression  par  différence. 

On  aTtt  (n^  1^4)  V^^t  ^^Q^  toute  progression  par  diffira», 

le  ternie  général  ,•  i^  a  poor  expression ,  /=î:d+  (»—!>, r*»- 
gnant  Isr  raison  et  nie  nombre  des  termes;  donc  U  terme ^ 
néral  de  ia  série  des  mf^**  puissances  des  diSérens  termes  à 
celle  progftaston,  aponr'  Wleiir, 

^=[a  +  (n-i)rr. 

Soit  proposé  9  pour  exemple ,  de  trouver  U  quinukmt  Uru 
dti  la,  série  des  cinquièifèêêipuiManeei^  des  (ermeedeJa  proft*- 

nion  T  i.3.S.7.g.ii.i3 ;  on  aura,  en  faisant  dans ii 

formule  I  i»s=:i5,  ms=:5^  a=i,  rsaîi/  -  i  - 

/*  =»  (i -J- i4  X  a)*  ate^*  =1  m5 lîi  1 49. 

43 1.  Sommation  des  termes  de  la  série 

a«  +  fc-  4.  c»  +  d^  + .  • .  +  it«  +  ^^ 

Of  b,€9  <{«•.•  h,  l^  étant  les  diSérens  ternies  d'une progrer 
sion  par  difflirence. 
Ou  a^  d'après  la  formok  du  binôme , 

i«=(a  +  r)-  =  û-  +  mra»-»  +  m^î^^=if*a"-^+ 

a 

c»=  (*  +  r)-  =  ^  +  mrft"-«+  w»  îî^^'  f^^^^^ 


=(*  +  r)«=iA"+  w*-- '  -f  w-?^  #••*-—+.. 


DBS  TnMf»  0W»  »jiftimyi0y  fMik  ousi«EKCE.       6Bi 
Ajoatont  tvnjt^  o^  équation»  immfNRe  ^  m«nibr«  ^  ^  dwigoaM 

puissances ,  on  obtient 

ou  réSaisant, 
/"-a-=mr(S^,-/«-')+ii»~ir*(S«-a-^-*)+....  (A), 

formole^qni  r«i]|sriiie  les  acNounes  des  j^uissmiDef ,  ilepw  Sm^i 
jusqu'il  S,  inclBsiveiuei^t  ($0  ét^at  égal  a^^f  ^''+c''*  » .+^4^» 
équivaut  i  n). 

Pour  faire  oonnattre  l'usage  de  la  fornndd  (A),  faisons  sne- 
œssivement  m=  i  »  a,  3,  4^  5*  *  *  * 

Soit,  I**.  111=1;  on  trouve 

/— as=ar(So— ^^);  d'ofc  SoM-~-  +  i  «=  1— — 2 =sn, 

résultat  que  l'on  connaît  déjà . 

a«.  fi»  =  3V    îlvient     ^— «•asarCSf /)-f  i*(So  — ^), 

lou  &.-/_~^-  ^— , 

_  l^—a^  .  r(/  +  fl)_(^  +  fl)(i~a+r) 
ionc     S. -^-JT  +—57--  ;?  ' 

>u  bien,  k  cause  de /=a^(»  —  i)r^    d'oi    l'^a  +  r=:nry 

c       ■C/+fl)-/»/-_(^  +  g> 

^= — ^ r~"' 

•csultat  qpî  est  eiicore  conuii  (n°  igS). 
3«.  71»  =:  3  >  la  formule  (A)  devient 

^— a>==3r(S,-/»)  +  3r*(S,  — /)  +  /^(So— ^), 
ésultat  qui  fera  connaître  &  en  fonction  de  S,  et  de  S». 
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l^-a4=4r(S5-.r)+6/^(S.-/»)  +  4.^(5.-^  l)  f  ^(So-^i 

et  celte  foriAuIe  d9aiiera  Ss  ea  fonction  de  S»,  S,  et  S»;  et 
ainsi  de  suite* 

D^où  l'on  iroît  qae  y  quel  que  soit  le  degré  de  la  paissance, 
on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des  puissances  semblablG 
d'un  nombre  déterminé  de  teroM»,  en  fonction  de»  sommes  de 
puissances  inférieui^s. 

49a»  Fnsnm^y  iMWCxaasplek  Ui  soî*e  atltigeik  das  oMafaro 

I,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9...  ; 

et  recherohona  la  somme  des  carrés,  des  cafaes,  ele.  »  do  a 
premiers  termes. 
On  a ,  d'après  les  formules  précédentes ,  et  en  obaerraat  qae 

ar=ai,     rcsji,     /=:ji,     SoC=3FI, 
10.  s,=« j ,     ou    -^; 

aV      i»»—i55i_3(S.—  n*)  +  3(S.  — />)  +  /»— 1;      dose 

S,^n  +  ^ _. ^^ 6-^^* 

ou  bien  encore,  .  S.=  »(^  +  0(?!!±i) . 

donc  S,=  n»+î^-î?i=|:^±:'-?2ilîî  _    »-' 

4  4  4  4  ' 

ou  s,  = ^ =     V  jT  1  «  (S.).. 

On  trourerait  pareillement 

^4— îT ;  et  aiosi  de  6ntl& 
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N.  B.  Afin  de  distîaguelr  les  somines  d«s  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  séria  natareile  i ,  a,  ^3.,;,  des  sommes 
relatives  &  one  toute  autre  progression ,  nous  les  désignerons 
dorénairant  par  /,,/.,  /s. . .  /^j  en  voici  Pusage  : 

433.  On  peut  toujours,  à  Paîde  de  ces  expressions,  obtenir 
la  valeur  de  la  somme  cPun  nombre  quelconque  de  termes  d'une 
série  dent  le  terme  général  est  une  fonction  ràtionmelub  et 
Bfniw  du  nombreldês  termes  que  l^on  considère. 

^it,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général 
esianP,a  élaiU  un  noœlm connu  qttefeoiM)ne,j9  un  etposant 
eiilîer  et  positif  ^  a  le  rang  du  terme  que  Ton  considère. 

La  série  proposée  etA  alors  âe  la  forme 

a.iFH-a.2f  +  a.3P  +  fl.4^+...-f  a.n^, 
série  qui  revient  évidenittent  à 

a(i/>  +  aP  + 3*^4. 4P +....+ ,1F)  sa  a./p. 

De  même,  une  série  dont  le  terme  génial  est  exprimé  par 
a. ttF  dzb.n^  Ztcn^,  revient  à 

aCiP  +  :tP  +  3P  +...+  nP)  \     ' 

±6(1^  4-  a^  +  3^+...  +  .n0  \=a.f,±.b.f,aie./;. 
=t  c(i'  +  a'  +3'  +.;.+  n')  î 

Or,  les  expressions  fp,  ff,,  ft  sont  connues  d'après  les  formules 
du  n^  43^  >  ^^^^^  ^^  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée» 

J^3/l*i  application  aux  séries  de  nombres  figurés.  On  appelle 
linsi ,  les  séries  que  l'on  déduit  d'une  progression  par  diffé- 
rence, dont  le  premier  terme  est  l'unité,  et  la  raison  un 
lombre  entier,  en  faisant  successivement  la  somme  des  deux 
^remierB,  des  trois  premiers,  des  quati*e  premiers. .  • .  termes 
le  la  progression,  et  opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  série  que 
'on  obtient  par  oe  moyen,  comme  on  a  opéré  snr  ta  progrès- 
ion  ;  et  ainsi  de  suite.  » 

Soil  d'abord  la  progression  naturelle  des  nombres 
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r  I.  1.    .3,     4*     '?*  '  '  •*  "t    7 

I,  3,    6|  10,  lif,     21,     i^ 

1,  4>  <^9  ^<>>  3^f     56,    84 

Let  séries.  •  •/       i,  S,   i5,  3â,  70,  126,' 210 


dont  la  première  se  forme  en  ajoattot  suoèissHWBmt  hiéte 

premiers,  les  trois  premiers termes  de  la  progrevim  ptc- 

posée,  dont  la  aêcotidê  se  forme  à  taide  de  la  première  eaemt 
celle-ci  s*est  formée  au  moyen  de  la  progressif,  dovt  h  dn- 
eième  se  déduit  de  la  seconde  comme  celle-ci  Pa  été  delapn- 
mière. .  . .,  ces  séries^  dis- je,  sont  celles  des  nombweê  fgait 
de  la  première  classe, 

La  première  est  la  série  des  nombres  triangtdairee. 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  ÈriangieUimt. 

Les  séries  suivantes  n'ont  pas  reçu  de  dénomioations  prt- 
culières. 

La  progression  f  1.3.5.7.9.11. .  .2/1  —  i  »  donae  sa»' 
sance  aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe;  et  ks  ém 
qui  en  dépendent  sont,  d'après  la  loi  ci-'dessus» 

I,  4,     9,   16,  25,  36.   .   .    . 
1,5,  14»  3o,  55,  91.   .   .   • 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombrescanmi^ 
seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulairtt. 

Ces  dénominations  proTÎennent  de  l'analogie  qu#  cet  a 
bres  ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

435.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées-jottisteot  ^  | 
sieurs  propriétés  curieuses^  dont  nous  ferons  oonoaîtic  ia  yfcri 
importante  :  c'est  que  l'on  peut  toujours  former  kutèÊeme^ 
néralj  et  obtenir  f  expression  df  la  somme  des  n  premiers  l» 
en  fonction  des  quantités  f\$  f%t  /s-^* 


AUX   SSRIBS   DS   MOBUIIIBS  FlOURis.  65^ 

En  effet,  pouf  une  profjression  quelconque ,  la  première  des 
séries  qui  en  dérive  est. telle ,  que  son  n''"'  terme  est  égal  à  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression,  proposée^  donc, 
1^.  ce  terbie  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en 
ibnction  de  n;  2°.  puisque  ce  terme  général  est  une  Jonction  ra- 
tionnelle de  n  y  la  somme  des  n  premiers  termes  peut  (  n**  4^3  ) 
être  exprimée  au  mojeu  des  sommes /i^y^,  /s....,  dont  les  va- 
leur^iSMtMWuiieSi. 

/  Ainsï  soient  û,  progression    ^i*  2.     3.     4'     5....,  . 
cll^  cuites  qui  ^ndérîiMtnt,       i>  3?    ^>  lo,  i5....^ 

î,  4i   »oi  ^'0>  35 , 


La  sommes 


r des  termes  de ^a  progression  étant     ■    !*    ^^^     le 

terme  général  de  \s^  première  suitç  est  ^^ —      /    ,  ou. h  ^  ; 

doDC  Cl^**433)  la  somme  des  n  premiers  Urmes  de  cette  suite  a 
pour  expression,  ^/»+-/.i  ou,  i*emplaçànt /. ,  /,  par  leurs 
râleurs  (n®  432) , 

2nH-3»V+ 'ï  .   «' + 'i      /i3+3n»4-2/i 

TT       +—4-"  = S ' 

expression  qui  peut  encore  s'écrire  ainsi  ;    — ^^ — "    ' />       ■    -  . 

2  •  3 

>.  De  même,  le  terme  générai  de  la  seconde  suite  étant 
/i'4-3n*  +  2a  ï    q  ,   I    *  ,   » 

H  a   pour  la  s&mme  des  '  ù  premiers  termes  de  cette  suite 
/s  -ï-  -  A  +  3  /i  i  ou ,  substituant  pour  /, ,/. ,  fs ,  leurs  valeurs, 

42 
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— ^ — + — ^ — +-T^' 

n^Hf  6n»^- 11/1*  + 6/1  _«(«  4-0(^  +  a)  (yi  +  3) 

o«  i4~  —  2.3.4 

On  anrait  de  même  pour  U  terme  général  de  la  troisième  suite. 

—^ -=-7 ' ,       OU      -7'>*  +  7'>'  +  -T«    +7"» 

24  a4     '  4     ^4        4 

et  y  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n  premiers  termes^ 

jiS+ion4+357i"*+5o7i*+a47i  n(/i+i){it+2)(ii+3Xis+4) 

■      >  ou    ^   ^    r  V 1 

120  2.d.4«d 

et  ainsi  de  suite. 

A^.  J9.  Il  est  à  remarquer  que  les  expressions 

n     nÇ/i+O     n(yi+0Cyi  +  2)     yi>(/i+0  (n  4- 2)  (n+3) 
7'         a       *  a.3  '  074  ' 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des'  ooefficîens  du 

déreloppetnent  de  (i-—x  )*""*)  eu  supposant  sucoessivenieut 

m=2,  mesS,  i»=54i  /n^S. . .  (^0702  k  ce  sujet  le  n^  4^*) 

436.  Soient  encore  les  nombres  figurés  \\m  correspondent  à  U 

progression         t   1    .   3   .   4-   7   •  9.  .2n—  i, 

savoir  :  1 ,     4 »     9>    '^t  2^ > 

I,     5,   14,  3o,  ,        55 , 


Le  n'''"'  terifZtf  de  la  série  des  n^ombres  carrés  étant  la  sanmt 
des  n  premiers  termes  de  la  pro|K>sée,  a  pour  expression 

(2rt— 1  4-  O'^        A 
2  —     . 

'    Donc  ia  somme  des  n  premiers  ternies  de  cette  même  séri^ 

est  égale  a/;,  ou  (n**  432)  à ï-g ,  expression  qui  i*- 
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vient  encore  à  ^«+0(a/»-M) 

«.3 

Z^y«'<»rm«  de  la  seconde  série  étant    ïî!dlïîl±»     ^ 

ç  ,  ou 

bien,  1„3^I„.^.„^ 

on  a  pour  la  yaleur  de  la  sommé  des  n  premUts  termes, 

^  »  6  «a 

ou  bien  encore,  "(»+ 0'(w  +  a) 

3,4  • 

On  tronverait  de  la  même  manière  les  termes  généraux 
et  sommatoires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  pro- 
gression. .     '^ 

§  m.  Retour  des  suites,  ou. méthode  im>erse  des 
séries. 

437.  La  méthode  des  ooeJBetints  indéterminés  donne,  en  eé- 
nérah  le  moyen  de  dérelopper  toute  fonctU,n  de  x,  «.iyant 
le»  diverses  puissances  de  cette  \^i\Te.  Rfciproquementj  cette 
fouction,  que  1  on  peut  désigner  par  j,,  étMitdéfcfoppéèsôiyant 
le»  p«.«ances  de  x  on  peut,  par  la  même  méthode,  oii.„,V 
le  cUi>eloppe7nent  de  la  qiumtiti  x  suivant  le,  puissances  de  y 
et  c'est  en  cela  que  consiste  le  rttout-  deisuitis,  ou  la  méthotfë 
inverse  des  séries. 

Soîtj.  =  ax  +  Jx»  +  cx3>^+  ..  (0,  I.*,nètfoÔ  dé- 
veloppée suivant  les  diverses  puissances  de  x  (a,  5   c  d 
étant  des  quantités  connnes)  ;  on  demande  Wciproqnement  la 
.valeur  do  x  en  y,  c'est-à-dire  les  coefficiens  du  développement 

Pour  y  parvenir,  élevons  auooessivement  au  carré ,  au  culk      U 
3eux  membres  de  l'équation  (i)  ;  il  vient  "" 

4«.. 
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+2UIC  I      +2ad    I 
y^tsitfj^  +3irtx*  4-3a6«j  x*+..., 

d'oii,  substituant  dans  l'équation  (2)  et  ordonnant, 
ossAa  I  x+kb  l  x»+Ac      J   x^  +  Ad        x^+. 

+  Gr»    I       +  oBac 
+  3Ca-i 

Égalant  à  o les  coefficiens  de  XfOC^fX^yX^.^.f  oa  obtieol  b 
équations 

Aa— 12=0,  A*  +  Ba*=o,  Ac+ îBafc  +  Co'sro, 
Ad  +  Bi*  +  aBac+ 3Ca«5  +  Dai  5=  o . . . 

desquelles  on  déduit  auccessivcmeot , 

1   -j  '        A*             i      .    ^      — Ac— aBoé       aè*— oc 
A:=-i  t5=-*-— rrr^-^-g.  ^,  t»=--i -j— — ^ -^, 

Babo^5lP^tâd 


Ain$i  Ton  obtient  pçur  Je  déreloppemeni  demandé, 

iV.  Z^.  SI  l'on  a  un  déyeloppement  d«  la  forme 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  préoéJate. 
que  F  oa  ne  peut  pas  Jételoppcr  x  suivant  les  puissances  et  b 
fonction j' elle-même j  mais  on  peut  faire^— •=»,ceqmdoa©?î 
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Posant  ensuite  j:==  As  -f*  Bx'+^^-  -  •  •  >  on  déterminera 
Jcs  coefficiens  A ,  B ,  G. .  •  ;  après  quoi  Ton  itmettra  pour  z  sa 
valeur^ — m,  et  alors  le  développement  de  x  procédera  sui- 
Tciiit  les  puissances,  non  de  la  fonction  y,  mais  de  Pexpres* 
s  ton  ;y— «. 

4^38.  Applicadona*  Soit,  pour  premier  ê^^mple^là  série 

posons  x=  Ajf +By*  4-  Cy  +  Dy^+Cy^-h 

En  formant,  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  de^ 
et  substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient 
les  écjuations  suivantes, 

A— i=:o,A  +  B  =  o,A+aB  +  G=:o,A+3B+3C4-I>=o, 

A-f.4B4-6C+4D+£  =  o...;   d'oji  l'on  déduit   successi* 
vement 

A=ri,  B=— I,  C=+i,  D= — I,  E=a+" 

Donc  a:=jf  — j^+jr^— ^  +y +. . . . 

Et  en  eSet,x4-^+^  +  *-*  est  une  série  récurrente  dont  k 

X  X 

fraction  génératrice  est  (n*  4^6), ;  ainsi  l'on  njrss—; — , 


d'où  Fon  tire  x=  —s? —  ;  or  si  l'on  développe  cette  nouvelle 
expression  en  série  par  la  division,  on  trouvera 

x=y—r+f—y^+j^— 

Soit  9  pour  seconde  application ,  l'équation 

dont  le  second  membre  n'est  autre  cbose  que  le  dévdk>ppei|ient 
de  e^  {tfoyez  n**  235). 
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Posons  d'abord    j —  1=2;     d*où  îl  résulte 

Soit      a?  =  A2i+Bfli*-f-C«»+Di*+ (a). 

En  formant, &  l'aide  de  l'identité  (i),  lesdÎTerses  puiasancci 
de  % ,  puis  snbstitaant  leurs  valeurs  dans  l'identité  (2),  on  wc\ 
conduit  aux  équations  suivantes, 

A-.)=o,^+B=o.|  +  B+C=o.^  +  2|  +  ^+D=o.., 

d'olil'<ni«IMuit 

A=:i,  B=  — -,€=4-3,  0=""7 i 

donc ,  le  développement  de  x  en  s  est 


2 


'='--+3— f 


ainsi  l'on  a  pour  celui  de  x  en  ^ 

Observons  d'ailleurs  ^f«»  Féquation^=**  donne  (n*  a35\ 
dans  le  système  népérien ,  a:=?  ^'vy  *  donc 

Tel  est,  en  effet  (n°  235) ,  le  développement  en  série  dn  loga- 
rithme naturel  d'un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'un  usage  peil  fréquent, 
parce  qu'il  est  difficile  de  reconnaître  une  loi  de  formation  poar 
les  coeffîciens,  d^aprës  la  nature  des  calculs ,  et  l'on  est  sonvesi 
oMigé  de  déterminer  un  grand  nombre  de  coefficiens ,  a^adt  ^ 
pouvoîrjsaisir  cette  loi. 
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Nous  terminerons  ce  que  nous  ayons  à  dire  sur  cette  méthode, 
par  la  remarque  suivante  : 

Si  l'on  a  une  équation  de  la  fornie 

ay  +  by*  +  cy'  -f- . . .  .=s  a'x  +  i'x*  +  c^3?  +.    . . , 

formée  par  deux  séries,  et  que  l'on  yeuîlle  exprimer  y  en  x 
par  une  série  telle  que  ^  =  Aa;-t-Bjc* +  Cx'-f-,..,  il  faut, 
pour  obtenir  A,  B,  G.  • . ,  former  les  diverses  puissances, 3^*, 
^y  y^. . . ,  Il  l'aide  de  cette  dernière  équation,  pais  les  substi- 
tuer dans  la  première  ;  ce  qui  donne  alors  une  équation  en  x, 
dont  on  égale  séparément  à  o  les  coefficiéns. 

Mais  les  calciris  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné,  sont 
souvent  impraticiibles,  parce  que  les  coefficiens  A,  B,  G. . . . 
entrent  dans  les  équations  de  condilion,  à  des  puissances  de 
degré  supérieur  au  second. 

§  IV-  Des  séries  trigonométriques  et  circulaires, 

JVous  terminerons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sin  x, 
ces  X ,  tang  x,  suivant  les  diverses  puissances  de  l'arc  x,  séries 
qui  servent  à  la  confection  des  tables  trigonométriques. 

439.  Diifeloppement  de  sin  x  et  de  cos  x.  Pour  7  parvenir , 
ROU8  partirons  de  la  formule 

(00s  a -f- sin  a.  v/ — i)'*=:cosma  +  8inma.  V^— i, 

démontrée  (n*  SgG).  \ 

Si  l'on  développe,  d'après  la  formule  du  binôme,  le  premier 
membre  de  ceHe  équation,  il  est. aisé  de  voir  que  ce  développe- 
ment se  composera  de  deul  parties  distinctes  :  une  paietie  réelle 
et  une  partie  affectée  de  V^ — i.  Or,  pour  que  l'équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu'il  j  ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres,  et  entre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  dévelofpeiaent  effectué;  on  obtiendfik 
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les  deux  nouvelles  équations 

^^  cos  Tjui  =  cos"*a  —  m . .  cos'"~*a .  sin*a 

a 

m — I   m — 2  m — 3       ,_,      •  i     . 

+  1?^.  — .  r . ;; . 008"*^*tf .  8in*a  +.  ..  , 

2  o  4- 

—1  71»— i   m— a        ^_«       .  -    , 

sm77ia=/n .  cos"*   'a .  sma-*-m .  '  .  — = — .  cos"*  *a .  sm-'û-f-... 

2  6 

Ces  formules  servent ,  en  Trigoncméirit ,  à  détenamer  le 
sinus  et  le  cosinus  des  arcs  multiples»  ma  y  en  fonctîoo  de> 
siniis  et  cosinus  de  l^arc  simple  a  ^  mais  on  peut  aassi  en  dé- 
duire les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  en  foDCtioa  de 
Parc. 

44o-  Observons  d'abord  que  l'on  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  la  forme 

COS771<Z=: 

m-i    m-2   ?»-3 


cos" 


'a(  i^OT. , tangua +1»  . -y"- — tt— •tanjpa-elcj, 

sin  ma^ncos^arni.tanga — m, .-— -.tang'a+,  • .  J, 

en  vertu  de  la  i«Iation  tanga= ,  si  le  rayon  «s  i. 

-        cos  a  '' 

Gela  posé^  faisons  ma^=^x,  d'où  mas  -;  ces  formvles  de- 
niemient 
cosa:  = 

\  a         a*  a        3  4      •    ^  ' 

-.   /     tanffa  oc^^^-^  x — 2a  tangua  ,  N 

\         fl  a  3  a^  J 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités^  a,  jc  et  m 

étant  liées  par  la  relation  ma=:x,  ou  m  =  -,  on  peut  fiklre 

varier  m  et  a^  de  manière  que  leur  prodkiit  x  reste  conaiaat 
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car  si  Ton  prend  pour  a,  par  exemple,  une  suite  de  valeurs 
tout-à-fait  arbitraires >  les  valeurs  de  m  correspondantes  à  c^ 
valeurs  de  a  et  à  la  valeur  constante  de  x ,  s'obtiendront  au 

mojen  de  la  relation  m  e=  -.  D'un  autre  côté ,  l'on  sait ,  d'après 

les  principes  de  Trigonométrie,  que  plus  un  arc  a  diminue >  plus 

il  approche  de  devenir  égal  à  son  siûus  et  à  sa  tangente;  ce  qui 

•    .11-             M                sin  a        tans  a  . 

revient  à  dire  que  le  mq>p&ri ,  ou     ^^    »  tend  uau  cfsee 

vers  If  unité  j  et  que^  lorsqu'on  suppose  l'arc  moindre  qu'aucun 
arc  donné,  ce  rapport  ne  difffere  de  Tunité  que  d'une  quantité 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée;  en  termes  algébriques ^ 
Si  l'on  suppose  a=:o,  il  en  résulte 


in  a      tang  a         _, 


sm 
a 


D'apr&s  ces  considérations ,  faisons  a  =  o ,  dans  les  deux 
formules  ci*des8Us  ;  les  premiers  membres  ne  changeront  pas» 
puisque  l'on  suppose  x  constant  ;  mais  les  seconds  membres 
deviendront 


d'ailleurs  on  a      cos  o  =s  i ,       d'où      cos^o  =  i  ; 
donc  enfin»  l'on  obtient  ^ 

X  Xr  Jt» 

COSX=I-^ 1 5-7 o    /   g  ^+ (A), 

a       a. 3. 4      a. 3. 4. 5.0  '  ^  " 

^    .        ^  x'  .-.^ 

a. 3      a. 3. 4. 5      a.3^4-^-o.7         ^  ' 

44  ^  •  Pour  appliquer  ces  formules  à  la  construction  des  tables 
Irigonométriques,  il  faut  supposer,  i^  que  l'on  connaisse  le 
rapport  w=  Z,il\\5^%. . .  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 
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de  la  demi^circonrérenoe  au  rayon;  2?.  que  x  représenle  Za 
longueur  «l*un  arc  d'un  eertain  nombre  de  d^rcs,  exprimée  au 
moyen  du  rayon. 

D'après  cela  ,  soit  pro|)osé  de  déterminer  le  si  uns  et  le  cosinus 
de  l'arc  d'une  minute. 

Comme  la  de  mi -circonférence,  dont  le  rayon  est  1  ,  a  pour 
valeur  3, 1415926. . . ,  îl  vient,  pour  le  quart  de  circonférencr, 
1 ,5707963. •  . ,  et  pour  l'arc  de  i^quîett  le  loooo*'""  daqua- 
dransj  0,00015707963.  Il  suffît  donc  de  substituep^  a  la  place 
de  X,  cette  valeur  dans  les  deu^  formules  (AJ  et  (B)»  et  de 
calculer  les  deux  premiers  termes  seulement;  car  il  est  vîsiMe 
que  les  autres  seraient  extrêmement  petits»  On  peut  même 
observer  que  les  termes  étant  alternativement  positifs  et  nëça- 
tifs,  Terreur  commise  peut  s'estimer  (n®  i84)  par  Iç  premier 
des  termes  que  l'on  néglige. 

Prenons ,  par  exemple ,  le  premier  terme  x  de  la  série  rela- 
tive  au  sinus,  pour  exprimer  sin  1';  l'erreur  commise  esl 

.   j  (o.oooiS^OT, .  .)^ 

niomdre  que  ^^ — = i —, 

'  2  3 

Or,  on  a 

(0,00015707. .  .)^  <  (0,00016)^,  ou  0,000000000004096; 

le  6*  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001; 
donc  la  valeur  de  sin  \  iieNdiffëre  pas  de  l'arc  lui-même,  dan$ 
les  douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général,  tant  que  x  sera  une  fraction,  ce  qui  aura  tou- 
jours lieu  si  tfon  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de 
la  circonférence,  on  5o®,  les  deux  séries  seront  très  oonvergenlc^; 
el  un  petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  une  Taleor  très 
approcliée  de  sin  x  et  cos  x, 

442«  I^s  séries  (A)  et  (Ç)  donnent  lieu  à  des  conséquences 
assez  importantes,  que  nous  allons  déduire  successivement. 
Première  conséquence.  En  comparant  ces  deux  séries 
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x*  x*  ' 

COS  4f  =  I 1 5-7  —  ...  -  (A) , 

%       3.0.4 

à  celle  qui  donne  le  déreloppement  de  e*  (n''  a35), 

a        a  o       a. 0.4 

on  Toit  que  leur  somme  produit  œtte  dernière  série,  aux  signes 
près,  de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  Ton  remplace  dans  celle- 
ci,  X  par  x|/^,  et  que  l'on  multiplie  les  deux  membres  de 
(B)  par  V/~ ,  on  aura,  en  se  rappelant  que  les  diverses 
puissances  de  V^— i  sont  +  V^ — 1|— >*  —  K — **  +  *> 

^  __      jp«        jp3  _  jç4 

COS* +  V/-«  •«"*=»+*•  V^"'"""^"'^-  *^"*"*'â737Ç"^  * 
et    ^v'=r^,+,^=î_^-^3V/=7+ïj;4+..M' 

I 

donc ,  «**^-4 = COS  «  +  l/ — I* .  sin  X. 

En  changeant  x  en  —  x,  et  ol^seryant  que  cos — x  =:  cos  x, 
et  que  sin —  xs=:-— sin  jr,  on  trouverait 

#-*»^^=3i  COS  X  —  \/^ .  sin  X  j 

ce  qui  donne  enfin  la  nouTcUe  formule 

«=*=«*^^=cosx=fc  jZ—Lsinx,...  (C). 

443.  Seconde  conséquence*  Si ,  dans  la  formule  (C),  on  met  nx 
à  la  plaûe  de  x,  n  étant  un  nombre  réd  quelconque,  il  yient 

^ii«K=T__.  çQg  nx±  l/— I .  sin  n*  ; 
d'un  autre  côté» 

^i,*v^=T_  (^,»/=7)«  _  (cos jr  ±:  J^^ . sin  x)»; 
donc      (cos*^  V^— ^i.  sin*)"==cosn»d;  ^Z— i  .sin  y**. 
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Aiosi  la  formuie 

(cos  a  db  sin  a.  V/ — i)"*  =  cos  ma+  sin  ma^ — i , 

qui  n'avait  été  démontrée  (p^  396)  que  dans  le  cas  oit  m  éUil 
un  nombre  entier  et  positif ,  est  maintenant  vérifiée  pour  un 
exposant  quelconque. 

444-  Troisième  conséquence,  Jjhl  formule  (C)  donne  eDO0«ie 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système 
népérien  9 

dz  X  v/^= r(cos  X  db  v/^  .sin  x)  5 

d*oii  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  oeOe-cii  et 
retranchant  la  seconde  de  la  première , 

^  / —      ^  cos  X  4-  V — I  •  «n  X 

2xi/— i  =  r r-==~: — » 

cosx*- 1/ — i.sinx 

ou  bien 9  31X^—1=1   — ■     ■  .-= S— . 

I  —  |/ — I,  tang  X 

Or,onatrouvé(n*>232)/'i-i^=2  (y+  3  +"5^+ -  •  •)» 
faisant  dans  cette  formule,  y=:  V^-^i  •  tang  x,  on  obtieft 

I— »/— i.tang*        \      °  3  5  y 

donc  axV':^=.(tang,-î^^+*îi^*-....)|/=I, 

et  par  conséquent ,     x  =  taog««—  — ^  +— #---^. •.(D). 

Cette  formule  donne  la  valeur  cTun  aro  en  fonction  de  la 
tangente  de  cet  arc.  Donc ,  par  la  méthode  înterse  des  «éries 
(n**  437)  >  OTî  pourrait  développer  réciproquement  tang  x  en 
fonction  de  or.  Mais  on  parvient  à  ce  même  développeme&t 
par  le  moyen  qui  suit  :  on  a 
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sin  *        .      ,         .  j    ^"i 
tangirs: — —  =8in  «(i  — sin' jp)  "^ ,. 
^         cos* 

ou  bien ,  taogâp  =  sîn  4if  +  -  sîd^* 4-  5  êia^x  +. . . .  ; 

et  alors  tout  m  Tédnit  h  remplacer  sin  x  par  9a  -valenr 


a. 3^3.3.4.5       •••• 

Noua  n'insisterons  pas  dayantage  sur  la  formation  de  cette 
nouvelle  série ,  qui  n'offre  aucun  intérêt^  et  dont  les  coefficiens 
ne  sont  assujettis  à  aucune  loi  fixe* 

445«  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n^  pré- 
cèdent  à  la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile ,  il 
faut  que  Parc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal 
à  5o^,  puisque  l'on  a  tang  5o°=s  i. 

Gela'  posé  ;  soit     5o®  s=:  m  -f"  ^  >     et  prenons  pour  m  l'arc 

dont  la  tangente  est  égale  a  -j,  auquel  cas  on  a ;i  d'après  la  ibr- 
mttle  (D), 

^^^4     34f"''5.4*     7.47  "^•••' 

série  très  convergente  dont  la  loi  est  manifeste. 

IVailIeurS;  l'équation  Bo^sjsm+rif  donne  n=:5o® —  m-^  d'où 

I 

^  1  + tang  m  tang  So"*  i       5' 

donc  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 

_3       _31_  .     35  3^ 

"— 5~  3.53 ■'"5:53" 7.5?+  ••• 

ainsi  m+n  OM  l'arc  de  So*^ ,  est  représenté  par  la  somme  des 
Jeux  séries 
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extrémemenl  petite ,  le  rapport  entre  la  tangente  et  Parc  existe 
et  dîQëre  trës  peu  de  Punité  ;  et  plus  Parc  est  petit ,  moins  le 
rapport  difi%re  de  Punité*  D'où  Fon  peut  conclore»  qu'à  la 
limite  de  décroîsaement  de  l'arc  >  c'est-à-dire  Ioraqa'<m  a  0=0, 

il  en  résulte     ^  ■  s=  i.  L'exactitude  des  formules  auxquelles 

on  parvient  ainsi ,  ezaetitude  qui  se  trouve  vérifiée  par  les  ap- 
plications que  Pon  en  fait  à  la  détermination  deis  sinus  et  oosinos 
de  certains  arcs  y  confirme  aussi  Pexactîtude  des  principes  qui 
7  ont  conduit 

La  considération  des  rapports  des  grandeurs  variables^  dam 
les  limites  de  leurs  accroîssemens  oti  de  leurs  décroîasemenS) 
est  l'objet  de  V Analyse  infinitésimale,  nouvelle  brandie  dei 
Mathématiques  à  laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regar- 
dée comme  une  espèce  d'introduction. 


NOTE 

Sur  les  Polyrijomes  rationnels  et  entiers. 


PREMIERS    PARTIS. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  v?  nQS  (*)• 

Tout  pofynomê.' premier  P  (rationnel  et  entier)  qui  divise 
exaciffment  le  produit  A  X  B  flfa  deux  autres  polynômes  rationr- 
nets  et  entiers  j- doit  nécessairement  di^iaer  i^un  de  ces  poly^ 
nomes,    - 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions 
qui  n'en  sont  que  des  cas  particuliers^  et  que  nous  allons  dé- 
montrer 8aoce56Îveni0Dt 

I.  Premier  cas. «Soit  P. un  nombre  premier ^  A  un  nombre 
entier  queloonqne,  B-  un  |MC»lyiiiome  rationnel  et  entier^  mais 
dépendant  d'une  seule  lettre  «,  c'est-à-dire  tel  que  l'un  ait 

B=  a«-  +  V-'  +  CA»~»  + 4.  s«  +  f; 

{a,  b 9  c^. ,  *  .8y  t  étant  des  nombres  entiers  quelconques  posi- 
tifs ou  nçgalifsi).  .  :  :. 

Comme  le  produit  A  X  B  revient  à 

Aa- A"  +  Ai.*»-»  +  Ac. «•-*+.  •  - .+  A*.*  -f  A^, 

et  que  P  divise  par  hjpoiliëse  ce  produit,  il  s'ensuit  nécessai- 
f-ement  (  n**  3o)  que  P  doit  diviser  chacun  des  coçlïîciens,.. .  • 

■'  ■  7 : — '■'■'■  ; 

(^1  Cette  démomiraiidn  m'a  cié  commanKjUÀ  par  an  ancien  «fl^vc  de 
}\T.  Lcfebiire  de  Fourcy. 

/Î3 


C^.^  NOTE. 

Aa,  AA,  Ac,. . .  As,  A/;  donc  il  faut  {Arith.^  5*  Mît.,  n*  i33) 
que  P  divise  A^  ou  bien,  chacun  des  nombres  o  ,  6 ,  c,  • . .«,  ^ 
et  par  conséquent  P. 

D'oà  Ton  peut  conclure  que  tout  nombre  premier  P^  qui  di- 
ifise  exactement  le  produit  A  X  B  ^<e  deux  quantités ^  dont  l'une 
A  est  un  nombre  entier  quelconquej  et  l'autre  B  un  pofynome 
rationnel  et  entier,  dépendant  d^une  seule  lettre  a^  doit  divUtr 
A  ou  6. 

2.  SzcoNO  CAS.  Soient  P  un  nombre  premier,  A  et  B  deux 
poljnomes  rationnels  et  entiers,  dépendant  de  la  seule  lettre  «, 
c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

B=s5aV-  +  èV— + ^s'*  +  ^\ 

{a  y  b  y  c ,,  .  .s ,  t ,  a'  y  b\  c  , . .«',  ^  étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  l'ensemble  des  termes  de  A ,  dont  le»  coeffi- 
cîens  renferment  le  facteur  P,  et  par  A'  l'ensemble  des  termes 
dont  les  coefliciens  ne  sont  pas  divisibles  par  P-,  il  en  résulte 

A=:A'  +  A"...  (0 

Soient  de  même  B'  et  B'  les  deux  parties  de  B,  dont  l'une  a 
tousses  coeificiens  divisibles,  et  l'autre  ses  coefficiens  non  divi- 
sibles par  P. 

On  a  pareillement 

B  =  B'  +  B\..   (2). 

Multipliant  l'une  par  l'autre  les  égalités  (i)  et  (2),  on  obtient 

AB  =  A*B'  +  A"B'  +  A'B"  +  A'B" . . .  (3). 

Cela  posîé,  puisque,  par  bjpotlièse,  P  divise  chacun  des  coeP 
ficicns  de  A'  et  B',  ii  s'ensuit  que  P  divise  les  trois  premières 
parties  du  second  membre  de  l'égalité  (3);  donc,  pour  que  P 
divise  le  produit  AB,  il  faut  nécessairement  qu'il  divise  la  qua- 
trième  partie  A'^B".  Or,  je  dis  que  celte  dernière  dÎTision  est  in^ 
possible  ;  car  désignons  par  IW,  k'af  les  deux  termes  cle  A'  et  B' 
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aiTeciés  du  plus  haut  exposant  de  «t;  comme  leur  produit 
it^'.»""*"^'  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  produits  partiels 
qui  entrent  dans  A^B",  il  faut  nécessairement  {n?  So),  pour  que 
P  divise  A'^B",  qu'il  divise  tk'-y  ce  qui  est  absurde  »  puisque  le 
nombre  premier  P  ne  divise  ni  t  ni  k\ 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l'absni'dité,  est  de  supposer  A' 
ott.B'  égal  à  o;  et  alors,  tous  les  termes  de  A  ou  de  B  étant 
divisibles  par  B ,  il  s'ensuit  que  A  ou  B  doit  être  divisible  par  P» 
pour  qpe  A  X  B  soit  lui-même  divisible  par  P. 

Donc  tou£  nombre  prenUer  P^  qui  dipise  e^acie ment  le  produit 
AX^Bde  deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  doit  diviser  fozis 
les  coefficiens  de  l'un  de  ces  polynom£$^  et  par  çonsèjuenl  ce 
polynôme^ 

3.  TaoïsràicE  cas.  Soient  A  un  nombre  entier  quelconque» 
B  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendant  de  la  seule  lettre  «9 
P  un  polynôme  premier,  de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  produit  A  X  B  est  divisible  par  P, 

onaTégalité  A  X  B=P  XQ. . .  (1) 

(Q  étant  une  quantité  entiëre,  numérique  ou  algébrique). 
Décomposons  le  nombre  A  dans  ses  acteurs  premiers, et  soit 

A=/.f./'....yt-) 

(plusieurs  djë  ces  Eatcteurs  pouvant  être  égaux);  Pégalîté  (i) 
<levient 

/./.y..../C-).B  =  PxQ.   .  (a)} 

J^uii  divisant  les  deux  membres  por/i 

Or,  le  premier  membre  de  celle-ci  étant  une  quantité  ration* 
iielle  et  entière,  il  doit  en  être  de  même  du  second  membre  ; 
inais  fest  un  nombre  premier  qui  ne  peut  diviser  P,  puisque  P 
est  premier;  donc,  en  vertu  du  second  cas, /doit  diviser  Q;  et 
J'oji  a     Q==/xQ'     (Q    étant  une  quantité  entière);  d'ot 

43.. 


6^6  *  KOT«.  ^ 

substituant  dans  l'égi^ité  (a)  et  difisant  par/, 

/.f  ..../C«).B=PXQ'....   (3), 

Raisonnant  sur  cette  égalité  comme  sur  l'égalité  (a),  on  recon- 
naîtra de  même  que  Q^=zf'  X  Q*  (Q"  étant  une  quantité  en- 
tière);'d'oii  substituant  dans  (3)  et  divisant  par^^, 

/•./•... yx«).B=PxQ'...(  4); 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  aprës  avoir  supprimé  snccessiTcmeDt 
tous  les  facteurs  y, y^,/^*. .  ./^"^  on  parviendra  enfin  à  une  éga- 
lité de  la  forme 

B  =  PXQ^»+»^ 

QC"+0  étant  une  quantité  entiërCi  numérique  ou  algébrique^  ce 
qui  démontre  que  B  est  divisible  par  F. 

Ainsi,  /Oi^*/)o(y7zo/ntf/)rcmi>r  (rationnel  et  entier)  dépendant 
d'une  seule  lettré  a^  qui  divise  exactement  le  produit  A  X  B 
d^un  nombre  entier  quelconque  par  un  polynôme  rationnel  f* 
entier  dépendant  de  la  même  lettre  «^  doit  diviser  ce  dernier 
polynôme» 

4-  QuATBiiME  CAS.  Soîcnt  A,  B  deux  polynômes  rationnels  et 
entiers  dépendant  d'une  seule  lettre  «,  et  P  un  poljnomc  pre- 
mier de  même  nature. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  en  admettant 
d'ailleurs  que  A  soit  de  degré  plus  élevé  que  P,divi$ons  A  par  P. 
en  poussant  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  ù- 
degré  moindre  que  F;  mais  afin  d'obtenir  au  quotient  desooe.' 
ficiens  entiers,  multiplions  d'abord  A  par  un  nombre  cnoTe- 
nable  tt».  (  Ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le  multiple  V 
plus  simple  des  dénominateurs  des  coeffîciens  fractionnaire 
auxquels  on  parviendrait,  si  l'on  iv'efiectuait  pas  cette  prépt- 
ration.  )  Désignons  enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division,  el  p^' 
R  le  reste  j  on  a  l'égalité 

m.A  =  PxQ+ft...   (i). 
R  doit  être  suppose  différent  de  o\  car  autrement  il  s'cnsui^r. 
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que  P  diviserait  m.  A  eVpar  conséquent  A^  en  ^erlu  du  5^  c<is, 
ce  qui  serait  contre  la  supposition  ci*dessus. 

Cela  posé  multiplions  par  B,  et  divisons  par  P  les  deux  mem- 
bres de  l'égalité  (i);  il  vient 

i 

Or  P  devant ,  par  hypothèse ,  diviser  A  X  B ,  et  par  conséquent 
77S.  A  X  B ,  il  faut  nécessairement  que  P  divise  aussi  B  X  R;  et 
si  R  est  un  nombre  entier  quelconque^  la  proposition  est  dé- 
montrée^ puisque  P 9  divisant  BxR>  doit  divi.scr  B,  en  verta  du 
3"  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  dépendant  de  «,  et  divisons  P  par 
R  y  après  avoir  toutefois  introduit  dans  P  un  facteur  numé^ 
rique  mf  propre  à  donner  au  quotient  des  coefiiciens  entiers; 
il  vient  encore 

II»'. P=RXQ'  +  R'...   (a). 

R'  doH  être  différent  de  o  j  car  si  Ton  avait  R'  =  o ,  il  s'ensui- 
vrait que  R  diviserait  mW^et  par  conséquent  que  tous  les  fac- 
teurs  premiers  algébriques  de  R  diviseraient  P,  ce  qui  est  im- 
possible i  puisque  P  est  premier. 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de 
l'égalité  (a);  il  vient 

BXRXQ'       BXR' 
m.  .  B  — p f p —  , 

égalité  qui  pvouve  que  la  divisibilité  de  B  X  R  par  P  entraîne 
celle  de  B  X  R^  par  P.  Si  R'  est  indépendant  de  a  ^  la  proposi- 
tion est  démontrée^  puisque  P  divisant  B  X  R'  doit  diviser  B, 
d'après  le  3"  cas. 

Mais  supposons  R^  dépendant  de  « ,  et  continuons  de  diviser 
P  par  R%  par  R". . .  • ,  et  ainsi  de  suite.  On  parviendra  bientôt  à 
un  reste  K^"^  indépendant  de  «,  et  tel  que  Bx  R^"^  sera  divi- 
sible par  P.  Donc  enfin  B  lui-même  est  divisible  par  P. 

(  Dans  le  cas  où  l'on  aurait  P  de  degré  plus  élçvé  que  A ,  on 


\ 

cHÎTiscraît  P  par  A,  puis  P  par  R,  R'/R',  el  les  raisofinenienî 
seraient  absolument  les  mêmes.  ) 

Ainsi ,  dès  qu'iz/z  polynôme  premier  P  (  rationnel  et  colier), 
dépendant  d'une  seule  lettre  tt  ^  divise  exactement  le  produit 
A  X,B  de  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  qui  ne  dèperdtni 
que  de  la  même  lettre  m^onpeut  conclure  que  P  dii/iss exactemni 
A  ou  B. 

9.  Il  esit  maiiktenaiit  bien  facile  de  généraliser  la  proposition; 
car  en  supposant  que  les  trois  polynômes  A^  B,  P  paissent reo- 
fermer  les  deux  lettres  tt,C ,  on  pourra  établir  les  quatre  nou- 
reaux  cas  : 

1°.  P  est  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dé- 
pendant de  la  seule  lettre  «,  A  un  nombre  entier  quelconque, 
ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendant  de  la  seule letUt 
«  ;  et  B  un  polynôme  rationnel  et  entier ,  renfermant  les  deui 
lettres  «^  C; 

2?,  P  un  nombre  premier ,  ou  un  polynôme  premier  dépen- 
dant d'une  seule  lettre  «  ^  et  A,  B  deux  polynômes  ratîomeli 
et  entiers>  renfermant  les  deux  lettres  «^  f; 

3'.  A  un  nombre  entier  quelconque^  00  an  polynôme n- 
(îonnel  et  entier ,  dépendant  d'une  seule  lettre  «^  et  B ,  P  dcui 
|K>1  jnomes  rationnels  et  entiers ,  renfermant  les  deux  lettres  «,  ^  r 
mais  P  un  polynôme  premier; 

4^.  Enfin  I  A^  B^  P  trois  polynômes  renfermant  les  deni 
lettres  m,  C,  n?d>s  P  un  polynôme  premier^ 

Si  Vqu  applique  à  chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonaerneoi 
analogues  à  ceux  qui  ont  été  établis  (n°?  i,a,3,  ^)y  onp^r- 
viendra  à  cette  nouvelle  proposition ^  que  tout  pclynome premu' 
P  (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  «,  C,  qui di- 
f'ise  le  produit  A  X  B  </<?  deux  polynômes  renfermant  kt  dtat 
memês  lettres ^  diç*ise  nécessairement  l*u/i  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  Traie ,  dans  le  cas  de  è£^ 
lettres 9  on  peut  ensuite  l'étendre  au  cas  de  trois,  quatre, d^- 
lettres;  donc  elle  est  Traie  généralement. 

6.  On  en  déduit  immédiatement;  i®.  que  tmi.poly nome f^ 
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mier  P  quidipise  A^j  doit  diviser  A>  puisque  l'on  a  A^=AXA. 
I>e  même,  P  ne  peut  diviser  à?j  A^. .  •  A"*^  sans  diviser  A. 

2^.  Que  si  dettx  pofynomes  ratioaneh  et  entiers  A  et  B  sont 
premiers  entre  eux^  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A"*  et 
B"*',  car  tout  facteur  premier,  commun  à  A"*  et  B"*',  devrai t 
aussi  diviser  A  et  B,  ce  qui  serait  contre  rhjpothë;?^. 

7.  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes 
celles  qur  constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  on  peut  re- 
marquer qu'elles  ne  supposent  que  les  quatre  premières  opéra- 
tions de  l' Algèbre.  Ainsi  nous  nuirions  pu,  à  la  rigueur,  placer 
cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût 
semblé  plus  naturel;  mais  les  raisonnemens  étant  d'une  nature 
.  trop  abstraite  pour  des  commençans,  il  nous  a  paru  préférable 
de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l'on  en  fait  un  plus  fréquent 
usage. 


SECONDE     PARTIE. 


Sur  la  décomposition  dun  poljnome  rationnel  et 
entier  en  ses  facteurs  premiers. 

Claîrault  est  le  seul  auteur  qui ,  dans  ses  Élémens  d'Algèbre, 
ait  traité  cette  question-,  mais  sa  méthode,  peu  commode  dahs^ 
la  pratique ,  n'est  pas  assez  générale.  Celle  que  nous  allons  ex- 
poser a  l'avantage  de  s'appliquer  ^  toute  espèce  de  poI}mome8 
rationnels  et  entiers,  et  se  lie  d*ail leurs  immédiatement  à  la 
méthode  des  racines  commensnrables  des  équatrons  numériques. 

Nous   démontrerons  avant  tout 'un  nouveau  principe  sur 
lequel  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

8.  On  a  vu  (n«  25i  )  que^  toutes  les  fois  qu'une /om?//o/* 
entière  de  j;  peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelopiiquo 
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a:  =  a,  le  bînome  x— a  est  un  diTÎâeur  rektif  du  poljnome 
proposé. 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Ax^  +  Bx"»-»  +Ca:"""*  + +  Mx  +  N, 

(A,  B,  C,  .  .;.M ,  N  étant  des  quantités  entières,  numériques 
ou  algébriques)}  et  supposons  qu'une  valeur  rationnelle ,  mais 

fractionnaire  et  irréductible,  x  =  ^,  jouisse  de  la  propriété  de 

rendre  nul  le  polynôme  X.  Je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  di- 
ifisible  exactement,  par  Cx  — ce  ;  le  mot  divisible  étant  pris  ici 
dans  le  sens  de  la  division  algébrique  ordinaire  (n**  a3g).  On 
doit  toutefois  àupposer  «t  et  C  premiers  entre  eux,  et  s'ils  ne 
Pétaient  pas,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  le  facteur 

commun  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  ^. 

En  eOet ,  il  résulte  d'abord  de  ce  qui  a  été  dit  n**  25 1 ,  que  le 

quotient  de  la  division  de  X  par  x—  ^,  est  exact  et  ^al  à 

Ax"-»+(a.^+b)x«-»+^A.^;+B.^  +  c)x--3^.... 

+  A.^+L.J^.+ +  Mj 

en  sorte  que,  si  Ton  appelle  Q  ce  quotient,  on  a 

^  ,X  =  (a:-î).Q (0, 

Q  étant  un  pclyuome  de  forme  fractionnaire  y.  mais  doDt  tousl& 
dénominateur»  sont  facteurs  de  •"*"'• 

Gela  posé,  multiplions  les'deux  membres  de  régalitc  (i)  par 
?"*}  il  vient  X^^sCCx— .a).Q.C«-' ;  et  il  est  évideal  que 
Q«"-~*  peut  être  considéré  comme  un  polynôme  rationnel  et  en- 

tier,  ainsi  que  sa  valeur  -  '^  .  Mais  Cx-— «estun  polynôme 

premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  C*,  puisque  ce  facleu^- 
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est  îndépcndanl  de  .r;  donc  {note  n'S)  W  lui-même  est  divi- 
sible par  Cx — «,  et  Ton  a 

N  =  (ffr  — tf)Q' (a), 

Ç[  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier,  c.  q.  f.  d, 

JV.  B,  Comme  l'égalité  (i)  revient  a  N  ='(Cx  —  «) -g- ,  on 

obtient  en  la  comparant  a^ec  Tégalité  (2), 

^=Q',     d'où    Q=Q'.C; 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,que  nous  avions  dit  être  de 
forme  fractionnaire,  est  réellement  lui-même  un  polynôme  en* 
tier  et  tel  que  C  est  facteur  commun  à  tous  ses  coelficiens. 

C'est  sur  ce  principe  que  s'appuie  ce  qui  a  été  dit  n**  274» 
ainsi  que  la  détermination  des  facteurs^du  premier  degré  de  la 
forme  mx  +  n  pour  les  équations  numériques.  (Foyez  les  exer- 
cices donnés  à  la  fin  du  n*"  336.) 

.  9.  Passons  actuellement  à  la  recherche  des  facteurs  premiers 
d'un  polynôme  rationnel  et  entier. 

Considérons;  en  premier  lieu^  un  polynôme  de  la  forme 

û««  +  Fa*»-»  +  Qa™—  +. . . .  +  Ta  4-  U. . . .  (i), 

(P,  Q, .  . . .  T,  U  désignant  des  quantités  algébriques  entières). 

Il  est  facile  de  démontrer ,  comme  on  l'a  fait  n^  333 ,  qu'au- 
cune expression  rationnelle  fractionnaire  ^  (qu'on  peut  tou- 
jours supposer  irréductible) ,  substituée  à  la  place  de  a  ^  ne  peut 
rendre  nul  le  polynôme  proposé. 

Supposons  en  effet  qu'un  puisse  avoir 

~  +  TP~^,+Q'^^.+ +  T^  +  U  =  o; 

si  Ton  multiplie  par  C*^^^  et  qu'on  transpose  tous  les  termes  a 
Vcxceplion  du  premier ,  il  vient 
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! 

^  =  —  ?•"»-«  —  Qk*"— C T«C*-'  —  UC"-', 

égalité  évicicrament  absurde  ;  car  le  second  membre  est  un  |to-  I 
lynome  rationnel  et  entier,  tandis  que  le  premier  est  essenùiv  _ 
lement  fractionnaire  {note  n°  6). 

Soit  en  second  lieu  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Aa"  +  Ba"»-'  + +  Ma  +  N. 

Egalons  ce  polynôme  à  o ,  et  posons  (n**  280)  û  = — ;  on  trouve 

aprës  la  disparition  des  dénominateurs , 

û'«+Ba'"-*+C.A.a'«— +DAVo'«-«+ N.A-"-'=o, 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que» 
polynôme  (i)  et  qui,  si  elle  admet  des  valeurs  rationoellej 
pour  a%  ne  peut  en  admettre  que  d'entières. 

Désignons  par  />,  p\  p",  les  différentes  racines  enlicrei^^t 
cette  équation  ;  les  racines  correspondantes  de  l'équation 

Aa"»  4-  Ba«-'  + +  Ma  +  N  =  o, 

seront  ^,  Ç,  £- Or,  parmi  celles-ci ,  le»  unes  peuwn' 

A.      A.      A. 

être  entières  et  représentées  par  «,  «"",.... .  les  autres fracli(«' 

C     C 
naircs  et  exprimées  par  -,  -7, (C  et  y,  C  et  y 

élAnt premiers  enti-e  eux)* 

Par  conséquent ,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers,  du  i*'(^ 
gré  par  rapport  à  a,  du  polynôme  proposé,  seront 

a  —  ofc,     à  —  et',*.,,     et    ya'^C,     ya-^C 

11  suit  de  là  que  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  i*'>^<^ 
gré  par  rapport  à  F  une  des  lettres  qui  entrent  dans  un  pO 
nome  donné,  est  ramenée  à  la  recherche  des  facteurs  de  U  fora 
(/  —  K,  K  étant  une  quantité  entière^  positive  ou  néga^^' 
numérique  ou   algéljriqucj  et  pour  obtenir  ces  fa«tear^) 
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sulBicle  savoir  résoudre  en  quantités  entières  une  équation  de 
la  forme 

a»  +  Pa"^»  +  Qa*"-*  + +  Ta  +  U  =  oj 

P,  Q,. . .  .T,  U  étant  des  quantités  algébriques  entières 

La  méthode  établie  (n^  334)  P^^'*  résoudre  en  nombres  en- 
tiers une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en 
tous  points  au  cas  dont  nous  nous  occupons  ici.  Il  suffit  donc  de 
se  reporter  à  ce  numéro ,  pour  se  former  une  idée  de  la  marcbe 
qu'il  faut  siiivre  à  Pégard  d'un  poljnome  rationnel  et  entier, 
quelque  compliqué  qo'il  soit.  Nous  nous  bornerons  à  quelques 

remarques  générales. 

i 

lo.  Première  remarque.  L'application  de  la  méthode  suppo- 
sant que  le  dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé 
clans  ses  facteurs  premiers,  il  semble  au  premier  abord  qu'on 
soit  conduit  à  une  pétition  de  principe;  mais  obserrons,  i®.  que 
ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  proposé; 
2^.  qae^  dans  tous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  de  moins 
que  ce  polynôme. 

Ahisi;  en  admettant  d'abord  que  le  polynôme  ne  renferme 
qu*i/7WP  seule  lettre ,  le  dernier  terme  est  numérique,  et  l'on 
.sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs  d?un  nombre. 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres  et  qu'on  l'ordonne  par 
rapport  à  l'une  d'elles ,  le  dernier  terme  n'est  plus  fonction  que 
d'une  seule  lettre,  et  l'en  est  censé  savoir  déterminer  Ions  les 
diviseurs  entiers  d'un  polynôme  ^une  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n'en 
renferaie^que  deux;  et  ainsi  de  suite. 

1 1,  Seconde  remarque.  Lorsque  le  polynôme  proposé  est  tel 
que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  princi- 
pale est  différent  de  l'unité,  comme  il  faut  avoir  recours  à  la 
transformation  du  n^  280,  pour  rendre  ce  coefficient  égal  à  i , 
et  que  cette  opération  donne  lieu,  en  général,  à  de  nouveaux 
coefficiens  très  compliqués,  il  convient  d'appliquer  d'abord  la 
méthode  an   polynôme  lui-même,  de  la  manière  indiquée 
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n^  337.  Par  ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  premiers 
de  la  forme  a  —  «;  après  quoi  Ton  divise  le  polynôme  pro- 
posé par  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  et  la  question  se 
réduit  à  déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  ya  —  C,  cIq 
polynome-q  uotîent 

12.  Troisième  remarque»  Dans  la  même  circonstance,  il  cod- 
Tient  encore  de  s'assurer  si  les  (ïoeffîciens  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale  n'auraient  pas  un  commun  di< 
viseur  (n^  27 1),  parce  que  s'il  en  existait  un ,  on  le  supprimerait, 
et  l'on  opérerait  ensuite  sur  le  polynopie  résultant  de  cette  su[>- 
pression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme 
décomposable ,  et  ses  facteurs  premiers  seraient  les  facteurs 
indépendans  de  la  lettre  principale. 

i3.  Quatrième  et  dernière  remarque»  Toutes  les  fois  qac 
le  dernier  terme  renferme  comme  facteurs  des  monômes  lit- 
té];aux>  tels  que  Â,  &%.•••  ^t  c*....,  il  est  plus  simple  de  snbsli* 
tuer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  + ,  pots 
avec  le  signe  — -,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultai 
de  cette  substitution  est  un  polynôme  tout  déTeloppc. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  Je 
rendre  nul  le  polynôme  ,  sont  reconnues  racines.  C'est  U 
même  règle  que  pour  -f-  i  et  —  i ,  par  rapport  aux  éqoa* 
tions  numériques. 

Les  exemples  sui?ans  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


EXEMfUS. 


14.  ao*  +  a^i  4- a'ô»  -f  ab^  —  i*. 

Égalons  ce  polynôme  à  o,  après  l'avoir  ordonné;  il  ^ient 

2a4  +  ba^  4-  J*û-  +  b^a  —  M  =  o. 

Conformément  à  la  remarque  du  n°  1 1 ,  cberchons  d'abord 
les  diviseurs  tels  que  a  —  «. 

Or,  les  diviseurs  de  b^  étant  b,  fc%  b^,  b^,  il  faudrait  «savfi 
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CCS  (lÎTiseurs  tant  avec  le  signe  +  qa'aTec  le  sîgne  — ,  et,  pour 
cela,  les  substituer  à  la  place  de  a  dans  l'équation  ;  mais  comme 
le  polynôme  proposé  est  homogène  {^Alg.j  n®  1 1),  il  est  évident 
que  6*,  substitué  à  la  place  de  a,  donnerait  pour  aa^  un  terme  de 
plus  haut  degré  que  tous  les  autres,  et  qui ,  par  conséquent, 
ne  pourrait  être  détruit.  Même  raisonnement  par  rapport  à 
b^  et  é*.  Ainsi ,  il  n'y  a  lieu  à  essayer  que  les  diviseurs  +  b 
et  —  fc. 

Or,  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution , 

2^4  — fci  +  M  — &<— M=o; 

donc  —  Â  est  racine  de  l'équation,  et  par  conséquent  a — ( — b) 
ou  a  +  &  est  diviseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  ce  polynôme  par  a  +  &>  et  égalant  le  quotient  ii  o, 
on  trouve 

2c^  —  ia*  +  ai'a—  6^  =;  o. 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefiiclent  de 

a^,  en  posant   a  =  -,    puis  opérer  sur  l'équation  résultante 

cqnnime  sur  la  proposée;  mais  si  l'on  rapproche  le  i^'  et  le 
3*^  termes,  le  2*  et  le  4*  termes,  on  reconnaît  de  suite  que 
l'équation  revient  à 

2a(a*  +  6*)  — i(a'  +  i*)=o,  ou  (2a  — 6)  (a*+*')'=o. 

Donc  enfin  le  polynôme  proposé  est  ^al  à 

(a +  6)  (2a -6)  (a* +6*); 

ce  qai  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du 
second  degré.   . 

i5.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  oh  le  po- 
lynôme est  homogène  et  composé  de  deux  lettres  seulement, 
on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  à  celle  d'une 
équation  numérique. 

Soît,  en  effet,  l'équation  générale 
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Aa'^  +  Bba'^"  +  Cft*a"-*  +  .  .  .-f  Mi"-"/!  +  Ni"  =  o, 
(A,  B^  G,...  M,  N  étant  des  noRil!>res  èolîers). 

Si  Ton  pose    -  =  x,  d'où  a  =  6x,     il  vient 

OU  supprimant,  pour  le  moment ^  le  facteur  &", 

Ax"  +  Bx~-*  +  Cx"-»  +. .  .+Mx  +  N  =  o , 

équation  numérique  qiiMl  ne  &*agit  plus  que  de  résoudre  en 
nombres  commensurables.  Ces  valeurs  étant  substituées  dans 
)a  relation  a  =  bx ,  donnent  les  valeurs  de  a  correspon* 
dantesi  et ,  par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme   a  —  «,    ou 

y  a  —  C, 

Ainsi 9  soit  fait  dans  l'équation  relative  à  l'exemple  cî-des- 
sus,    az=bx-y    il  vient 

b^{2V^'\'X^'i-X^'^X — 1)=  o. 

Le  facteur  entre  parenthèses  étant  égale  à  zéro  et  résolu, 

on  trou\-e  les  deux  racines 

I 
x  =  —  I,     x=-  : 

2 

d'où  a  =  —  b    ou     a  +  b  =  o  , 

b 
et  «  =  -,     ou      2/1— ô  =  o. 

2 
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'     i6.  a*— (i+c)a3-(6»-3ic)a»+(63-J«c-ic')a-A3c-|.Av=o. 

Le  dernier  terme  — Pc+b*c*  revient  à  6*c(—  b  -+-  c)\  cf 
qui  donne  pour  les  diviseurs  simples, 

^1   ^9  — 6  +  c,   A  — c,  — r,   —A. 


SCrONDE   PARTI n.  G87 

Il  ny  a  lieu  crailleurs  à  essayer  que  ces  diviseurs,  puisque 
le  polynôme  est  homogfene;  car  b*  ou  bc,  par  exemple,  mis 
a  la  place  de  a  dans  Véquatioii^  donnerait  b^  ou  frM,  quan- 
tité d'un  degré  supérieure  à  toutes  les  autres  y  et  qui ,  par 
conséquent^  ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  a=zb,  —  b,  c,  — c,  on  recon- 
naît que  b  seul  vérifie  l'équation.  Ainsi  déjà ,  a  —  6  est  un 
des  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  du  n^  334  aux 
deux  facteurs  —  b  +  Cy  b-^c. 

—  i  +  c,  b  —  c 
+  b^c —  &*c 

—  ft»  —  ôc  » 

—  26*  +  nbc 

+    2* 

+  b  —  c 

—  I. 

Considérons  d'abord  le  focteur  —  Â  +  c.  Après  avoir  divisé 
le  dernier  terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne  +  b*c  pour  quo* 
tîenl^  on  ajoute  à  ce  quotient  le  coefficient  de  a\  et  l'on  obtient 
pour  somme ,  b^  —  ôc'. 

Divisant  b^  —  bc*  par  —  é  +  c,  on  a  pour  nouveau  quotient 
-^b^'^bcf  qui ,  ajouté  au  coefficient  de  a\  donne  ]>our  somme 

—  ai*  +  2ic. 

Divisant  —  26*  +  2bc  par  —  i  +  c,  on  obtient  +  26  ,  quo- 
tient qui ,  ajouté  au  coefficient  de  a^y  donne  pour  somme 

+  i  —  c. 

Divisant  enfin  +  A  — c  par  — i  +  c,  on  trouve  pour  quo- 
ient  —  I .  Donc  —  i  -f-  c  est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  b  —  c ,  on 
)btîent  pour  la  première  somme ,  b^  —  2i*c —  6c*,  quantité 
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qui  n*est  pas  divisible  par  b  —  c.  Ainsi  b  —  c  doit  être 
^  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  dÎTÎseurs  entiers,  et  du  pre- 
mier degré,  du  polynôme  proposé,  sont  a  —  b  eta-l-6^r. 

Divisant  ce  polynôme  par  le  produit 

(a  —  A)  (a  +  6  —  c)     ou    a^^^ac  —  i*  +  6c , 
on  a  pour  quotient,        a* —  ba  +ii:. 
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17.  M*+Ci+3c)a3-(7i»— aie— c*)a*— 2(ft'+3*»c)û+... 
+  6i4_4frV-2^V=:o...  (i). 

Le  dernier  terme  reviçnt  à  ai*  (3i*— i6c  —  c*)  ;  or,  il  Cïî 
aisé  de  reconnaître  que  l'hypothèse  &  =  c  rend  nul  le  facteor 
entre  parenthèses  ;  donc  ce  dernier  terme  est  divisible  ja: 
b-^c,  et  l'on  trouve 

6i4  _  4^3^  —  2i*c*  ==  2b\b  —  c)  C3i  4-  c). 

En  appliquant  la  méthode  à* chacun  des  diviseurs  simples 

i,  b  —  Cj  36  +  ^»  — 3i, —  c,  — b  +  Cj  — i, 

ou  :ai>  a(i — c)>  î?(3è-fc),  — a(3i+c),  — 2( — 64-0),  — i: 

on  reconnait  que  b  —  c  seul  satisfait  à  toutes  les  conditions- 
Ainsi  Ton  a 

;  ,a  c=xb  —  c ,     d'où    a  —  i  -f  c  =  o. 

Divisant  le  polynôme. proposé  par  a — b+c,  on  oblîr 
pour  quotient , 

2a3  +  (36+0«*  — 46'.a~6A^— 'aà^c...    (a). 
.  Posons,  dans  ce  nouveau  |K)lynome,    a=  —  ; 
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il  Tient    a'5  +  (3&  +  c)a'«— 8&».a'— a463— 8Z>V,..  (3). 

Or^  le  dernier  terme  rerient  à 

—  8&-(3i  +  c)} 

ce  qni  ddnne  pour  les  diviseurs  simples ,  abstraction  faite  du 
facteur  8| 

é,     3A  +  c,     —  A,     —  3i  —  c. 

L'application  de  la  méthode  aux  deux  dtyisenrs  3b  +  c^ 

— 34— c,  fait  reconnaître  que  — (36  +  c)  est  racine  de  Téqua* 

(3b+c) 
tîon  (3),  et  par  conséquent  que  a  rs:  —  ^ ^ ,  est  racine  de 

l'éqvation  (2).  Donc  ^a  +  3b  ^  e  est  diviseur  du  premier 
membre  de  cette  équation. 

En  effectuant  la  division,  on  obtient  pour  quotient , 

Donc  enfin ,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(a-6-f  c)  (aa  +  36+c)  (a»- ai*)- 

i8«  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherclie 
des  fiicteurs  du  premier  degré  d'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier. Quant  aux  diviseurs  du  second  degré  ou  de  d^rés  supé-* 
rieurs^  il  faudrait  employer  une  méthode  analogue  à  celle  qui 
a  été  établie  K  339). 

Ao  reste ,  il  arrive  souvent ,  dans  les  applications  particu- 
lières ,  que  quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  poly- 
nômes n'j  sont  élevées  qu'à  la  seconde  ^puissance;  et ,  dans  ce 
cas,  la  détermination  des  facteurs  ne  dépend  que  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l'exemple  traité n^  i6,1et  observons  que  la  lettrée 
n'entre  qu'à  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

£n  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  lettre ,  on  obtient 

44 
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el  il  suffirait  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  c,  puis 
d'effectuer  toutes  les  opération»  et  simplifications  auxquelles  on 
serait  conduit;  mais,  avant  tout,, il  conTÎent  de  s'assurer  s'il 
n'existerait  pas  un  diviseur  commun  à  tous  les  coelDciens. 

Or, le  coefficient  b*—ab  revient  à  i(6— a)  ;  et  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  l'hypothèse  &  —  Û—0,  où  6 =fl,  anéantit  les 
deux  autres  coefficients  doncfr— a  est  diviseur  commun.  En 
supprimant  ce  facteur  dans  le  ]K)lynome,  on  trouTC  pour 
quotient  9 

d'où  Ton  déduit  immédiatement 

^= Tb -V  /ilT^  ■        b       * 

ou  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4&»,  développant 
Ics^ calculs  et  extrayant  Sa  racine  carrée, 

^  = Tb 

Donc,i°.c  = T =  ô+a-,  d'où  c—b  —  a  =  o; 


26 
2».  c  = T =  — -, — ;  a  ou  cb — aô  -t-  «•  = 


Ainsi  lès  diviseurs  du  polynôme  proposé  sont 

b  —  aj  c — b — a^  cb — ab  +  a*^ 

ou  a  — t,  a—b+c,  a'—ab  +  bcy 

comme  on  l'avait  déjà  reconnu  n**  16. 

Le  3*  exemple  (n*  1 5)  peut  être  traité  de  la  même  manière;  et' 
la  lettre  c  n'entre  également  dan3  le  polynôme  qu'à  la  second 
puissance.  On  serait  conduit  à  supprimer  d'abord  le  coefficicE' 
a* — 26',  commun  a  tous  les  coefficiens. 
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19.  Nous  traitions  encore  un  exemple  «m^  remrqtiftbla 
qu'on  rencontre  daus  la  Géométrie  analytique. 
Soit  Vé^juUian  .     . 

(  ^'^  +  ^•— ex)*— (a*— c^J^*— a'(ac -r^  c)*  3»  o. 

Comme  9  après  le  développement  du  premier  membre  dé  ôelte 
équation  ^  les  deux  lettres  a  et  c  n'y  entrent  qi^* à  la  seconde 
putManee,  on  peut  ordbnner  indifieremment  par  rapport  à 
l'une  d'elles. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettrée;  il  vient 

4-37^— o'r'srso, 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  k  c.  Mais  véri- 
fions auparavant  si  j^^'  +  x* — a*,  qui  est  facteur  commun  aux 
deux  premiers  coeffîciens  ne  diviserait  pas  également  le  coef- 
ficient de  c^.Or,  en  essayant  la  division,  on  trouve  pour  quotient 
exact,  j'^^ a:*. 
Donc  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou  bien     {y^ -f- x*  — a*)  (_y*+  x — c*)  t=  o  j 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le 
produit  de  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré,  que  l'on 
doit  d'ailleurs  r^arder  comme  des  facteurs  premiers^ 

SI  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à  la  letti*e  x,  on 
ne  pourrait  appliquer  la  méthode  du  n*  9,  puisqu'elle  ne  donne 
que  les  facteurs  rationnels  du  i*'  degré,  et  que  par  le  fait,  le 
polynôme  n'est  décomposable  quen  des  facteurs /7re7n£#rs  du 
second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  à^,  on  obtien* 
drait  une  équation  du  4*  degré,  résoluble  à  la  manière  de  celles 
dii  second  degré.  ^  . 

iV*.  B.  L'équation  que  nous  venons  de  traiter  est  celle  du 
Z.IEIT  oioMirniQUE  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 


69«  NDTB. 

fa^w  {Prnme  elUjmê  «irr^  iaogaUe  cOMÙUrie  dans  ïouieê  ses 
positions,  ^  ' 

20.  Enfia,  la  décomposition  d'un  polynôme  on  facteurs  ration- 
nels peut  être  fort  utile  dans  l'élimination  ;  car  on  a  tu  (q*  384) 
que^lorsftu'on  est  panrenu  à  décomposer  les  premiers  membres  de 
deux  équations  en  leur»  facteurs  simples, la  détermination  des 
systèmes  de  valeurs  propres  à' vérifier  ces  deux  équations,  se 
réduit  à  celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons 
deux  à  deux  de  ces  facteurs  égalés  à  zéro. 


FIN. 
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